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4.1.3 Idiìthtec tou oloklhr¸matoc Itô . . . . . . . . . . . . . . 139
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Kef�laio 1

Basikèc Majhmatikèc
'Ennoiec

O skopìc autoÔ tou kefalaÐou eÐnai na fèrei ton anagn¸sth se epaf  me tic
basikèc majhmatikèc ènnoiec pou apaitoÔntai gia thn katanìhsh orismènwn pro-
qwrhmènwn jem�twn thc jewrÐac pijanot twn kai thc stoqastik c an�lushc.
H kÔria duskolÐa tou kefalaÐou autoÔ eÐnai ìti o anagn¸sthc ja sunant sei
kai ja prèpei na afomoi¸sei mÐa seir� apo orismoÔc oi opoÐoi en¸ ek pr¸thc
ìyewc faÐnontai perÐplokoi eÐnai sthn pragmatikìthta polÔ fusikoÐ. Oi peris-
sìteroi apo autoÔc genikeÔoun ènnoiec apo tic stoiqei¸dh jewrÐa pijanot twn
oi opoÐec ja prèpei na eÐnai  dh gnwstèc sthn pleioyhfÐa twn anagnwst¸n. O
lìgoc pou dialèxame na episkop soume thn jewrÐa pijanot twn kat� autì ton
trìpo eÐnai giatÐ ètsi ja mporèsoume na eis�goume ènnoiec oi opoÐec eÐnai po-
lÔ qr simec stic efarmogèc kai den mporoÔn alli¸c na perigrafoÔn. EpÐshc,
jèloume na proetoim�soume ton anagn¸sth pou pijanìn ja  jele na asqolhjeÐ
me thn ereunhtik  bibliografÐa ston q¸ro thc stoqastik c an�lushc kai twn
efarmog¸n thc (pq. fusik , majhmatik  biologÐa, qrhmatooikonomik  k.a.) ka-
t� tètoio trìpo ¸ste na mporeÐ na parakoloujeÐ tic exelÐxeic oi opoÐec eÐnai
ekpefrasmènec sthn gl¸ssa aut . Ja prospaj soume se ìlh thn di�rkeia tou
kefalaÐou autoÔ na parajètoume ìso to dunatìn perissìtera paradeÐgmata pou
ja xekajarÐzoun touc orismoÔc pou eis�gontai.

1.1 Basikèc ènnoiec jewrÐac pijanot twn

'Otan mil�me gia pijanìthtec, autìmata skeptìmaste to pìso eÔkolo (  dÔ-
skolo) eÐnai na sumbeÐ k�poio gegonìc. Gia na diatup¸soume mÐa majhmatik 
jewrÐa twn pijanot twn ja prèpei sunep¸c na orÐsoume kat�llhla tic ènnoiec
gegonìc kai eÔkolo. Autìc eÐnai kai o skopìc autoÔ tou kefalaÐou.

1



2 KEF�ALAIO 1. BASIK�ES MAJHMATIK�ES �ENNOIES

1.1.1 �-�lgebrec

Gia na orÐsoume majhmatik� thn ènnoia tou gegonìtoc,   thc sullog c gegonì-
twn, ja prèpei na eis�goume thn ènnoia thc �-�lgebrac.

Orismìc 1.1.1 'Estw 
 k�poio sÔnolo. MÐa �-algebra F ep�nw sto sÔnolo 

eÐnai mÐa oikogèneia uposunìlwn tou 
 me tic parak�tw idiìthtec:

(i) ; 2 F

(ii) F 2 F =) F c � 
 n F 2 F

(iii) A1; A2; ::: 2 F =) A :=
S1
i=1Ai 2 F

Apì ton pio p�nw orismì mporoÔme eÔkola na sun�goume thn parak�tw idiìthta:
An F eÐnai mÐa �-algebra kai Ai 2 F tìte

1\
i=1

Ai =

 1[
i=1

Aci

!c
2 F :

Par�deigma 1.1.1 'Estw


 = f1; 2; 3g

Tìte h

F = f
; ;; f2g; f1; 3gg

eÐnai mÐa ���lgebra afoÔ mporoÔme eÔkola na doÔme ìti ikanopoieÐ tic sunj kec
tou parap�nw orismoÔ.

Par�deigma 1.1.2 'Estw


 = f1; 2; 3; 4g

Tìte h

F1 = f
; ;; f1g; f2g; f1; 3; 4gg

den eÐnai mÐa �� �lgebra giatÐ perièqei ta uposÔnola f1g kai f2g all� ìqi to
f1g [ f2g = f1; 2g.

H

F2 = f
; ;; f1g; f2g; f1; 2g; f3; 4g; f1; 3; 4g; f2; 3; 4gg

eÐnai mÐa ���lgebra. EÐnai mikrìterh apo thn �� �lgebra pou perièqei ìla ta
uposÔnola tou 
.
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Oi �� �lgebrec sun jwc qrhsimopoioÔntai gia na perigr�youn domèc plh-
roforÐac. Ta stoiqeÐa tou sunìlou 
 mporoÔn na jewrhjoÔn san oi pijanèc
katast�seic tou kìsmou   ta pijan� apotelèsmata enìc peir�matoc. MÐa
�� �lgebra, h opoÐa ex orismoÔ eÐnai èna sÔnolo twn uposunìlwn tou 
 eÐnai
kat� k�poio trìpo to sÔnolo ìlwn twn pijan¸n erwt sewn pou mporeÐ k�poioc
na jèsei gia to peÐrama autì   thn kat�stash tou kìsmou. Sthn jewrÐa pija-
not twn pollèc forèc ta uposÔnola tou 
 onom�zontai gegonìta. H onomasÐa
aut  ja qrhsimopoihjeÐ arket� suqn� sto biblÐo autì. Oi idiìthtec thc ��
�lgebrac epilèqjhkan kat� tètoio trìpo ¸ste an k�poioc mporeÐ na k�nei tic
erwt seic:
(a) mporeÐ na sumbeÐ to gegonìc A � 
 kai
(b) mporeÐ na sumbeÐ to gegonìc B � 

tìte mporeÐ na k�nei kai thn er¸thsh
(g) mporeÐ na sumbei to gegonìc A kai to gegonìc B to opoÐo majhmatik� iso-
dunameÐ me to sÔnolo A \B
(  isodÔnama (g

0
) mporeÐ na sumbeÐ to gegonìc A   to gegonìc B to opoÐo iso-

dunameÐ me to sÔnolo A [B) kaj¸c kai thn er¸thsh (d) mporeÐ na mhn sumbeÐ
to gegonìc A (to opoÐo isodunameÐ me to Ac).
Ja epanèljoume sto shmeÐo autì sthn par�grafo 1.1.7.

Ja suneqÐsoume me thn par�jesh merik¸n akìmh orism¸n.

Orismìc 1.1.2 H el�qisth �-�lgebra pou orÐzetai apo èna sÔnolo A, eÐnai
h mikrìterh s-�lgebra pou perièqei to sÔnolo A. H �lgebra aut  sun jwc
sumbolÐzetai �(A).

Par�deigma 1.1.3 Gia par�deigma ac jewr soume thn �lgebra

f;;
; A;Acg:
Aut  eÐnai h el�qisth s-�lgebra pou perièqei to sÔnolo A, opìte eÐnai h �(A).

Par�deigma 1.1.4 'Estw A1 kai A2 uposÔnola tou 
 tètoia ¸ste

A1 \A2 = ; kai A1 [ A2 = 


H �� �lgebra

f;; A1; A2;
g
eÐnai h el�qisth �lgebra �(A) h opoÐa perièqei to A = fA1; A2g.
Par�deigma 1.1.5 'Estw A1, A2 kai A3 uposÔnola tou 
 tètoia ¸ste

Ai \ Aj = ;; i 6= j kai A1 [ A2 [ A3 = 


H �� �lgebra

f;; A1; A2; A3; A1 [ A2; A2 [ A3; A1 [A3;
g
eÐnai h elaqÐsth �� �lgebra �(A) h opoÐa perièqei to A = fA1; A2; A3g.
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Orismìc 1.1.3 H mikrìterh s-�lgebra h opoÐa perièqetai se k�je s-�lgebra
eÐnai h tetrimènh   ekfulismènh s-�lgebra O = f;;
g.

Sto par�rthma tou kefalaÐou (bl. par�grafo 1.8.3) anafèrontai kai k�poiec
�llec kl�seic uposunìlwn oi opoÐec eÐnai qr simec, ìpwc p.q. ta p-sust mata
kai ta l-sust mata kai pwc mporeÐ aut� na qrhsimopoihjoÔn gia na qarakth-
rÐsoume tic idiìthtec mÐac s-�lgebrac (bl. Je¸rhma monìtonhc kl�shc 1.8.5).
Ta jèmata aut� mporeÐ na paralhfjoÔn se pr¸th an�gnwsh.

1.1.2 'Algebra Borel

Ja orÐsoume t¸ra mÐa sugkekrimènh s-�lgebra h opoÐa eÐnai idiaÐtera qr simh
sthn melèth thc jewrÐa pijanot twn kai thc stoqastik c an�lushc. Ja je-
wr soume 
 = R kai ja kataskeu�soume mÐa s-�lgebra pou apoteleÐtai apì
uposÔnola tou R.

Orismìc 1.1.4 H �lgebra Borel , thn opoÐa sumbolÐzoume san B, eÐnai h el�-
qisth �-�lgebra pou perièqei thn kl�sh C ìlwn twn diasthm�twn thc morf c
(�1; x), ta opoÐa mporeÐ na jewrhjoÔn wc uposÔnola thc pragmatik c eujeÐac.
Ta stoiqeÐa tou B onom�zontai sÔnola Borel.

MporeÐ na apodeiqjeÐ ìti h B isoÔtai me thn kl�sh isodunamÐac ìlwn twn dia-
sthm�twn thc morf c (a; b). Perièqei epÐshc ìla ta uposÔnola pou perièqoun
mìno èna shmeÐo (singletons ) fxg kai metr simec en¸seic tètoiwn uposunìlwn
(pq. to uposÔnolo f0; 1; 2; :::g eÐnai èna sÔnolo Borel). 'Etsi to B perièqei pra-
ktik� ìla ta uposÔnola tou R me ta opoÐa ja asqolhjoÔme. Gia paradeÐgmata
uposunìlwn tou R ta opoÐa den an koun sthn B parapèmpoume ston [37].

Oi ènnoiec thc �lgebracBorel kai twn sunìlwn Borel mporoÔn na genikeujoÔn
kai se uposÔnola tou Rd dhlad  ìtan 
 = Rd . Lème ìti èna parallhlìgrammo
tou Rd eÐnai èna uposÔnolo tou Rd thc morf c

(a; b] = fx 2 Rd : ai < xi � bi; i = 1; :::; dg

ìpou a = (a1; :::; ad) 2 Rd kai b = (b1; :::; bd) 2 Rd .

Orismìc 1.1.5 H ���lgebra Borel B(Rd) eÐnai h el�qisth �� �lgebra h opoÐa
perièqei ìla ta parallhlìgramma thc morf c (a; b]   me �lla lìgia thn ��
�lgebra pou par�getai apo ta parallhlìgramma.

Kat� analogÐa me ta prohgoÔmena h B(Rd) perièqei praktik� ìla ta upo-
sÔnola tou Rd pou ja mac apasqol soun.

Pollèc forèc ja qreiasteÐ na qrhsimopoi soume tic �lgebrec Borel pou pa-
r�gontai apì orismèna diast mata tou R   genikìtera tou Rd . An d = 1 kai
jewr soume to di�sthma [a; b] 2 R tìte h s-�lgebra pou par�getai apì ta dia-
st mata pou an koun ston [a; b] ja sumbolÐzetai me B([a; b]). H genÐkeush gia
opoiod pote d eÐnai profan c.
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1.1.3 Metr simoc q¸roc

Ja orÐsoume t¸ra thn ènnoia tou metr simou q¸rou.

Orismìc 1.1.6 'Estw èna sÔnolo 
 kai mÐa s-�lgebra F pou apoteleÐtai apì
uposÔnola tou 
. To zeÔgoc (
;F) kaleÐtai metr simoc q¸roc (measurable
space).

Par�deigma 1.1.6 (i) Ac jewr soume to sÔnolo 
 = f1; 2; 3g kai thn s-
�lgebraF1 = f
; ;; f2g; f1; 3gg. To zeÔgoc (
;F1) eÐnai ènac metr simoc q¸roc.
(ii) Ac jewr soume kai p�li to sÔnolo 
 ìpwc kai parap�nw all� ac p�roume
t¸ra thn s-�lgebra F2 = f
; ;; f1g; f2; 3gg. To zeÔgoc (
;F2) eÐnai epÐshc ènac
metr simoc q¸roc.

Par�deigma 1.1.7 (i) To zeÔgoc (R;B) eÐnai ènac metr simoc q¸roc.
(ii) To zeÔgoc (Rd ;B(Rd)) eÐnai ènac metr simoc q¸roc.

1.1.4 Mètro pijanìthtac

Stic prohgoÔmenec paragr�fouc jèsame se austhrì majhmatikì plaÐsio thn
ènnoia tou gegonìtoc. Ja antimetwpÐsoume t¸ra to er¸thma tou pìso eÔkola
mporeÐ na sumbeÐ k�poio gegonìc. To eÔkola ja sqetisteÐ me ènan arijmì o
opoÐoc ja antistoiqeÐ me k�poio gegonìc pou ìpwc eÐdame mèqri t¸ra sthn ma-
jhmatik  gl¸ssa metafr�zetai se k�poio sÔnolo pou an kei se mÐa kat�llhla
epilegmènh ���lgebra. Prèpei loipìn na eis�goume thn ènnoia sunart sewn
pou paÐrnoun èna sÔnolo kai to antistoiqoÔn se k�poio arijmì. Tètoiec sunar-
t seic onom�zontai mètra. Sthn jewrÐa pijanot twn ja qreiasteÐ na eis�goume
mÐa eidik  perÐptwsh mètrou, to mètro pijanìthtac.

Orismìc 1.1.7 'Ena mètro pijanìthtac P ep�nw se èna metr simo q¸ro
(
;F) eÐnai mÐa apeikìnish P : F ! [0; 1] me tic idiìthtec

(i) P (;) = 0, P (
) = 1

(ii) An A1; A2; ::: 2 F kai ta fAig eÐnai an� dÔo xèna, tìte

P (

1[
i=1

Ai) =

1X
i=1

P (Ai)

Parat rhsh: An paraleÐyoume thn sunj kh P (
) = 1 tìte lème ìti h P eÐnai
èna mètro kai ìqi èna mètro pijanìthtac. Sto biblÐo autì ja krat soume
ton sumbolismì P gia mètra pijanot twn kai ja qrhsimopoioÔme to sumbolismì
� gia genik� mètra.

Apì ton parap�nw orismì eÐnai safèc ìti èna mètro eÐnai mÐa apeikìnish pou



6 KEF�ALAIO 1. BASIK�ES MAJHMATIK�ES �ENNOIES

apeikonÐzei èna sÔnolo se èna pragmatikì arijmì. Kat� k�poio trìpo èna mè-
tro ekfr�zei to mègejoc enìc sunìlou. Epeid  gia k�poio sÔnolo mporoÔme na
orÐsoume perissìtera apì èna mètra to no ma tou megèjouc tou sunìlou pou
prin lÐgo anafèrame, exart�tai apo to eÐdouc tou mètrou pou èqoume orÐsei.

H ènnoia tou mètrou mporeÐ na faÐnetai afhrhmènh ek pr¸thc ìyewc (kai
pr�gmati mporeÐ na eÐnai!) eÐnai ìmwc polÔ fusik . Sugkekrimèna, o kajènac
mac apo polÔ mikr  hlikÐa èqei èrjei se epaf  me thn ènnoia tou mètrou. Para-
fr�zontac ton Arqontoqwri�th tou Molièrou, polloÐ apo em�c qrhsimopoioÔn
to mètro ìlh touc thn zw  qwrÐc na to xèroun. An to sÔnolo sto opoÐo a-
naferìmaste eÐnai èna di�sthma thc pragmatik c eujeÐac, tìte to m koc tou
eÐnai èna eÐdoc mètrou to opoÐo onom�zetai mètro Lebesgue. OmoÐwc, to embadì
enìc parallhlepipèdou,   o ìgkoc enìc uposunìlou tou R3 eÐnai paradeÐgma-
ta thc genÐkeushc tou mètrou Lebesgue sta sÔnola R2 kai R3 antÐstoiqa (bl.
paradeÐgmata 1.1.10,1.1.12).

Sth sunèqeia ja d¸soume paradeÐgmata mètrwn pou ja deÐxoun to pwc h
ènnoia tou mètrou mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ se pio afhrhmènec katast�seic.
Ta paradeÐgmata aut� ja aposafhn soun touc pio p�nw orismoÔc. Gia mÐa pio
ekten  eisagwg  sthn efarmog  thc jewrÐac mètrou sthn jewrÐa pijanot twn
bl. p.q. [17].

Par�deigma 1.1.8 Mètro arÐjmhshc (counting measure) 'Estw (
;F)
ènac arijm simoc q¸roc. Gia k�je sÔnolo A 2 F mporoÔme na orÐsoume thn
sun�rthsh � : F ! N � R kat� tètoio trìpo ¸ste �(A) na eÐnai o arijmìc
twn stoiqeÐwn tou sunìlou A. EÐnai eÔkolo na deÐ kaneÐc ìti h sun�rthsh �
eÐnai èna mètro ep�nw ston q¸ro (
;F to opoÐo apokaleÐtai mètro arÐjmhshc.
MporoÔme na all�xoume ton orismì autì lÐgo kai na orÐsoume thn sun�rthsh
P : F ! N � R ètsi ¸ste P (A) = �(A)=card(
) (ìpou card(
) eÐnai o arijmìc
twn stoiqeÐwn tou 
. Tìte h sun�rthsh P eÐnai èna mètro pijanìthtac.

Par�deigma 1.1.9 Mètro upo sunj kh pijanìthtac Ac jewr soume dÔo
uposÔnola A kai B ta opoÐa eÐnai uposÔnola enìc sunìlou 
 kai ac sumbolÐzoume
me F mÐa ���lgebra pou perièqei to A. MporoÔme na orÐsoume thn apeikìnish

A! P (A j B), ìpou P (A j B) = P (A\B)
P (B) h opoÐa orÐzei èna nèo mètro pijanìth-

tac sto F to opoÐo onom�zetai to upì sunj kh mètro pijanìthtac.
MporoÔme eÔkola na apodeÐxoume ìti to nèo mètro autì ikanopoieÐ tic idiìthtec
tou mètrou. Pr�gmati, an Q(A) = P (A j B) gia dedomèno B èqoume

Q(;) = 0; Q(
) = 1

Q(

1[
n=1

An) =

1X
n=1

Q(An); Anan� dÔo xèna

Gia na deÐxoume thn teleutaÐa sqèsh ergazìmaste wc akoloÔjwc

Q(
1[
n=1

An) = P (
1[
n=1

An j B) = P (
S1
n=1An) \ B
P (B)

=
P (
S1
n=1(An \ B))
P (B)
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=

1X
n=1

P (An \B)
P (B)

=

1X
n=1

Q(An)

ìpou qrhsimopoi same to ìti efìson ta An eÐnai an� dÔo xèna kai ta Cn = An[B
eÐnai an� dÔo xèna.

'Otan to sÔnolo 
 eÐnai arijm simo, h kataskeu  tou mètrou pijanìth-
tac eÐnai apl . Sthn perÐptwsh pou to 
 eÐnai mh arijm simo h kataskeu 
tou mètrou pijanìthtac den eÐnai tìso apl  diadikasÐa mi� kai sthn periptwsh
aut  en gènei ja èqoume P (!) = 0 gia k�je ! 2 
. Se tètoiec peript¸seic
eÐnai aparaÐthth h eisagwg  proqwrhmènwn ennoi¸n thc jewrÐac mètrou gia na
dikaiologhjeÐ h kataskeu  mètrwn pijanìthtac. An kai sto parìn ja qrhsimo-
poi soume mètra pijanìthtac se mh arijm sima sÔnola (p.q. sto R), den ja
asqolhjoÔme me thn kataskeu  touc. K�ti tètoio eÐnai arket� èxw apì tic blè-
yeic tou parìntoc kai parapèmpoume se egqeirÐdia jewrÐac mètrou   an�lushc
p.q.[18], [35]. Ja arkestoÔme ed¸ na anafèroume merik� paradeÐgmata mètrwn
sto R kai sto Rd .

Par�deigma 1.1.10 To mètro Lebesgue sto R 'Opwc anafèrame kai proh-
goumènwc èna mètro ston R eÐnai to mètro Lebesgue �L. Sto par�deigma
autì loipìn jewroÔme ìti 
 = R kai ìti F = B. Gia to mètro autì isqÔei
�L([a; b]) = b� a ìpou [a; b] 2 R eÐnai èna k�poio di�sthma. To mètro autì den
eÐnai mètro pijanìthtac1.

Par�deigma 1.1.11 Ac jewr soume p�li 
 = R kai F = B. MporoÔme na
orÐsoume to mètro P : B ! [0; 1] to opoÐo eÐnai tètoio ¸ste k�tw apì autì h
eikìna tou diast matoc I = (�1; x] na eÐnai h

P (I) =
1p
2�

Z x

�1
exp

�
��y

2

2

�
dy

MporoÔme eÔkola na doÔme ìti to mètro P eÐnai èna mètro pijanìthtac ston
R. 'Opwc ja doÔme kai parakatw, to mètro autì sqetÐzetai me thn kanonik 
katanom  sto R.

Par�deigma 1.1.12 To mètro Lebesgue sto Rd Ac jewr soume t¸ra 
 =
Rd kai F = B(Rd). MporoÔme na orÐsoume to an�logo tou mètrou Lebesgue stic
d diast�seic wc ex c. Tupik� stoiqeÐa tou B(Rd) eÐnai diast mata thc morf c
[a1; b1]� :::� [ad; bd], ai � bi; i = 1; :::; d. H eikìna tou diast matoc autoÔ k�tw
apì to mètro Lebesgue �L;d eÐnai

�L;d([a1; b1]� :::� [ad; bd]) = (b1 � a1):::(bd � ad)

1MporeÐ na gÐnei èna mètro pijanìthtac an antÐ gia ìlo to R p�roume èna di�sthma [x1; x2]
kai antÐ thn B p�roume thn �lgebra Borel pou par�getai apì ìla ta diast mata pou perièqontai
sto [x1; x2], kai orÐsoume to mètro P = �L

x2�x1
. 'Opwc ja doÔme kai parak�tw, to mètro autì

sqetÐzetai me thn omogen  katanom  sto di�sthma [x1; x2].
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To mètro autì den eÐnai mètro pijanìthtac 2.

Par�deigma 1.1.13 Ac jewr soume 
 = Rd kai F = B(Rd). MporoÔme na
orÐsoume to mètro P : B(Rd)! [0; 1] to opoÐo eÐnai tètoio ¸ste k�tw apì autì h
eikìna tou di�st matoc I = (�1; x1]� :::� (�1; xd] na eÐnai h

P (I) =
1

(2�)d=2

Z x1

�1
:::

Z xd

�1
exp

�
�y

2
1 + :::+ y2d

2

�
dy1:::dyd

MporoÔme eÔkola na doÔme ìti to mètro P eÐnai èna mètro pijanìthtac ston
Rd . 'Opwc ja doÔme kai parakatw, to mètro autì sqetÐzetai me thn kanonik 
katanom  sto Rd .

Pollèc forèc sthn kataskeu  twn mètrwn pijanìthtac qrei�zontai orismè-
na apotelèsmata apì thn jewrÐa mètrou ta opoÐa anafèrontai k�tw apì thn
genik  onomasÐa �jewr mata epèktashc�. MÐa sÔntomh anafor� sto jèma autì
gÐnetai sthn par�grafo 1.8.4 tou parart matoc tou kefalaÐou ìpou anafèretai
to je¸rhma epèktashc tou Karajeodwr  (bl. Je¸rhma 1.8.8). Ta jèmata aut�
mporeÐ na paralhfjoÔn se mÐa pr¸th an�gnwsh.

1.1.5 Q¸roc pijanot twn

Ja orÐsoume t¸ra thn ènnoia tou q¸rou pijanot twn.

Orismìc 1.1.8 Ac jewr soume èna sÔnolo 
, mÐa ���lgebra F ep�nw se autì
kai èna mètro pijanìthtac P . H tri�da (
;F ; P ) onom�zetai q¸roc pijano-
t twn.

Ja d¸soume t¸ra merik� paradeÐgmata q¸rwn pijanot twn.

Par�deigma 1.1.14 'Estw 
 = f1; 2; 3g kai
F = f;; f1g; f2g; f3g; f1; 2g; f1; 3g; f2; 3g; f1; 2; 3gg

Ac orÐsoume to mètro arÐjmhshc P kat� tètoio trìpo ¸ste

P (;) = 0; P (f1g) = 1

3
; P (f2g) = 1

3
; P (f3g) = 1

3
; P (f1; 2g) = 2

3
;

P (f1; 3g) = 2

3
; P (f2; 3g) = 2

3
; P (f1; 2; 3g) = 1

H tri�da (
;F ; P ) eÐnai ènac q¸roc pijanot twn.

Par�deigma 1.1.15 Ac jewr soume 
 = R, F = B kai P to mètro pijanì-
thtac pou orÐsame sto par�deigma 1.1.11. H tri�da (R;B; P ) eÐnai ènac q¸roc
pijanot twn.

Par�deigma 1.1.16 Ac jewr soume 
 = Rd , F = B(Rd ) kai P to mètro
pijanìthtac pou orÐsame to par�deigma 1.1.13. H tri�da (Rd ;B(Rd); P ) eÐnai
ènac q¸roc pijanot twn.

2MporeÐ na gÐnei èna mètro pijanìthtac an antÐ gia ìlo to R p�roume èna di�sthma Id =
[x1;1; x2;1]�:::�[x1;d; x2;d], antÐ thn B(R

d) p�roume thn �lgebra Borel pou par�getai apì ìla

ta diast mata pou perièqontai sto Id, kai orÐsoume to mètro P =
�L;d

(x2;1�x1;1):::(x2;d�x1;d)
.

To mètro autì sqetÐzetai me thn omogen  katanom  sto di�sthma Id.
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1.1.6 Metr simo sÔnolo

MÐa polÔ shmantik  ènnoia eÐnai h ènnoia tou metr simou sunìlou. H ènnoia
aut  orÐzetai p�ntote wc prìc mÐa sugkekrimènh s-�lgebra.

Orismìc 1.1.9 Ta uposÔnola F tou 
 pou an koun sth ���lgebra F apoka-
loÔntai F- metr sima.

Par�deigma 1.1.17 'Estw 
 = f1; 2; 3g kai ac jewr soume tic s-�lgebrec
F1 = f;;
; f2g; f1; 3gg kai F2 = f;;
; f1g; f2; 3gg. To sÔnolo f1g � 
 eÐnai
F2�metr simo all� den eÐnai F1�metr simo.

Par�deigma 1.1.18 'Estwsan 
 = R kai F = B. K�je di�sthma thc morf c
[a; b] ìpou a; b 2 R eÐnai B�metr simo.

1.1.7 Axiwmatik  jemelÐwsh thc jewrÐac pijanot twn

Sthn par�grafo aut  ja doÔme pwc oi ènnoiec pou orÐsame mèqri t¸ra mporoÔn
na qrhsimopoihjoÔn gia thn èkfrash ennoi¸n thc jewrÐac pÐjanot twn.

'Ena upìdeigma peir�matoc pou emperièqei k�ti to tuqaÐo mporeÐ na perigrafeÐ
san ènac q¸roc pijanot twn (
;F ; P ). Pio sugkekrimèna

� 
 eÐnai o q¸roc deigm�twn (sample space). Autìc eÐnai o q¸roc ston
opoÐo perièqontai ìla ta pijan� apotelèsmata enìc peir�matoc.

� 'Ena stoiqeÐo ! 2 
 apokaleÐtai shmeÐo deÐgmatoc (sample point,) kai eÐnai
h sugkekrimènh èkbash enìc peir�matoc.

� H �-�lgebra F apokaleÐtai oikogèneia gegonìtwn (family of events).
Sthn �lgebra aut  emperièqontai ìlec oi pijanèc erwt seic pou mporeÐ
k�poioc na k�nei gia èna peÐrama.

� 'Ena gegonìc eÐnai èna stoiqeÐo tou F , me �lla lìgia èna F-metr simo upo-
sÔnolo tou 
. Ta gegonìta mporeÐ na eÐnai pio perÐploka apo mÐa apl 
èkbash enìc peir�matoc.

� To mètro pijanìthtac P mac plhroforeÐ pìso eÔkolo   dÔskolo eÐnai na
sumbeÐ k�poio gegonìc. Pio sugkekrimèna to P (F ) mac plhroforeÐ to
pìso eÔkolo eÐnai na sumbeÐ to gegonìc F 2 F . An P (F1) > P (F2) gia
dÔo sÔnola F1; F2 2 F tìte lème ìti to gegonìc F1 eÐnai pio pijanì apì
to gegonìc F2.

H diatÔpwsh thc jewrÐac pijanot twn me b�sh thn qr sh mÐac tri�dac (
;F ; P )
sunhjÐzetai na onom�zetai axiwmatik  jemelÐwsh thc jewrÐac pijanot -
twn kai ènac apì touc prwterg�tec thc eÐnai o Kolmogorov[16].

Par�deigma 1.1.19 Ac jewr soume t¸ra san par�deigma èna peÐrama pou su-
nÐstatai sto strÐyimo dÔo nomism�twn. Ja sumbolÐsoume thn kor¸na me to H
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kai ta gr�mmata me to T . 'Etsi an gr�youme pq TH shmaÐnei ìti to pr¸to
nìmisma èfere gr�mmata kai to deÔtero kor¸na. Gia to peÐrama autì o q¸roc
deigm�twn eÐnai o 
 = fHH;HT; TH; TTg. H sullog  ìlwn twn uposunìlwn
tou 
 (oikogèneia gegonìtwn) mporeÐ na eÐnai h s-�lgebra

F = f;;
; fHHg; fHTg; fTHg; fTTg; fHH;HTg;
fHH;THg; fHH;TTg; fHT; TH; TTg; fHH;TH; TTg; fHH;HT; TTg;
fHH;HT; THg; fTH; TTg; fHT; TTg; fHT; THgg

Blèpoume loipìn ìti en¸ to 
 perièqei mìno thn pijan  èkbash enìc sugkekri-
mènou peir�matoc, to F perièqei ìlec tic pijanèc erwt seic pou mporeÐ k�poioc
na k�nei gia èna peÐrama ìpwc pq thn er¸thsh pou sqetÐzetai me to na fèroun
kai ta dÔo nomÐsmata to Ðdio apotèlesma fHH;TTg klp. MÐa epilog  gia to
mètro pijanìthtac P eÐnai to mètro arÐjmhshc sthn F , dhlad  h sun�rthsh
P : F ! [0; 1] pou paÐrnei tic timèc

P (;) = 0; P (
) = 1; P (fHHg) = 1

4
; P (fHTg) = 1

4
;

P (fTHg) = 1

4
; P (fTTg) = 1

4
; P (fHH;HTg) = 1

2
; P (fHH;THg) = 1

2
;

P (fHH;TTg) = 1

2
; P (fHT; THTTg) = 3

4
; P (fHH;THTTg) = 3

4
;

P (fHH;HTTTg) = 3

4
; P (fHH;HTTHg) = 3

4
; P (fTH; TTg) = 1

2
;

P (fHT; TTg) = 1

2
; P (fHT; THg) = 1

2

Gia par�deigma sthn sunhjismènh gl¸ssa thc jewrÐac pijanot twn to P (fHHg)
mporeÐ na ermhneujeÐ san h pijanìthta na fèroun kai ta dÔo nomÐsmata kor¸-
na. An ta nomÐsmata eÐnai �tÐmia� kai efìson kai oi rÐyeic eÐnai anex�rthtec h
pijanìthta aut  eÐnai Ðsh me 1=4. Kat� parìmoio trìpo to P (fHH;HT; TTg)
mporeÐ na ermhneuteÐ san h pijanìthta to apotèlesma tou peir�matoc na eÐnai
HH   HT   TT , to opoÐo qrhsimopoi¸ntac stoiqei¸dh epiqeir mata mporoume
na deÐxoume ìti eÐnai Ðso me 3=4.

Ja jèlame na tonÐsoume ìti an�loga me tic erwt seic pou jèloume na k�noume
sqetik� me to peÐrama mporoÔme na orÐsoume kai diaforetikèc s-�lgebrec. Gia
par�deigma mporoÔme na p�roume thn upo-�lgebra thc F

F1 = f;;
; fHHg; fHTg; fHH;HTg; fHT; TH; TTg; fHH;TH; TTg; fTT; THgg

h opoÐa perièqei tic erwt seic pou sqetÐzontai me to �na sumbeÐ k�ti dedomènou
ìti to pr¸to nìmisma èqei fèrei kor¸na�. H s-�lgebra aut  eÐnai basik  sthn
kataskeu  thc upì sunj kh pijanìthtac.

Par�deigma 1.1.20 'Ena �llo par�deigma eÐnai to ex c. Ac jewr soume ìti
epilègoume tuqaÐa arijmoÔc sto di�sthma [0; 1]. Sthn perÐptwsh aut , ènac
trìpoc na perigr�youme to peÐrama autì majhmatik� eÐnai na jèsoume san q¸ro
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deigm�twn to 
 = [0; 1] kai san oikogèneia gegonìtwn thn �lgebra Borel B([0; 1])
pou perièqei ìla ta uposÔnola tou diast matoc [0; 1]. San mètro pijanìthtac
P mporoÔme na epilèxoume to mètro Lebesgue p�nw sto di�sthma [0; 1]. Me
autìn ton trìpo mporoÔme na perigr�youme majhmatik� thn epilog  omoiìmorfa
katanemhmènwn tuqaÐwn arijm¸n metaxÔ tou 0 kai tou 1.

1.2 TuqaÐec metablhtèc kai stoqastikèc diadi-
kasÐec

Ja eis�goume t¸ra tic basikèc ènnoiec pou qreÐazontai ston orismì twn tuqaÐwn
metablht¸n kai twn stoqastik¸n diadikasi¸n.

1.2.1 F-metr simh sun�rthsh

Ja xekin soume eis�gontac thn ènnoia thc metr simhc sun�rthshc.

Orismìc 1.2.1 'Estw 
 k�poio sÔnolo. H sun�rthsh Y : 
! Rd apokaleÐtai
F-metr simh an

Y �1(U) = f! 2 
;Y (!) 2 Ug 2 F
gia k�je anoiktì sÔnolo U 2 Rd .

Me �lla lìgia lème ìti h sun�rthsh Y eÐnai F-metr simh an h antÐstrofh
eikìna enìc uposunìlou tou Rd , k�tw apì thn sun�rthsh aut , an kei sthn
���lgebra F . Gia na apant soume loipìn thn er¸thsh an h sun�rthsh Y
paÐrnei tim  sto U ja prèpei na èqoume sthn di�jesh mac thn plhroforÐa pou
perièqetai sthn F .

Met� ta parap�nw eÐmaste ètoimoi na parousi�soume thn ènnoia thc tuqaÐac
metablht c.

1.2.2 TuqaÐec metablhtèc

Orismìc 1.2.2 MÐa (pragmatik ) tuqaÐa metablht  eÐnai mÐa F-metr simh
sun�rthsh X : 
! Rd ìpou (
;F ; P ) eÐnai ènac q¸roc pijanot twn.

MporoÔme na jewr soume thn tuqaÐa metablht  X san mÐa metablht  pou
h tim  thc exart�tai apì thn èkbash enìc tuqaÐou peir�matoc. O orismìc autìc
mac lèei ìti gia k�je kat�stash paÐrnoume èna pragmatikì di�nusma X 2 Rd

(fusik� an d = 1 paÐrnoume ènan arijmì). Gia na apant soume thn er¸thsh ti
tim  mporeÐ na p�rei h metablht X ja prèpei na èqoume thn plhroforÐa sqetik�
me tic ekb�seic tou peir�matoc pou perièqontai sthn ���lgebra F .
Par�deigma 1.2.1 FantasteÐte mÐa anapof�sisth odoipìro se èna staurodrì-
mi. Den gnwrÐzei an jèlei na striyei arister�   dexi�. Gia na bgeÐ apì thn
dÔskolh jèsh apofasÐsei na strÐyei èna nìmisma. An to nìmisma fèrei gr�mma-
ta ja strÐyei arister� alli¸c ja strÐyei dexi�. Sthn perÐptwsh aut  o q¸roc
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deigm�twn eÐnai o 
 = fH;Tg kai mporeÐ kaneÐc na orÐsei èna mètro pijanìthtac
P kat� trìpo ¸ste

P (H) =
1

2
; P (T ) =

1

2

H taqÔthta thc odoipìrou eÐnai mÐa tuqaÐa metablht  v : 
! R2 tètoia ¸ste

v(H) = (�u; 0); v(T ) = (u; 0)

ìpou u eÐnai to mètro thc taqÔthtac thc odoipìrou (to sÔsthma sunetagmènwn
èqei arq  sto staurodrìmi).

Par�deigma 1.2.2 Ac jewr soume èna q¸ro pijanot twn (
;F ; P ). 'Estw
! 2 
. Tìte h sun�rthsh X : F ! R h opoÐa orÐzetai kat� trìpo ¸ste

X(!) = 1A =

�
1; an ! 2 A
0; an ! 62 A

eÐnai mÐa tuqaÐa metablht  an to sÔnolo A � 
 eÐnai èna gegonìc (A 2 F). H
tuqaÐa aut  metablht  onom�zetai deÐktria sun�rthsh (indicator function)
tou sunìlou A

Par�deigma 1.2.3 Ac jewr soume ìti epilègoume tuqaÐa, ènan pragmatikì a-
rijmì apì to di�sthma [0; 1] kat� trìpo ¸ste ìloi oi arijmoÐ na eÐnai isopÐ-
janoi. 'Opwc anafèrame kai prohgoumènwc sto par�deigma 1.1.20 to peÐrama
autì mporeÐ na perigrafeÐ majhmatik� qrhsimopoi¸ntac ton q¸ro pijanot twn
([0; 1];B([0; 1]); P ) ìpou P eÐnai to mètro Lebesgue sto di�sthma [0; 1]. Ac jew-
r soume t¸ra ìti k�poioc pont�rei ston arijmì pou ja èrjei ètsi ¸ste na kerdÐsei
mÐa draqm  an èrjei arijmìc mikrìteroc tou 1

2 kai na q�sei mÐa draqm  an èrjei
arijmìc megalÔteroc tou 1

2 . To kèrdoc tou X , eÐnai mÐa tuqaÐa metablht 

X(!) =

�
1; an ! � 1

2�1; an ! > 1
2

1.2.3 Katanom  mi�c tuqaÐac metablht c

K�je tuqaÐa metabl th X ep�gei èna mètro �X sto Rd , to opoÐo orÐzetai sÔm-
fwna me thn sqèsh

�X (B) = P (X�1(B))

gia k�poio sÔnolo Borel B sto B(Rd). To mètro autì apokaleÐtai h katanom 
thc X . H kataskeu  aut  faÐnetai sto Sq. 1.1.

T¸ra ac jewr soume ìti d = 1 kai F = B. MporoÔme na orÐsoume thn su-
n�rthsh katanom c mÐac tuqaÐac metablht c X , FX sÔmfwna me tic sqèseic

P (X � x) = FX (x)

P (a < X � b) = FX (b)� FX (a):

H sun�rthsh FX kajorÐzei to mètro pijanìthtac P . H sun�rthsh FX ikanopoieÐ
tic parak�tw sunj kec
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Ω

R

X

X

B

-1

µX

P

µX(B)

(B)

R
n

Sq ma 1.1: H kataskeu  tou mètrou �X .

H FX eÐnai aÔxousa.

H FX eÐnai dexi� suneq c.

IsqÔei limx!�1 FX(x) = 0 kai limx!1 FX(x) = 1.

An h sun�rthsh FX mporeÐ na ekfrasteÐ san to olokl rwma Riemann mi�c
mh arnhtik c sun�rthshc f(x) thc opoÐac to olokl rwma ep�nw se ìlo to R eÐnai
Ðso me èna 1, tìte h sun�rthsh f(x) apokaleÐtai h puknìthta pijanìthtac.
Sthn perÐptwsh aut 

FX (x) =

Z x

�1
f(x

0
)dx

0

Z 1

�1
f(x)dx = 1

Gia thn sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac isqÔei

P (X 2 B) =
Z
B

f(x)dx

gia k�poio B 2 B.
Par�deigma 1.2.4 H sun�rthsh katanom c mÐac tuqaÐac metablht c X pou
eÐnai omogen¸c katanemhmènh sto di�sthma [0; 1] eÐnai h sun�rthsh

FX(x) =

8<
:

0; x < 0
x; 0 � x < 1
1; 1 � x

Par�deigma 1.2.5 San deÔtero par�deigma mporoÔme na p�roume mÐa tuqaÐa
metablht  X pou eÐnai kanonik� katanemhmènh. Tìte

FX (x) =

Z x

�1

1p
2�
exp

�
�y

2

2

�
dy
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eÐnai h sun�rthsh katanom c kai

f(y) =
1p
2�
exp

�
�y

2

2

�
h sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac. Sthn perÐptwsh aut  lème ìti h tuqaÐa
metablht  X akoloujeÐ thn kanonik  katanom  me mèso 0 kai diaspor� 1, h
opoÐa sumbolÐzetai N(0; 1).

Gia parap�nw apì mÐa tuqaÐec metablhtèc mporoÔme na orÐsoume thn apì koi-
noÔ sun�rthsh katanom c.
'Estwsan X1; :::; Xd tuqaÐec metablhtèc se k�poio q¸ro pijanot twn (
;F ; P ).
H apì koinoÔ sun�rthsh katanom c F (x1; :::; xd) twn tuqaÐwn aut¸n metablht¸n
eÐnai mÐa sun�rthsh gia thn opoÐa isqÔei

F (x1; :::; xd) = P (X1 � x1; :::; Xd � xd)

IsqÔei ìti

lim
x1;:::;xi�1;xi+1;:::;xd!1

F (x1; :::; xd) = FXi(xi)

ìpou FXi(xi) eÐnai h sun�rthsh katanom c pijanìthtac thc tuqaÐac metablht c
Xi. Se merikèc peript¸seic mporeÐ na oristeÐ h apì koinoÔ puknìthta katanom c
pijanìthtac h opoÐa eÐnai mÐa sun�rthsh f(x1; :::; xd) gia thn opoÐa isqÔei

F (x1; :::; xd) =

Z x1

�1
:::

Z xd

�1
f(x

0

1; :::; x
0

d)dx
0

1:::dx
0

d

Gia k�je sÔnolo B = A1 � :::�Ad 2 B(Rd) isqÔei

P (x1 2 A1; :::; xd 2 Ad) =
Z
A1

:::

Z
Ad

f(x
0

1; :::; x
0

d)dx
0

1:::dx
0

d

1.2.4 H �-�lgebra pou par�getai apì mÐa tuqaÐa meta-
blht 

Ac jewr soume èna q¸ro pijanot twn (
;F ; P ) kai mÐa tuqaÐa metablht , èstw
X . Apì ta parap�nw blèpoume ìti h X eÐnai ex orismoÔ F-metr simh. 'Omwc,
kat� kanìna ja up�rqoun mikrìterec �-�lgebrec gia tic opoÐec h X ja eÐnai
epÐshc metr simh.

Orismìc 1.2.3 H mikrìterh �-�lgebra gia thn opoÐa h tuqaÐa metablht  X
eÐnai metr simh, apokaleÐtai h �-�lgebra pou par�getai apo thn tuqaÐa
metablht  X kai sumbolÐzetai �(X).

Me lìgia h �(X) eÐnai h mikrìterh �-�lgebra pou perièqei thn plhroforÐa
sqetik� me tic timèc pou mporeÐ na p�rei h X .

IdiaÐtera qr simo gia ton qarakthrismì thc s-�lgebrac wc proc thn opoÐa
eÐnai metr simh mÐa tuqaÐa mettablht  eÐnai to akìloujo l mma, to opoÐo eÐnai
gnwstì kai wc l mma twn Doob-Dynkin:



1.2. TUQA�IES METABLHT�ES KAI STOQASTIK�ES DIADIKAS�IES 15

Je¸rhma 1.2.1 'Estw X;Y : 
 ! Rd , dÔo tuqaÐec metablhtèc. H Y eÐnai
metr simh wc proc thn s-�lgebra h opoÐa par�getai apì thn tuqaÐa metablht 
X , �(X), an kai mìno an up�rqei sun�rthsh g, metr simh kat� Borel, g : Rd !
Rd tètoia ¸ste Y = g(X).

Apìdeixh: ParaleÐpetai. Gia thn apìdeixh bl. p.q. [32]. 2

Par�deigma 1.2.6 SuneqÐzontac apì to par�deigma 1.1.19 ac orÐsoume thn tu-
qaÐa metablht 

X1 =

�
1; pr¸to nìmisma fèrnei kor¸na
0; se k�je �llh perÐptwsh

X2 =

�
1; deÔtero nìmisma fèrnei kor¸na
0; se k�je �llh perÐptwsh

kai Z = X1 +X2.
Oi X1, X2 kai Z eÐnai tuqaÐec metablhtèc. Oi metablhtèc autèc paÐrnoun

tic akìloujec timèc sto 
.

! 2 
 X1(!) X2(!) Z(!)

HH 1 1 2
HT 1 0 1
TH 0 1 1
TT 0 0 0

H �-�lgebra pou par�getai apo thn X1 eÐnai h

�(X1) = f;;
; fHH;HTg; fTH; TTgg
H s-�lgebra pou par�getai apo thn Z eÐnai h

�(Z) = f;;
; fHHg; fTTg; fHT; THg
fHT; TH; TTg; fHH;TTg; fHH;HT; THgg

Oi �-�lgebrec autèc eÐnai mikrìterec apì thn F (h opoÐa apoteleÐtai apì 16
stoiqeÐa).

Par�deigma 1.2.7 'Estw h stajer  tuqaÐa sun�rthsh X0(!) = c gia k�je
! 2 
. H �-�lgebra pou par�getai apo thn sun�rthsh aut  eÐnai h tetrimènh
�lgebra f;;
g.
Par�deigma 1.2.8 'Ena �llo par�deigma tuqaÐac met�blhthc eÐnai h deÐktria
sun�rthsh enìc sunìlou

X2(!) = 1A(!) =

�
1; an ! 2 A
0; alli¸c

H �-�lgebra pou par�getai apo thn deÐktria sun�rthsh 1A eÐnai h f;;
; A;Acg.
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Par�deigma 1.2.9 Ac jewr soume thn tuqaÐa metablht 

X3(!) =

8<
:

c0; an ! 2 A0

c1; an ! 2 A1

c2; an ! 2 A2

ìpou A0 [ A1 [ A2 = 
 kai ta sÔnola aut� eÐnai ana dÔo xèna metaxÔ touc. H
�-�lgebra pou par�getai apo thn tuqaÐa aut  metablht  eÐnai h

f;;
; A0; A1; A2; A0 [ A1; A0 [ A2; A1 [ A2g:

MporoÔme na doÔme ìti h tuqaÐa metablht  X3 mporeÐ na grafeÐ san

X3(!) =

nX
i=1

ci1Ai(!)

ìpou n = 3. Tètoiec metablhtèc, oi opoÐec mporeÐ na grafoÔn san grammikìc
sunduasmìc deiktri¸n sunart sewn, apokaloÔntai aplèc.

1.2.5 Stoqastikèc diadikasÐec

Ja orÐsoume t¸ra thn ènnoia thc stoqastik c diadikasÐac.

Orismìc 1.2.4 MÐa stoqastik  diadikasÐa eÐnai mÐa parametrismènh sul-
log  tuqaÐwn metablht¸n fXtgt2T oi opoÐec orÐzontai se èna q¸ro pijanot twn
(
;F ; P ) kai paÐrnoun timèc sto Rd .

MÐa stoqastik  diadikasÐa èqei loipìn dÔo �metablhtèc�, thn t kai thn !.

� Gia k�je t 2 T (to opoÐo jewroÔme dedomèno kai stajerì) èqoume mÐa
tuqaÐa metablht 

! ! Xt(!);! 2 


� Jewr¸ntac stajerì ! 2 
 jewroÔme thn sun�rthsh

t! Xt(!); t 2 T

h opoÐa onom�zetai troqi� (path) thc Xt.

Diaisjhtik  antimet¸pish:
'Enac trìpoc na katano soume diaisjhtik� thn ènnoia thc stoqastik c diadika-
sÐac eÐnai na jewr soume mÐa sullog  swmatidÐwn ta opoÐa ta parakoloujoÔme
ston qrìno. MporoÔme na jewr soume ìti to t eÐnai �qrìnoc�, o opoÐoc mporeÐ
na eÐnai eÐte suneq c eÐte diakritìc, kai to ! antistoiqeÐ se èna sugkekrimè-
no �swmatÐdio�   peÐrama. MÐa sugkekrimènh epilog  tou ! ja onom�zetai mÐa
pragmatopoÐhsh thc stoqastik c diadikasÐac. Tìte Xt(!) eÐnai h jèsh tou
swmatidÐou ! thn qronik  stigm  t   isodÔnama to apotèlesma tou peir�matoc
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! thn qronik  stigm  aut . MporoÔme na tautÐsoume to k�je ! me thn sun�r-
thsh t ! Xt(!) pou apeikonÐzei T ! R

d . Tìte h �-�lgebra F ja perièqei thn
�-�lgebra B pou par�getai apo sÔnola thc morf c

f!;!(t1) 2 F1; :::;!(tk) 2 Fkg Fi 2 RdsÔnola Borel :

To parap�nw sqìlio mac odhgeÐ sthn parak�tw eikìna:
MÐa stoqastik  diadikasÐa mporeÐ jewrhjeÐ san èna mètro pijanìthtac P se

ènan kat�llhla orismèno q¸ro mètrou dhlad 

STOQASTIKH DIADIKASIA () METRO PIJANOTHTAS

Ac doÔme t¸ra merik� paradeÐgmata stoqastik¸n diadikasi¸n.

Par�deigma 1.2.10 'Ena par�deigma stoqastik c diadikasÐac me diakritì sÔ-
nolo deikt¸n T (diakritì qrìno) eÐnai to akìloujo. Ac jewr soume ìti rÐqnoume
diadoqik� èna nìmisma kai !i ac eÐnai to apotèlesma thc i rÐyhc. An jewr soume
tic tuqaÐec metablhtèc Xi oi opoÐec paÐrnoun tic timèc

Xi(!) =

�
1; an !i = H
�1; an !i = T

H tim  thc Xi mporeÐ na jewrhjeÐ san to kèrdoc enìc paÐkth, kat� thn i rÐyh an
pont�rei 1 draqm  sto an èrjei kor¸na   gr�mmata. H paramètrismènh sullog 
tuqaÐwn metablht¸n fXig, i 2 N eÐnai mÐa stoqastik  diadikasÐa se diakritì
qrìno. H tim  thc eÐnai ta kèrdh tou paÐkth kat� thn di�rkeia tou paignidioÔ.

Par�deigma 1.2.11 San èna deÔtero par�deigma stoqastik c diadikasÐac se
suneq  qrìno mporoÔme na jewr soume ìti t 2 R+ kai gia k�je t orÐzoume mÐa
tuqaÐa metablht  Xt h opoÐa èqei thn katanom  pijanìthtac

P (Xt � x) =
1p
2�t

Z x

�1
exp

�
�y

2

2t

�
dy

Sunep¸c, h Xt eÐnai mia stoqastik  diadikasÐa kai mporoÔme na jewr soume ìti
gia k�je t 2 R h Xt eÐnai mÐa kanonik� katanemhmènh tuqaÐa metablht  me
mèso 0 kai diaspor� t.

Oi parak�tw orismoÐ ja qreiastoÔn sta epìmena.

Orismìc 1.2.5 Ja lème ìti mÐa idiìthta isqÔei sqedìn bèbaia (�:�) an den
isqÔei mìno se èna sÔnolo mètrou 0.

Pollèc forèc to mètro P den eÐnai aparaÐthta mètro pijanìthtac lème ìti h
idiìthta isqÔei sqedon pantoÔ an isqÔei o parap�nw orismìc.

Par�deigma 1.2.12 Gia par�deigma X � Y , �:� (wc proc to mètro P ) an
P (fX > Y g) = 0.
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Orismìc 1.2.6 MÐa stoqastik  diadikasÐa Xt se suneq  qrìno, onom�zetai
dexi� suneq c an Xt = Xt+ ìpou Xt+ = lim�!0Xt+�

Orismìc 1.2.7 H stoqastik  diadikasÐa At onom�zetai aÔxousa an gia sqe-
dìn ìla ta ! 2 
 h At(!) eÐnai mÐa mh arnhtik , mh fjÐnousa dexi� suneq c
sun�rthsh sto t � 0.

Orismìc 1.2.8 H stoqastik  diadikasÐa Yt onom�zetai mÐa ekdoq  (version)
  mÐa tropopoÐhsh (modi�cation) thc stoqastik c diadikasÐac Xt an gia
k�je t � 0 isqÔei Xt = Yt �:� dhlad  P (! : Xt(!) = Yt(!)) = 1.

Sta parak�tw ja jewroÔme ìti up�rqei mÐa dexi� suneq c ekdoq  gia k�je
stoqastik  diadikasÐa pou mac endiafèrei.

1.3 AnexarthsÐa

H ènnoia thc anexarthsÐac eÐnai mÐa ènnoia polÔ meg�lhc shmasÐac sthn jew-
rÐa pijanot twn. Ja xekin soume orÐzontac thn ènnoia thc anexarthsÐac gia
gegonìta, katìpin ja suneqÐsoume orÐzontac thn ènnoia thc anexarthsÐac gia
sullogèc gegonìtwn dhlad  gia �-�lgebrec kai tèloc ja orÐzoume thn ènnoia
thc anexarthsÐac gia tuqaÐec metablhtèc.

1.3.1 Anex�rthta gegonìta

'Opwc jumìmaste apo thn basik  jewrÐa pijanot twn

Orismìc 1.3.1 DÔo gegonìta A kai B lègontai anex�rthta an P (A \ B) =
P (A)P (B).

Qrhsimopoi¸ntac thn diaÐsjhsh mac, lème ìti dÔo gegonìta eÐnai anex�rthta an
to èna den ephre�zei to �llo.

Par�deigma 1.3.1 'Estw ìti ekteloÔme èna peÐrama kat� to opoÐo rÐqnoume dÔo
tÐmia nomÐsmata. Ac onom�soume A to gegonìc sto opoÐo to pr¸to nìmisma fèrnei
gr�mmata kai B to gegonìc sto opoÐo to deÔtero nìmisma fèrnei gr�mmata. EÐnai
profanèc ìti ta dÔo aut� gegonìta eÐnai anex�rthta, afoÔ to ti fèrnei to èna
nìmisma den ephre�zei to ti ja fèrei to �llo. PolÔ eÔkola mporoÔme na doÔme
pwc P (A \ B) = P (A)P (B).

Par�deigma 1.3.2 An dÔo gegonìta A kai B eÐnai anex�rthta tìte kai ta
gegonìta Ac kai Bc eÐnai epÐshc anex�rthta.
Pr�gmati,

P (Ac \ Bc) = P ((A [B)c) = 1� P (A [ B)
= 1� P (A) � P (B) + P (A \ B)
= 1� P (A) � P (B) + P (A)P (B) = (1� P (A))(1� P (B))

= P (Ac)P (Bc)
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H ènnoia thc anexarthsÐac mporeÐ na oristeÐ kai gia perissìtera twn dÔo
gegonìtwn.

Orismìc 1.3.2 MÐa pijanìn �peirh sullog  gegonìtwn (An)n2I eÐnai mÐa ane-
x�rthth sullog  an gia k�je peperasmèno uposÔnolo J tou I isqÔei

P (
\
n2J

An) =
Y
n2J

P (An)

Apì ton orismì faÐnetai ìti den eÐnai arketì gia thn anexarthsÐa perissotè-
rwn twn dÔo gegonìtwn na èqoume anexarthsÐa ana dÔo gia k�je zeÔgoc. Autì
mporeÐ na faneÐ kai apì to parak�tw par�deigma.

Par�deigma 1.3.3 'Ena par�deigma gegonìtwn pou eÐnai an� dÔo anex�rth-
ta all� ìqi anex�rthta eÐnai to akìloujo. Ac jewr soume to sÔnolo 
 =
f!1; !2; !3; !4g kai ac jewr soume ìti P (!i) =

1
4 , i = 1; 2; 3; 4. Tìte ta sÔ-

nola A = f!1; !2g, B = f!1; !3g kai C = f!2; !3g eÐnai ana dÔo anex�rthta
afoÔ P (A\B) = P (A)P (B), P (A\C) = P (A)P (C) kai P (B\C) = P (B)P (C),
all� ìqi anex�rthta efìson P (A \ B \ C) = P (;) = 0 6= P (A)P (B)P (C) = 1

8 .

1.3.2 Anex�rthtec �-�lgebrec

Ac jewr soume mÐa �-�lgebra F ep�nw se èna sÔnolo 
.

Orismìc 1.3.3 Oi �-upo�lgebrec Fi, i 2 I thc F onom�zontai anex�rthtec
an gia k�je uposÔnolo J tou I kai k�je sÔnolo Ai 2 Fi èqoume

P (
\
n2J

An) =
Y
n2J

P (An)

1.3.3 Anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc

Me b�sh ton orismì twn anexart twn algebr¸n mporoÔme na orÐsoume thn èn-
noia twn anexart twn tuqaÐwn metablht¸n.

Orismìc 1.3.4 Oi tuqaÐec metablhtècXi, i 2 I onom�zontai anex�rthtec tu-
qaÐec metablhtèc an oi �-�lgebrec pou par�gontai apì tic tuqaÐec metablhtèc
(bl. orismì 1.2.3) eÐnai anex�rthtec.

Par�deigma 1.3.4 Ac jewr soume thn rÐyh dÔo nomism�twn kai ac onom�sou-
me X1 thn tuqaÐa metablht 

X1 =

�
1; to pr¸to nìmisma fèrnei kor¸na
0; diaforetik�

kai X2 thn tuqaÐa metablht 

X2 =

�
1; to deÔtero nìmisma fèrnei kor¸na
0; diaforetik�

Oi tuqaÐec metablhtèc X1 kai X2 eÐnai anex�rthtec.

Sto parap�nw par�deigma, an h X2 exart¸tan kai apì to apotèlesma thc
pr¸thc rÐyhc, oi X1 kai X2 den ja  tan anex�rthtec.
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1.3.4 To ginìmeno mètro (product measure)

EÐnai polÔ shmantikì sthn sÔntomh aut  parousÐash thc ènnoiac thc anexar-
thsÐac na k�noume mÐa suz thsh gia thn katanom  pou akoloujoÔn anex�rth-
tec tuqaÐec metablhtèc. Pio sugkekrimèna ac jewr soume tuqaÐec metablhtèc
Xi 2 R, i = 1; :::; d, oi opoÐec eÐnai anex�rthtec metaxÔ touc kai pou h k�je mÐa
apo autèc ep�gei to mètro pijanìthtac �Xi . Kataskeu�zoume thn tuqaÐa meta-
blht  X = (X1; :::; Xd) 2 Rd . Poiì ja eÐnai to mètro pijanìthtac pou ep�gei
ston Rd h tuqaÐa metablht  X ?

Gia na apant soume thn er¸thsh aut  ja prèpei na orÐsoume thn ènnoia tou
ginìmenou mètrou (product measure).

Orismìc 1.3.5 An jewr soume touc q¸rouc mètrou (
i;Fi; �i), i = 1; ::; d,
mporoume na orÐsoume to ginomeno mètro (product measure) �1 
 :::
 �d
sÔmfwna me ton tÔpo

(�1 
 :::
 �d)(A1 � :::�Ad) = �1(A1):::�d(Ad)

ìpou Ai 2 Fi kai me A1 � ::: � Ad sumbolÐzoume to kartesianì ginìmeno twn
sunìlwn Ai.
To ginìmeno mètro orÐzetai ep�nw sth ginìmenh s-�lgebra

N
iFi h opoÐa eÐnai

h mikrìterh s-�lgebra pou par�getai apì ìla ta sÔnola thc morf c A1� :::�Ak,
k = 1; :::; d ìpou me to ginìmeno ennooÔme ed¸ to kartesianì ginìmeno.

H Ôparxh kai monadikìthta tou ginìmenou mètrou mporeÐ na apodeiqjeÐ au-
sthr�, all� gia thn apìdeixh parapèmpoume se èna opoiod pote egqeirÐdio je-
wrÐac mètrou   jewrÐac pijanot twn (bl. pq. [15]). EpÐshc, o orismìc tou
ginìmenou mètrou mporeÐ na genikeujeÐ kai sthn perÐptwsh pou to d = 1. H
perÐptwsh aut  eÐnai idiaÐtera qr simh, eidik� ìtan melet�me thn asumptwtik 
sumperifor� ston qrìno, tuqaÐwn peiram�twn p.q. �peirec rÐyeic anex�rthtwn
nomism�twn klp.

To ginìmeno mètro eÐnai to mètro pou antistoiqeÐ se sullogèc anexart twn
tuqaÐwn metablht¸n. 'Eqoume loipìn to parak�tw je¸rhma.

Je¸rhma 1.3.1 'Estw Xi 2 Rd tuqaÐec metablhtèc pou ep�goun ta mètra pi-
janìthtac �Xi , i = 1; :::; d. Oi Xi eÐnai anex�rthtec an kai mìno an h tuqaÐa
metablht  X = (X1; :::; Xd) 2 Rd ep�gei to mètro (dhlad  èqei katanom )
�X = �X1 
 :::
 �Xd

.

Apìdeixh: Lìgw thc anexarthsÐac to parap�nw isqÔei gia sÔnola thc morf c
B = B1 � ::: � Bd. Gia thn genÐkeush se opoiod pote stoiqeÐo thc ginìmenhc
s-�lgebrac apaiteÐtai h qr sh tou jewr matoc monìtonhc kl�shc (monotone
class theorem) kai paraleÐpetai. Gia thn apìdeixh parapèmpoume sto [15]. 2

Par�deigma 1.3.5 'Estw X1; :::; Xd anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc. Tìte
gia thn apì koinoÔ sun�rthsh katanom c touc F (x1; :::; xd) isqÔei

F (x1; :::; xd) = P (X1 � x1; :::; Xd � xd) = FX1 (x1):::FXd
(xd)

ìpou FXi (xi) = P (Xi � xi) eÐnai h sun�rthsh katanom c thc Xi, i = 1; :::; d.
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1.4 Mèsh tim 

Ja asqolhjoÔme t¸ra me thn ènnoia thc mèshc tim c, ton orismì thc kai tic
basikèc thc idiìthtec.

1.4.1 Orismìc thc mèshc tim c

Orismìc 1.4.1 H mèsh tim  mi�c tuqaÐac metablht c X ,   opoiasd pote
sun�rthshc thc orÐzetai wc

E[X ] :=

Z



X(!)dP (!) :=

Z
Rd

xd�X (x) :=

Z
Rd

x�X (dx)

E[g(X)] :=

Z



g(X(!))dP (!) :=

Z
Rd

g(x)d�X (x) :=

Z
Rd

g(x)�X (dx)

Orismènec forèc mac endiafèrei h mèsh tim  mÐac tuqaÐac metablht c ep�nw
se èna uposÔnolo A tou sunìlou twn gegonìtwn. Autì to sumbolÐzoume wc
E(X ;A) :=

R
A
XdP (!).

O parap�nw orismìc jèlei k�poia aitiolìghsh wc prìc to ti akrib¸c shmaÐnei
to olokl rwma ep�nw sto mètro P . H pl rhc aitiolìghsh mporeÐ na brejeÐ
se opoiod pote biblÐo ep�nw sthn jewrÐa pijanot twn (p.q. [13]   [37]). Ja
prospaj soume ìmwc ed¸ na skiagraf soume ta kuriìtera shmeÐa sqetik� me
thn mèsh tim  kai na d¸soume mÐa diaisjhtik  idèa thc shmasÐac thc mèshc
tim c.

Ja xekin soume me to diaisjhtikì mèroc. MÐa tuqaÐa metablht X mporeÐ na
jewr soume ìti gia k�je pragmatopoÐhsh enìc tuqaÐou peir�matoc, thn opoÐa
sumbolÐzoume me !, paÐrnei mÐa tim  X(!). H mèsh tim  thc eÐnai to �jroisma
ìlwn twn tim¸n aut¸n, stajmismènec me thn pijanìthta emfanÐsewc thc k�je
pragmatopoÐhshc tou peir�matoc !. An to 
 eÐnai arijm simo tìte h mèsh tim 
ja eÐnai to �jroisma twn tim¸n pou ja paÐrnei h X se ìlec tic pijanèc ekb�seic
tou peir�matoc, X(!), stajmismènwn me thn pijanìthta thc emfanÐsewc tou
k�je !. Sunep¸c sthn perÐptwsh aut 

E[X ] =
X
!

X(!)P (!)

H mèsh tim  eÐnai kat� k�poio trìpo h �anamenìmenh� tim  gia thn tuqaÐa meta-
blht  X .

Gia ton majhmatikì orismì thc mèshc tim c gia mÐa opoiad pote tuqaÐa me-
tablht  ja prèpei na akolouj soume ta parak�tw b mata:

1. An h X eÐnai mÐa apl  tuqaÐa metablht  ston q¸ro pijanot twn (
;F ; P ),
dhlad  mÐa metablht  thc morf c

X =
nX
i=1

ci1Ai ; Ai \ Aj = �;
n[
i=1

Ai = 
;
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tìte h mèsh tim  thc X mporeÐ na oristeÐ san

E[X ] :=

nX
i=1

ciP (Ai)

Gia to parap�nw �jroisma qrhsimopoieÐtai o sumbolismìc

E[X ] :=

Z

X(!)P (d!) :=

Z



XdP

2. Gia na orÐsoume thn mèsh tim  gia genikìterec tuqaÐec metablhtèc ja
prèpei na basistoÔme sto gegonìc ìti k�je jetik  tuqaÐa metablht  mporeÐ
na proseggisteÐ apì mÐa akoloujÐa apl¸n metablht¸n Xn, h opoÐa eÐnai
monìtonh kai sugkekrimèna aÔxousa pou teÐnei proc to X kaj¸c n!1,
(Xn " X). H prosèggish aut  den eÐnai monadik . Gia par�deigma mÐa
pijan  prosèggish sthn X eÐnai h akoloujÐa Xn pou orÐzetai wc ex c

Xn(!) =

�
k2�n; an k2�n � X(!) < (k + 1)2�n kai 0 � k � n2n � 1
n; an X(!) � n

Me pio sumpag  morf  h prosèggish aut  mporeÐ na grafeÐ Xn(!) =
2�n[2n f(!)] ^ n, ìpou [�] eÐnai to akèraio mèroc. MporeÐ na deiqjeÐ ìti
Xn " X .

3. MporoÔme loipìn na p�roume thn mèsh tim  thc akoloujÐac metablht¸n
Xn pou eÐnai aplèc (opìte h mèsh tim  dÐnetai apì ton parap�nw orismì
gia aplèc metablhtèc). Autì odhgeÐ sthn akoloujÐa pragmatik¸n arijm¸n
E[Xn]. 'Opwc ja doÔme kai parak�tw (bl. Je¸rhma 1.6.2) mporoÔme na
deÐxoume pwc Xn(!)! X(!) kai E[Xn]! E[X ] kaj¸c n!1.

4. Mporoume t¸ra na orÐsoume th mèsh tim  gia mÐa opoiad pote jetik 
tuqaÐa metablht  san

E[X ] = sup
Z
E[Z]

ìpou paÐrnoume to sup ep�nw sto sÔnolo ìlwn twn apl¸n tuqaÐwn meta-
blht¸n Z gia tic opoÐec isqÔei Z � X .

5. Tèloc, gia na orÐsoume thn mèsh tim  gia mÐa opoiad pote tuqaÐa meta-
blht  X arkeÐ na parathr soume ìti X = X+ � X� ìpou X+ kai X�

eÐnai jetikèc tuqaÐec metablhtèc kai na orÐsoume

E[X ] = E[X+]�E[X�]

Sqìlio: Ta parap�nw b mata mporeÐ na aitiologhjoÔn austhr� me thn diatÔ-
pwsh katall lwn jewrhm�twn. K�ti tètoio to apofeÔgoume ed¸, all� parapè-
mpoume ton anagn¸sth eÐte se opoiod pote biblÐo jewrÐac mètrou kai olokl -
rwshc (p.q. [35]) eÐte se biblÐa sqetik� me tic pijanìthtec (p.q. [14]).
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Se merikèc peript¸seic h mèsh tim  mporeÐ na grafeÐ me aploÔsterh morf .
An h tuqaÐa metablht  X èqei sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac3 f(x) tìte h
mèsh tim  thc X mporeÐ na grafeÐ san to sÔnhjec olokl rwma Riemann

E[X ] =

Z 1

�1
xf(x)dx:

Kat� pl rh analogÐa, sthn perÐptwsh aut  h mèsh tim  opoiasd pote sun�rth-
shc thc X , mporeÐ na ekfrasteÐ wc

E[h(X)] =

Z 1

�1
h(x)f(x)dx:

PolÔ qr simoc se orismènec efarmogèc (pou sqetÐzontai kurÐwc me ton upo-
logismì thc mèshc tim c posot twn pou exart¸ntai apì anex�rthtec tuqaÐec
metablhtèc) eÐnai kai o upologismìc enìc oloklhr¸matoc ep�nw sto ginìmeno
mètro dÔo   perissotèrwn mètrwn san pollapl�   epanalambanìmena oloklhr¸-
mata ep�nw sta epimèrouc mètra. O trìpoc na gÐnei autì dÐnetai sto parak�tw
je¸rhma pou eÐnai ousiastik� genÐkeush tou jewr matoc tou Fubini, pou è-
qoume sunant sei sqetik� me ta pollapl� oloklhr¸mata ston oloklhrwtikì
logismì, kai pou paratÐjetai ed¸ qwrÐc apìdeixh.

Je¸rhma 1.4.1 (Tonelli-Fubini) 'Estw �1 kai �2 dÔo mètra stouc q¸rouc
(
1;F1) kai (
2;F2) antÐstoiqa. Gia k�je sun�rthsh � pou eÐnai F1 
 F2

-metr simh kai pou eÐnai oloklhr¸simh wc proc to ginìmeno mètro �1 
 �2
isqÔei Z

�(x1; x2)d(�1 
 �2) =

Z �Z
�(x1; x2)�1(dx1)

�
�2(dx2)

=

Z �Z
�(x1; x2)�2(dx2)

�
�1(dx1)

H genÐkeush se ginìmena me perissìtera twn dÔo mètrwn eÐnai eunìhth.

Apìdeixh: ParaleÐpetai. Parapèmpoume ston [14]. 2

Ja d¸soume t¸ra merik� paradeÐgmata, kai sthn epìmenh par�grafo ja a-
naferjoÔme stic idiìthtec thc mèshc tim c.

Par�deigma 1.4.1 An X = 1A tìte E[X ] = E[1A] = P (A).

3Autì isodÔnama mporeÐ na ekfrasteÐ ìti to mètro �X èqei mÐa par�gwgo me thn ènnoia
thc parag¸gou Radon-Nikodym. Sto jèma thc parag¸gou Radon-Nikodym ja epanèljoume
argìtera.
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Par�deigma 1.4.2 An X(!) eÐnai to kèrdoc apì to tuqerì paignÐdi kat� to o-
poÐo pont�roume 1 draqm  sthn èkbash enìc tÐmiou nomÐsmatoc. Tìte E[X ] = 0.
MporoÔme na upologÐsoume epÐshc opoiad pote sun�rthsh tou X . Gia par�deig-
ma

E[exp(�X)] =
1

2
exp(�) +

1

2
exp(��) = cosh(�)

Par�deigma 1.4.3 'Estw X mÐa tuqaÐa metablht  pou akoloujeÐ thn katano-
m  Poisson me par�metro �, dhlad  X : 
! N kai

P (X = j) =
�j

j!
e��

Tìte

E[X ] =

1X
j=0

jP (X = j) =

1X
j=0

j
�j

j!
e��

= �

1X
j=1

�j�1

(j � 1)!
e�� = �e�e�� = �

Par�deigma 1.4.4 'Estw X mÐa mh arnhtik  tuqaÐa metablht  pou akoloujeÐ
thn ekjetik  katanom  me par�metro �, dhlad  P (X � x) =

R x
0 �e

��ydy. Tìte
h mèsh tim  thc tuqaÐac metablht c h(X) ìpou h opoiad pote mh arnhtik 
sun�rthsh eÐnai Ðsh me to olokl rwma

E[h(X)] =

Z 1

0

h(x)�e��xdx

efìson bèbaia autì sugklÐnei.

Par�deigma 1.4.5 'Estw X tuqaÐa metablht  pou akoloujeÐ thn kanonik 
katanom  N(0; 1) dhlad 

P (X � x) =

Z 1

�1

1p
2�
e�

y2

2 dy

H mèsh tim  opoiasd pote sun�rthshc h(X) thc tuqaÐac metablht c X eÐnai
Ðsh me

E[h(X)] =
1p
2�

Z 1

�1
h(x)e�

x2

2 dx

Lìgw summetrÐac mporoÔme polÔ eÔkola na doÔme ìti E[Xn] = 0 gia n perittì
akèraio.

Par�deigma 1.4.6 H mèsh tim  k�tw apì allag  mètrou Ston orismì
thc mèshc tim c mÐac tuqaÐac metablht c X qrhsimopoieÐtai k�poio mètro pija-
nìthtac to opoÐo sqetÐzetai me thn tuqaÐa metablht  (ston orismì jewr same
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ìti to mètro pou qrhsimopoieÐtai eÐnai to mètro pou ep�gei h X . Pollèc forèc,
eidik� sthn qrhmatooikonomik , mporeÐ na jewr soume ìti krat�me stajerèc tic
timèc mÐac tuqaÐac metablht c (  genikìtera mÐac stoqastik c diadikasÐac) kai
metab�lloume to mètro k�tw apì to opoÐo oi timèc autèc emfanÐzontai. Ja doÔme
t¸ra pwc all�zei h èkfrash gia thn mèsh tim  mÐac sun�rthshc f thc tuqaÐac
metablht c X ìtan all�zei to mètro k�tw apì to opoÐo thn upologÐzoume.

Ac jewr soume thn tuqaÐa metablht  X kai ac p�roume thn mèsh tim  thc
pr¸ta k�tw apì to mètro P kai met� k�tw apì to k�poio �llo mètro Q. Ac
upojèsoume arqik� gia aplìthta ìti to sÔnolo 
 eÐnai arijm simo. 'Eqoume ìti

EP [f(X)] =
X
!

P (!)f(X(!)) =
X
!

Q(!)
P (!)

Q(!)
f(X(!)) = EQ

�
P (!)

Q(!)
f(X(!))

�

H posìthta L(!) = P (!)
Q(!) eÐnai h posìthta me thn opoÐa prèpei na pollaplasi�-

soume thn sun�rthsh f(X) gia gÐnei o upologismìc thc mèshc tim c sto nèo
mètro Q. H posìthta aut , ìpwc ja doÔme kai sta epìmena, paÐzei idiaÐtera
shmantikì rìlo sta qrhmatooikonomik� majhmatik� kai onom�zetai puknìthta
thc tim c kat�stashc (state price density).

Sthn perÐptwsh pou to sÔnolo 
 den eÐnai arijm simo, mporoÔme kai p�li na
gr�youme mÐa parìmoia sqèsh all� to L t¸ra paÐrnei mÐa diaforetik  morf ,
L(!) = dP

dQ (!). H ènnoia thc parag ģou twn dÔo mètrwn (par�gwgoc Radon-

Nikodym) ja oristeÐ sta epìmena.

Par�deigma 1.4.7 'Estw X � 0 tuqaÐa metablht . IsqÔei ìti

E[Xp] = p

Z 1

0

P (X > x)xp�1dx = p

Z 1

0

P (X � x)xp�1dx; p > 0

arkeÐ bèbaia na orÐzetai h posìthta E[Xp].

Ja apodeÐxoume ton èna apì touc isqÔrismouc autoÔc kai af noume ton �llo
ston anagn¸sth. MporoÔme na doÔme pwc isqÔei ìti

xp =

Z xp

0

ds =

Z 1

0

1fx
p > sgds:

Jètontac x = X kai paÐrnontac thn mèsh tim  èqoume ìti

E[Xp] = E

�Z 1

0

1fXp>sgds
�
= E

�Z 1

0

1fX>s1=pgds
�

= pE

�Z 1

0

1fX>xgxp�1dx
�
= p

Z 1

0

P (X > x)xp�1dx

ìpou sto teleutaÐo b ma antikatast same thn mèsh tim  me to Ðso thc san to
olokl rwma ep�nw sto mètro P kai qrhsimopoi same to je¸rhma Fubini gia ta
pollapl� oloklhr¸mata.



26 KEF�ALAIO 1. BASIK�ES MAJHMATIK�ES �ENNOIES

1.4.2 Idiìthtec thc mèshc tim c

Sthn par�grafo aut  ja asqolhjoÔme me orismènec basikèc idiìthtec thc mèshc
tim c pou eÐnai aparaÐthtec gia ta epìmena.

Je¸rhma 1.4.2 H mèsh tim  èqei tic parak�tw shmantikèc idiìthtec

(i) H mèsh tim  eÐnai grammikìc telest c dhlad  an X kai Y eÐnai tuqaÐec
metablhtèc kai c1 kai c2 stajerèc tìte

E[c1X + c2Y ] = c1E[X ] + c2E[Y ]

(ii) An X � Y , �:�: tìte E[X ] � E[Y ].

(iii) An X = c, �:�: ìpou c stajer�, tìte E[X ] = c.

(iv) An X � 0 tìte E[X ] :=
R
X dP = 0 an kai mìno an X = 0 sqedìn pantoÔ

(wc proc to mètro P ).

Apìdeixh: H apìdeixh eÐnai polÔ apl  kai af netai san �skhsh. Gia thn apì-
deixh tou (iv) qrei�zetai to je¸rhma monìtonhc sÔgklishc (bl. Je¸rhma 1.6.2).
H apìdeixh tou (iv) ja dojeÐ san par�deigma argìtera (bl. Par�deigma 1.6.1).
2

Ja suneqÐsoume anafèrontac tèssereic shmantikèc anisìthtec pou isqÔoun gia
thn mèsh tim :

Je¸rhma 1.4.3 (H anisìthta Chebychev ) 'Estw X tuqaÐa metablht .
IsqÔei h akìloujh anisìthta

P (j X(!) j� a) � E[X2]

a2

Apìdeixh: IsqÔei h anisìthta a21fjXj�ag � X2. Pr�gmati, an to ! eÐnai tètoio
¸ste j X j< a tìte h parap�nw sqèsh gÐnetai 0 � X2 h opoÐa isqÔei p�ntote.
An t¸ra ! eÐnai tètoio ¸ste j X j� a tìte h parap�nw sqèsh isqÔei epÐshc.
MporoÔme t¸ra na p�roume thn mèsh tim  sthn parap�nw anisìthta opìte

E[a21fjXj�ag] � E[X2]

apì thn opoÐa prokÔptei to zhtoÔmeno. 2

EpÐshc polÔ shmantik  eÐnai h anisìthta tou Jensen

Je¸rhma 1.4.4 (Anisìthta tou Jensen )
'Estw g : G ! R mÐa kurt  sun�rthsh 4 se èna anoiktì uposÔnolo G tou R

kai X mÐa tuqaÐa metablht  tètoia ¸ste E[j X j] < 1, P (X 2 G) = 1 kai
E[j g(X) j] <1. Tìte

E[g(X)] � g(E[X ])

4MÐa kurt  sun�rthsh eÐnai mÐa sun�rthsh gia thn opoÐa isqÔei g(px+(1�p)y) � pg(x)+
(1� p)g(y), 0 � p � 1
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Apìdeixh: ParaleÐpetai (bl. p.q. [15]). 2

ParadeÐgmata kurt¸n sunart sewn eÐnai oi j x j, x2, eax.

Tèloc ja qrhsimopoi soume suqn� thn parak�tw anisìthta:

Je¸rhma 1.4.5 (H anisìthta H�older)
'Estw X , Y tuqaÐec metablhtèc. IsqÔei ìti

fE[j XY jr]g1=r � fE[j X jp]g1=pfE[j Y jqg1=q

ìpou p; q; r > 0 kai p�1 + q�1 = r�1, arkeÐ fusik� oi parap�nw posìthtec na
orÐzontai. Sthn eidik  perÐptwsh ìpou r = 1; p = q = 2 paÐrnoume thn anisìthta
Cauchy-Schwartz.

Apìdeixh: Ja apodeÐxoume thn eidik  perÐptwsh r = 1; p = q = 2 kai af noume
thn genik  perÐptwsh san �skhsh. Gia opoiod pote � 2 R èqoume

0 � E[(�X + Y )2] = �2E[X2] + 2�E[XY ] +E[Y 2]

Jewr¸ntac thn parap�nw par�stash san èna tri¸numo sto � kai qrhsimopoi¸-
ntac tic idiìthtec gia to prìshmo tou triwnÔmou katal goume sto ìti

E[XY ]2 �E[X2]E[Y 2] � 0

pou eÐnai kai to zhtoÔmeno. 2

Je¸rhma 1.4.6 (Anisìthta Minkowski) 'Estw X , Y dÔo tuqaÐec metablh-

tèc tètoiec ¸ste fE[j X jp]g 1
p ; fE[j Y jp]g 1

p <1, p > 1. IsqÔei ìti

fE[j X + Y jp]g 1
p � fE[j X jp]g 1

p + fE[j Y jp]g 1
p

Apìdeixh: ArkeÐ na gr�youme

j X + Y jp=j X + Y j j X + Y jp�1� (j X j + j Y j) j X + Y jp�1

na p�roume thn mèsh tim  kai na efarmìsoume thn anisìthta tou H�older.2

Sqìlio: To sÔnolo ìlwn twn tuqaÐwn metablht¸n X gia tic opoÐec isqÔei
fE[j X jp]g1=p < 1 apoteleÐ ènan q¸ro pou onom�zetai o q¸roc Lp(P )   gia
suntomÐa o q¸roc Lp. O q¸roc autìc mporeÐ na apodeiqjeÐ ìti eÐnai pl rhc5

gia p > 0. H posìthta jj : jjp� fE[j : jp]g1=p mporeÐ na apodeiqjeÐ ìti apoteleÐ
mÐa nìrma gia ton q¸ro Lp. Sthn eidik  perÐptwsh ìpou p = 2 dhlad  sthn
perÐptwsh tou q¸rou L2 mporoÔme na deÐxoume ìti h nìrma par�getai apì èna
eswterikì ginìmeno, sunep¸c o L2 eÐnai ènac q¸roc Hilbert. An oi parap�nw
ènnoiec den eÐnai gnwstèc mÐa sÔntomh eisagwg  paratÐjetai sto par�rthma tou
kefalaÐou.

Ja kleÐsoume thn parousÐash twn idiot twn thc mèshc tim c me thn suz th-
sh thc sqèshc mèshc tim c kai anexarthsÐac. IsqÔei to parak�tw je¸rhma:

5Dhlad  sto q¸ro autì k�je akoloujÐa Cauchy sugklÐnei se èna stoiqeÐo tou Lp
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Je¸rhma 1.4.7 'Estw Xi, i = 1; :::; d anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc. Tìte

E[

dY
i=1

Xi] =

dY
i

E[Xi]

Apìdeixh: H apìdeixh qrhsimopoieÐ thn genÐkeush tou jewr matoc tou Fubini
gia pollapl� oloklhr¸mata, sthn perÐptwsh oloklhrwm�twn ep�nw se mètra
pijanot twn. Lìgw thc anexarthsÐac twn metablht¸n to mètro pijanìthtac
pou ep�gei (  alli¸c h katanom ) thc X = (X1; :::; Xd) eÐnai to ginìmeno mètro
�X = �1 
 :::
 �d ìpou �i eÐnai oi katanomèc twn Xi. To je¸rhma tou Fubini
exasfalÐzei ìti to olokl rwma ep�nw sto ginìmeno mètro up�rqei kai eÐnai Ðso
meZ
fd(�1 
 :::
 �d) =

Z
:::

�Z �Z
f(x1; :::; xd)�1(dx1)

�
�2(dx2)

�
:::�d(dxd)

Gia thn apìdeixh tou apotelèsmatoc autoÔ parapèmpoume sto [14]. Apì thn
parap�nw sqèsh, jètontac f(x1; :::; xd) = x1 � � � xd katal goume sto zhtoÔmeno
apotèlesma. 2

1.4.3 DiakÔmansh-SundiakÔmansh

MÐa shmantikh posìthta eÐnai kai h diakÔmansh (variance) mÐac tuqaÐac meta-
blht c. H diakÔmansh mac deÐqnei pìso kont� sthn mèsh tim  thc brÐskontai oi
timèc mÐac tuqaÐac metablht c X .

Orismìc 1.4.2 San diakÔmansh (variance,) V ar(X), thc tuqaÐac meta-
blht c X orÐzetai h posìthta

V ar(X) = E[(X �E[X ])2]

Gia parap�nw apì mÐa tuqaÐec metablhtèc mporoÔme na orÐsoume kai thn
sundiakÔmansh (covariance).

Orismìc 1.4.3 'Estw X kai Y dÔo tuqaÐec metablhtèc. San sundiakÔmansh
touc (covariance,) Cov(X;Y ), orÐzetai h posìthta

Cov(X;Y ) = E[(X �E[X ])(Y �E[Y ])]

Par�deigma 1.4.8 DiakÔmansh ajroÐsmatoc anex�rthtwn tuqaÐwn me-
tablht¸n
'Estw Xi, i = 1; :::; d anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc. Tìte

V ar(

dX
i=1

Xi) =

dX
i=1

V ar(Xi):

H apìdeixh tou isqurismoÔ autoÔ eÐnai apl  efarmog  tou orismoÔ kai tou jew-
r matoc 1.4.7 kai af netai san �skhsh.
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Par�deigma 1.4.9 SundiakÔmansh dÔo anex�rthtwn tuqaÐwn metablh-
t¸n
'Estw X kai Y dÔo anexarthtec tuqaÐec metablhtèc. Tìte, Cov(X;Y ) = 0.
H apìdeixh tou isqurismoÔ autoÔ eÐnai apl  efarmog  tou orismoÔ kai tou jew-
r matoc 1.4.7 kai af netai san �skhsh.

Par�deigma 1.4.10 Gia thn sundiakÔmansh dÔo tuqaÐwn metablht¸n X kai
Y isqÔei

j Cov(X;Y ) j� fV ar(X)V ar(Y )g1=2

H apìdeixh tou parap�nw isqurismoÔ eÐnai �mesh me thn qr sh thc anisìthtac
Cauchy-Schwartz.

1.5 Upì sunj kh mèsh tim 

H ènnoia thc upì sunj kh mèshc tim c (conditional expectation) eÐnai idiaÐtera
qr simh sthn stoqastik  an�lush.

1.5.1 Orismìc thc upì sunj kh mèshc tim c

JewroÔme ìti o anagn¸sthc èqei mÐa pr¸th epaf  me thn ènnoia thc upì sunj -
kh pijanìthtac kai thn ènnoia thc upì sunj kh mèshc tim c apì thn stoiqei¸dh
jewrÐa pijanot twn. H prosèggish mac sthn ènnoia aut  eÐnai na xekin soume
me mÐa sqetik� afhrhmènh prosèggish kai met� na d¸soume paradeÐgmata pwc
h afhrhmènh aut  ènnoia mporeÐ na susqetisteÐ me efarmogèc kai me proslam-
b�nousec parast�seic apì thn stoiqei¸dh jewrÐa twn pijanot twn.

Orismìc 1.5.1 'Estw ènac q¸roc pijanot twn (
;F0; P ), mÐa �-�lgebra F �
F0 kai mÐa tuqaÐa metablht  X 2 F0 (dhlad  F0 metr simh) gia thn opoÐa
isqÔei E[j X j] < 1. Tìte mporoÔme na orÐsoume thn tuqaÐa metablht  Y :=
E[X j F ] me tic idiìthtec
(i) Y 2 F
(ii)

R
A
XdP =

R
A
Y dP; 8 A 2 F . H tuqaÐa metablht  E[X j F ] onom�zetai

h upì sunj kh mèsh tim  thc tuqaÐac metablht c X wc proc thn
s-�lgebra F .

Apì ton parap�nw orismì mporoÔme na doÔme ìti h upì sunj kh mèsh tim  den
orÐzetai me monadikì trìpo all� p�ntote modulo sunìlwn mètrou 0.

Diaisjhtik� mporoÔme na jewr soume thn F san thn �plhroforÐa� thn opoÐa
èqoume sthn di�jesh mac. Sthn perÐptwsh aut  h upì sunj kh mèsh tim 
E[X j F ] eÐnai h kalÔterh ektÐmhsh (kat� thn ènnoia thc elaqistopoÐhshc
thc L2 nìrmac tou sf�lmatoc) thc tuqaÐac metablht c X dedomènhc thc plh-
roforÐac pou èqoume sthn di�jesh mac. MporeÐ na apodeiqjeÐ to akìloujo
je¸rhma
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Je¸rhma 1.5.1 'Estw X tuqaÐa metablht  gia thn opoÐa isqÔei E[X2] < 1
kai F mÐa s-�lgebra. H tuqaÐa metablht  Y = E[X j F ] eÐnai h kalÔterh
F�metr simh kat� el�qisto tetr�gwno ektim tria thc tuqaÐac metablht c X
dhlad  elaqistopoieÐ thn posìthta E[(X � Y )2].

Apìdeixh: H apìdeixh qrhsimopoieÐ tic idiìthtec tou q¸rou twn tuqaÐwn meta-
blht¸n X gia tic opoÐec isqÔei E[X2] < 1, o opoÐoc eÐnai ènac q¸roc Hilbert
pou ja sumbolÐsoume san L2, kai susqetÐzei thn upì sunj kh mèsh tim  Y
me thn probol  tou stoiqeÐou X se èna kat�llhlo upìqwro tou q¸rou L2. H
idiìthta pou isqurizìmaste akoloujeÐ apì tic idiìthtec twn probol¸n (bl. pa-
r�rthma tou kefalaÐou). Parapèmpoume sto [37] gia leptomèreiec. 2

Sqìlia

1. 'Estw F = O h tetrimènh �-�lgebra O = f�;
g. Tìte ìpwc mporeÐ
eÔkola na faneÐ apì ton orismì thc upì sunj kh mèshc tim c ìti isqÔei
E[X j O] = E[X ] dhlad  h mèsh tim  thc tuqaÐac metablht c X 6. Autì
èrqetai se sumfwnÐa me thn diaisjhtik  mac antimet¸pish tou jèmatoc thc
upì sunj kh mèshc tim c: Efìson h tetrimènh �lgebra O mac prosfèrei
to el�qisto posì plhroforÐac, tìte me thn upì sunj kh mèsh tim  k�poiac
metablht c ep�nw sthn �lgebra aut  apl� lamb�noume thn mèsh tim  thc
metablht c aut c.

2. 'Estw F = �(X), h �-�lgebra h opoÐa par�getai apì thn tuqaÐa metablht 
X . Sthn periptwsh aut  blèpoume ìti E[X j F ] = X . Autì eÐnai aplì
epakìloujo tou orismoÔ thc upì sunj kh mèshc tim c 7. Qrhsimopoi¸ntac
thn èrmhneÐa thc �-�lgebrac san plhroforÐa mporoÔme na ermhneÔsoume
thn F san thn mègisth plhroforÐa pou èqoume sthn di�jesh mac gia thn
tuqaÐa metablht  X , �ra qrhsimopoi¸ntac thn mègisth aut  plhroforÐa
mporoÔme na anakt soume mèsw thc upì sunj kh mèshc tim c ep�nw sthn
F , thn Ðdia thn tuqaÐa metablht .

3. 'Olec oi �llec epilogèc gia �-�lgebrec eÐnai k�pou metaxÔ twn dÔo para-
p�nw peript¸sewn se sqèsh me to perieqìmeno thc plhroforÐac pou dÐnoun
gia thn tuqaÐa metablht , mèsw thc upì sunj kh mèshc tim c.

1.5.2 Idiìthtec thc upì sunj kh mèshc tim c

H upì sunj kh mèsh tim  ikanopoieÐ tic sunhjismènec idiìthtec pou ikanopoieÐ
h mèsh tim  (p.q. thn grammikìthta, thn anisìthta tou Jensen k.a.) all� ektìc
apì autèc èqei kai merikèc shmantikèc epiprìsjetec idiìthtec. EÐnai kalì o
anagn¸sthc na exoikeiwjeÐ me tic idiìthtec autèc oi opoÐec eÐnai polÔ qr simec
gia to ulikì pou akoloujeÐ.

6Efìson h exÐswsh
R


XdP =

R


Y dP ikanopoieÐtai gia Y = E[X] kai afoÔ h exÐswsh

p�ntote isqÔei an h olokl rwsh gÐnetai ep�nw se èna sÔnolo mètrou 0.
7Efìson h tuqaÐa metablht  X eÐnai F-metr simh kai

R
A
XdP =

R
A
XdP gia k�je A 2 F
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Je¸rhma 1.5.2 Prìsjetec idiìthtec thc upì sunj kh mèshc tim c.

(i) E[E[X j F ]] = E[X ].
H idiìthta aut  merikèc forèc onom�zetai nìmoc thc olik c pijanìth-
tac.

(ii) An F1 � F2 tìte

(a) E[E[X j F1] j F2] = E[X j F1]

(b) E[E[X j F2] j F1] = E[X j F1]

  me �lla lìgia h mikrìterh �-�lgebra (  h mikrìterh plhroforÐa) p�ntote
uperisqÔei!

(iii) An A 2 G kai E j Y j<1 tìte

E[Y 1A j G] = 1AE[Y j G]

(iv) An X 2 G kai E[j Y j]; E[j XY j] <1 tìte

E[XY j G] = XE[Y j G]

  me �lla lìgia mporoÔme na bg�loume èxw apì thn upì sunj kh mèsh
tim  ìti eÐnai gnwstì!

(v) An X eÐnai mÐa tuqaÐa metablht  anex�rthth apì thn s-�lgebra F tìte

E[X j F ] = E[X ]

  me �lla lìgia, h plhroforÐa pou perièqetai sthn F lìgw thc anexarth-
sÐac, eÐnai �qrhsth gia thn kalÔterh prìbleyh thc X , opìte eÐnai to Ðdio
san na qrhsimopoi soume thn tetrimènh s-�lgebra O!

DÐnoume san par�deigma thn apìdeixh mÐac apì tic idiìthtec autèc kai af noume
tic upìloipec san ask seic.

Par�deigma 1.5.1 Ac apodeÐxoume thn idiìthta (ii)(b). An A 2 F1 tìteZ
A

E[X j F1]dP =

Z
A

XdP

Efìson F1 � F2 kai A 2 F1 tìte A 2 F2 kai èqoume ìtiZ
A

XdP =

Z
A

E[X j F2]dP

(A 2 F2; qrhsimopoioÔme thn t.m. X)Z
A

E[X j F2]dP =

Z
A

E[E[X j F2] j F1]dP

(A 2 F1 qrhsimopoioÔme thn t.m. Y = E[X j F2])
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Autì deÐqnei ìti Z
A

XdP =

Z
A

E[E[X j F2] j F1]dP

ètsi ¸ste

E[E[X j F2] j F1] = E[X j F1]

Par�deigma 1.5.2 Gia thn apìdeixh tou nìmou thc olik c pijanìthtac prèpei
na qrhsimopoi soume thn parap�nw idiìthta me thn epilog  F1 = O (thn tetri-
mènh �-�lgebra) kai F2 = F . Qrhsimopoi¸ntac thn idiìthta E[X j O] = E[X ]
kai thn (ii)(b) to zhtoÔmeno apotèlesma akoloujeÐ.

Ja kleÐsoume thn melèth thc upì sunj kh mèshc tim c me orismèna para-
deÐgmata pou diasafhnÐzoun ton upologismì thc kai pou deÐqnoun ìti ousiastik�
eÐnai exèlixh sunaf¸n ide¸n pou èqoume  dh sunant sei sthn stoiqei¸dh jewrÐa
twn pijanot twn.

Par�deigma 1.5.3 Ac jumhjoÔme ton tÔpo gia thn upì sunj kh pijanìthta

P (A j B) = P (A \B)
P (B)

ìpou to aristerì mèloc eÐnai h pijanìthta ìti to gegonìc A pragmatopoieÐtai de-
domènou ìti to gegonìc B sunèbei. Qrhsimopoi¸ntac thn orologÐa pou èqoume
eis�gei mèqri t¸ra mporoÔme na doÔme ìti an B 2 F tìte mporoÔme na orÐsoume
thn kl�sh twn gegonìtwn

B \ F = fA \ B : A 2 Fg := FB
h opoÐa eÐnai mÐa �-�lgebra. To mètro P � pou orÐzetai san

P �(A \ B) := P (A \ B)
P (B)

(1.1)

eÐnai èna mètro pijanìthtac ep�nw sthn FB opìte (B;FB ; P �) eÐnai ènac q¸roc
pijanot twn. EpÐshc, gia dedomèno A mporoÔme na orÐsoume to mètro PB san

PB(A) =
P (A \ B)
P (B)

= P (A j B)

ep�nw sthn F kai blèpoume ìti (
;F ; PB) eÐnai ènac q¸roc pijanot twn. To
mètro autì onom�zetai upì sunj kh mètro pijanìthtac.

Ac jewr soume t¸ra sÔnola gegonìtwn Bi tètoia ¸ste [iBi = 
. MporoÔme
na orÐsoume upì sunj kh mètra pijanot twn PBi = P (� j Bi) kai mporoÔme
eÔkola na apodeÐxoume ton tÔpo olik c pijanìthtac gia k�je gegonìc A 2 F

P (A) =
X
i

P (A j Bi)P (Bi)
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MporoÔme t¸ra na upologÐsoume thn mèsh tim  thc tuqaÐac metablht c X
ep�nw sta mètra PBi (mèsh tim  dedomènou ta Bi) h opoÐa eÐnai

EBi [X ] :=

Z
XdPBi =

1

P (Bi)

Z
Bi

XdP:

OrÐzoume t¸ra thn nèa tuqaÐa metablht 

X0(!) :=
X
i

EBi [X ]1Bi(!):

H tuqaÐa aut  metablht  eÐnai metr simh wc proc thn �-�lgebra pou par�getai
apì ta uposÔnola Bi, F0. Apì ton orismì autì akoloujeÐ ìtiZ

A

X0dP =

Z
A

XdP; 8A 2 F

Blèpoume loipìn ìti h tuqaÐa metablht  X0 eÐnai h upì sunj kh mèsh tim  thc
tuqaÐac metablht c X wc proc thn �-�lgebra F0 dhlad  X0 = E[X j F0].

Pollèc forèc mporeÐ na qreiasteÐ na upologÐsoume thn upo sunj kh mèsh
tim  k�poiac tuqaÐac metablht c Y dedomènhc thc tim c   twn tim¸n k�poiac
�llhc tuqaÐac metablht c X . Sthn perÐptwsh aut , ennooÔme apl� thn upì
sunj kh mèsh tim  thc Y wc proc thn s-�lgebra pou par�gei h X dhlad  wc
proc thn �(X). EpÐshc, pollèc forèc mporeÐ na qreiasteÐ na upologÐsoume
thn upì sunj kh mèsh tim  mÐac tuqaÐac metablht c wc proc k�poio gegonìc.
Autì eÐnai mÐa eidik  perÐptwsh twn parap�nw jewr¸ntac thn s-�lgebra pou
par�getai apì to gegonìc autì.

Par�deigma 1.5.4 'Estw X , Y diakritèc tuqaÐec metablhtèc pou paÐrnoun tic
timèc Xj kai Yk antÐstoiqa. Tìte

E[Y j X = xj ] =

1X
k=1

ykP [Y = yk j X = xj ]

kai an orÐsoume thn tuqaÐa metablht 

f(X) =

�
E[Y j X = x]; an P (X = x) > 0

opoiad pote tim ; an P (X = x) = 0

mporoÔme na apodeÐxoume ìti isqÔei

E[Y j X ] = f(X)

Par�deigma 1.5.5 'Estw X kai Y suneqeÐc tuqaÐec metablhtèc. Tìte

E[Y j X = x] :=

Z 1

�1
y f(y j x)dy
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ìpou

f(y j x) := f(y; x)

fX(x)

ìpou f(y; x) eÐnai h apo koinoÔ puknìthta pijanìthtac twn Y kai X kai fX(x)
h puknìthta pijanìthtac thc X . H E[Y j X ] eÐnai h tuqaÐa metablht  gia thn
opoÐa isqÔei E[Y j X ](!) = E[Y j X = x] an X(!) = x.

Par�deigma 1.5.6 An oi Xi eÐnai anex�rthtec, ìmoia katanemhmènec tuqaÐec
metablhtèc kai Sn =

Pn
i=1Xi UpologÐste thn upì sunj kh mèsh tim  E[Xj j

�(Sn)] := E[Xj j Sn] gia n � n. To par�deigma autì ofeÐletai ston [37].
Ac onom�soume �X ton koinì nìmo twnXi. Ac sumbolÐsoume me s to �jroisma

s = x1 + :::+ xn kai èstw B èna sÔnolo Borel. 'Eqoume ìti

E[X1; fSn 2 Bg] =

Z
s2B

:::

Z
x1�X (dx1):::�X(dxn)

lìgw summetrÐac

=

Z
s2B

:::

Z
xi�X(dx1):::�X (dxn)

= E[Xi; fSn 2 Bg]; i = 1; :::; n

An Y eÐnai h tuqaÐa metablht  Y = E[X1 j Sn] apì ton orismì thc upì sunj kh
mèshc tim c ja isqÔei

E[Y ; fSn 2 Bg] = E[X1; fSn 2 Bg]
Apì to parap�nw ìmwc blèpoume ìti

E[Y ; fSn 2 Bg] = E[Xi; fSn 2 Bg]; i = 1; :::; n

opìte kai

E[X1 j Sn] = ::: = E[Xn j Sn]
ìpou fusik� h isìthta isqÔei sqedìn bèbaia. AjroÐzontac tic parap�nw sqèseic
katal goume ìti

E[X1 j Sn] = ::: = E[Xn j Sn] = 1

n
E[X1 + :::+Xn j Sn] = 1

n
Sn

ìpou sthn teleutaÐa sqèsh katal xame epeid  to �jroisma Sn = X1 + :::+Xn

eÐnai �(Sn) -metr simo.

1.6 StoiqeÐa gia thn sÔgklish tuqaÐwn metablh-
t¸n

Gia thn plhrìthta tou parontoc kefalaÐou ja parajèsoume orismènec basikèc
ènnoiec kai idiìthtec apì thn jewrÐa thc sÔgklishc tuqaÐwn metablht¸n.
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Ja xekin soume me mÐa basik  idiìthta thc sÔgklishc twn mètrwn. To pa-
rak�tw je¸rhma exasfalÐzei ìti h sÔgklish gegonìtwn (sunìlwn) sunep�getai
kai sÔgklish twn mètrwn twn sunìlwn aut¸n.

Je¸rhma 1.6.1 'Estw (
;F ; P ) ènac q¸roc pijanot twn kai fFng 2 F mÐa
akoloujÐa uposunìlwn tou 
. An Fn " F tìte P (Fn) " P (F ).
Sqìlio O sumbolismìc Fn " F shmaÐnei ìti Fn � Fn+1 kai

S
n Fn = F . O

sumbolismìc P (Fn) " P (F ) shmaÐnei thn monìtonh sÔgklish thc akoloujÐac
fP (Fn)g 2 R ston pragmatikì arijmì P (F ). H monìtonh sÔgklish proupojètei
ìti P (Fn+1) � P (Fn).

Apìdeixh: H apìdeixh qrhsimopoieÐ tic idiìthtec tou mètrou. An orÐsoume
thn akoloujÐa G1 := F1, Gn := Fn n Fn�1, n � 2 tìte ta sÔnola Gn eÐnai xèna
metaxÔ touc kai

Fn = [ni=1Gi:

Apì tic idiìthtec tou mètrou

P (Fn) = P ([ni=1Gi) =

nX
i=1

P (Gi)

H akoloujÐa rn :=
Pn

i=1 P (Gi) sugklÐnei monìtona sto ìrio
P1

i=1 P (Gi) =
P (F ). 'Etsi apodeÐqjhke to zhtoÔmeno.2

Ja asqolhjoÔme t¸ra me tic di�forec ènnoiec sÔgklishc tuqaÐwn metablht¸n.

Orismìc 1.6.1 MÐa akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n Xn lème ìti sugklÐnei
sqedìn bèbaia se mÐa tuqaÐa metablht  X (sumbolÐzoume Xn ! X , �:�:)
an P (Xn ! X) = 1; dhlad  an � = f! : Xn(!)! Xg tìte P (�) = 1.

H sqedìn bèbaih sÔgklish den eÐnai to mìno eÐdoc sÔgklishc pou parousi�zei
endiafèron sthn melèth twn stoqastik¸n diadikasi¸n. 'Alloi pijanìn endiafè-
rontec trìpoi sÔgklishc eÐnai h sÔgklish kat� mèso tetr�gwno   sÔgklish
ston L2(meansquareconvergence;L2� convergence) kai h sÔgklish sto mèso  
sÔgklish ston L1 (convergence in mean, L1�convergence). Parajètoume ton
genikì orismì thc sÔgklÐshc ston Lp, pou mac dÐnei tic parap�nw ènnoiec stic
eidikèc peript¸seic ìpou p = 2 kai p = 1 antÐstoiqa.

Orismìc 1.6.2 H akoloujÐa tuqaÐwn metablhtwn Xn sugklÐnei sthn tuqaÐa
metablht  X ston Lp an limn!1E[j Xn �X jp] = 0. SumbolÐzoume

Xn
Lp! X:

MÐa qr simh ènnoia eÐnai kai h sÔgklish se pijanìthta

Orismìc 1.6.3 H akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n Xn sugklÐnei sthn tuqaÐa
metablht  X se pijanìthta an 8� > 0, Pf! :j Xn(!) � X(!) j> �g ! 0
kaj¸c n!1. SumbolÐzoume

Xn
P! X:
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Tèloc, qr simh eÐnai kai h ènnoia thc sÔgklishc se katanom .

Orismìc 1.6.4 H akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n Xn sugklÐnei sthn tuqaÐa
metablht  X se katanom  an gia k�je pragmatik , fragmènh kai suneq 
sun�rthsh g : Rd ! R isqÔei limn!1E[g(Xn)] = E[g(X)]. SumbolÐzoume

Xn
D! X:

MÐa sunaf c ènnoia eÐnai h ènnoia thc asjenoÔc sÔgklishc pou metafèrei thn
ènnoia thc sÔgklishc se katanom  gia k�poia akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n,se
mÐa akoloujÐa mètrwn pijanìthtac.

Orismìc 1.6.5 'Estw mÐa akoloujÐa mètrwn pijanìthtac �n ston Rd . Lème ìti
h �n sugklÐnei asjen¸c sto mètro pijanìthtac �, an kai mìno an

R
fd�n !R

fd� gia k�je fragmènh kai suneq  sun�rthsh f : Rd ! R. SumbolÐzoume

�n
w! �

Orismènoi tÔpoi sÔgklishc eÐnai pio isquroÐ apì �llouc me thn ènnoia ìti an mÐa
akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n sugklÐnei kat� k�poio orismèno tÔpo sÔgklishc
tìte exasfalÐzetai h sÔgklish thc kat� k�poio �llo tÔpo. Gia par�deigma, an
Xn eÐnai mia akoloujÐa jetik¸n tuqaÐwn metablht¸n kai gnwrÐzoume ìti Xn !
X ston L2 tìte mporoÔme na doÔme apì thn anisìthta Cauchy-Schwartz ìti ja
isqÔei epÐshc ìti Xn ! X ston L1   isodÔnama ìti E[Xn]! E[X ]. Antijètwc
an Xn ! X , (�:�:) tìte den eÐnai aparaÐthto ìti ja isqÔei kai Xn ! X ston
L1 dhlad  ìti ja isqÔei E[Xn]! E[X ].

Gia thn sÔgklish kat� mèsh tim  èqoume to akìloujo je¸rhma to opoÐo kai
anafèroume qwrÐc apìdeixh

Je¸rhma 1.6.2 'Estw Xn akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n tètoia ¸ste Xn !
X , �:�: ìpou X eÐnai mÐa tuqaÐa metablht . Tìte isqÔoun ta akìlouja:

(i) Monìtonh sÔgklish An 0 � Xn " X (to sÔmbolo " sumbolÐzei thn
monìtonh sÔgklish) tìte E[Xn] " E[X ] �1.

(ii) To l mma tou Fatou An Xn � 0 tìte E[X ] � lim inf E(Xn)

(iii) Kuriarqhmènh sÔgklish (Dominated convergence) An j Xn(!) j�
Y (!), 8n; ! ìpou E[Y ] < 1 tìte E[j Xn �X j] ! 0 ètsi ¸ste E[Xn] !
E[X ].

(iv) Fragmènh sÔgklish An gia k�je peperasmènh stajer� K, j Xn(!) j�
K, 8n; ! tìte E[j Xn �X j]! 0.

Apìdeixh: Oi apodeÐxeic mporeÐ na brejoÔn sta perissìtera biblÐa pou asqo-
loÔntai me thn jewrÐa mètrou kai thn olokl rwsh. Endeiktik� parapèmpoume
sto [37]. 2
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Par�deigma 1.6.1 Qrhsimopoi¸ntac to je¸rhma monìtonhc sÔgklishc deÐxte
ìti an X � 0 tìte E[X ] = 0 an kai mìno an X = 0 �:�: (sqedìn pantoÔ k�tw
apì to mètro P ).

Ja proseggÐsoume thn X apì mÐa akoloujÐa apl¸n tuqaÐwn metablht¸n Xn

tètoia ¸ste Xn " X . Lìgw tou ìti X � 0 ja isqÔei ìti Xn =
P

n cn1An ,
cn � n. MporoÔme na doÔme ìti afoÔ Xn " X , X = 0 �:�:, an kai mìno an
Xn = 0 �:�: gia k�je n to opoÐo sumbaÐnei an kai mìno an E[Xn] = 0. To
teleutaÐo prokÔptei apì ton orismì thc mèshc tim c gia mÐa apl  tuqaÐa meta-
blht . Apì to je¸rhma monìtonhc sÔgklishc èqoume ìti E[Xn] " E[X ] kai apì
thn monìtonh sÔgklish thc (pragmatik c akoloujÐac) E[Xn] katal goume ìti
E[X ] = 0 sunep�getai ìti E[Xn] = 0 �ra kai Xn = 0 �:�: gia k�je n opìte kai
X = 0 �:�:

Oi sqèseic metaxÔ twn diafìrwn tÔpwn sÔgklishc mporoÔn na sunoyistoÔn sta
parak�tw di�grammata:

SÔgklish ston Lp �! SÔgklish se pijanìthta �! SÔgklish se katanom 

SÔgklish �:� �! SÔgklish se pijanìthta

Sqìlio: H sÔgklish kat� pijanìthta den exasfalÐzei thn sqedìn bèbaih sÔ-
gklish, mporeÐ kaneÐc na kataskeu�sei paradeÐgmata akolouji¸n tuqaÐwn me-
tablht¸n pou sugklÐnoun kat� pijanìthta all� ìqi sqedìn bèbaia. MporeÐ
ìmwc na apodeiqjeÐ ìti an mÐa akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n sugklÐnei kat�
pijanìthta tìte up�rqei mÐa upakoloujÐa thc h opoÐa sugklÐnei sqedìn bèbaia.

Par�deigma 1.6.2 'Estw Xi, i = 1; :::; n anex�rthtec ìmoia katanemhmènec
tuqaÐec metablhtèc oi opoÐec akoloujoÔn thn kanonik  katanom  N(0; 1). Ac
orÐsoume Sn =

Pn
i=1Xi kai Yn = exp(aSn � b n). Gia p � 1 deÐxte ìti

Xn
Lp! 0 arkeÐ p <

2b

a2

ArkeÐ na deÐxoume ìti E[j Yn jp]! 0 gia n!1. Pr�gmati

E[j exp(aSn � b n) jp] = exp(�p b n)E[exp(p aSn)]

= exp(�p b n)E[
nY
i=1

exp(p aXi)] = exp(�p b n)
nY
i=1

E[exp(p aXi)]

= exp(�p b n)
nY
i=1

exp

�
a2p2

2

�
= exp

��
�p b+ a2b2

2

�
n

�

to opoÐo teÐnei sto 0 arkeÐ na isqÔei p < 2b
a2 .
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Ston upologismì qrhsimopoi same thn idiìthta ìti an h tuqaÐa metablht 
X akoloujeÐ thn kanonik  katanom  N(0; 1)

E[exp(�X)] =
1

2�t

Z 1

�1
exp(�x) exp

�
�x

2

2

�
dx = exp

�
��

2

2

�
Par�deigma 1.6.3 'Estw Xi, i = 1; :::; n anex�rthtec ìmoia katanemhmènec
tuqaÐec metablhtèc gia tic opoÐec isqÔei P (Xi = 1) = P (Xi = �1) = 1

2 . DeÐxte

ìti an Sn =
Pn

i=1Xi kai Vn = 1
n

Pn
i=1Xi, isqÔei ìti Vn

P! 0 kaj¸c n!1.

ArkeÐ na deÐxoume ìti P (j Vn j> �)! 0 kaj¸c n!1. Pr�gmati,

P (j Vn j> �) = P (j Sn j> n�) � E[S2n]

�2n2
=

1

�2n
! 0; kaj¸c n!1

Gia na katal goume sta parap�nw qrhsimopoi same thn anisìthta Chebychev
(bl. je¸rhma 1.4.3) gia thn tuqaÐa metablht  Sn kai to ìti E[S2n] = n (lìgw
thc anexarthsÐac twn Xi).

Sqetik� me thn sÔgklish prèpei na anafèroume èna qr simo apotèlesma, to
L mma Borel-Cantelli. To l mma autì mac dÐnei shmantik  plhroforÐa sqetik�
me thn asumptwtik  sumperifor� akolouji¸n gegonìtwn. Qreiazìmaste pr¸ta
ton akìloujo orismì.

Orismìc 1.6.6 'Estw An mia akoloujÐa gegonìtwn se èna q¸ro pijanot twn
(
;F ; P ). OrÐzoume

lim sup
n!1

An :=

1\
n=1

0
@ [
m�n

Am

1
A = f

1X
n=1

1An =1g

To lim supn!1 An eÐnai èna gegonìc to opoÐo èqei thn pijanojewrhtik  ermhneÐa
ftoAnsumbaÐnei apeÐrwc suqn�g. Pollèc forèc qrhsimopoieÐtai o sumbolismìc

lim sup
n

An = fAn; i:o:g

Je¸rhma 1.6.3 (L mma Borel-Cantelli) Ac jewr soume thn akoloujÐa ge-
gonìtwn An se èna q¸ro pijanot twn (
;F ; P ). IsqÔoun ta akìlouja:

(i) An
P1

n=1 P (An) <1, tìte P (An; i:o:) = 0

(ii) An P (An; i:o:) = 0 kai an ta An eÐnai anex�rthta gegonìta tìte,P1
n=1 P (An) <1.

Apìdeixh: ParaleÐpetai. Gia thn apìdeixh parapèmpoume sto [14]. 2

Sqìlio: MÐa enallaktik  morf  tou deÔterou skèlouc tou l mmatoc Borel-
Cantelli eÐnai h akìloujh: An An eÐnai mÐa akoloujÐa apì anex�rthta gegonìta
kai

P1
n=1 P (An) =1 tìte P (An; i:o:) = 1.
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Par�deigma 1.6.4 'Estw Xn mÐa akoloujÐa anex�rthtwn tuqaÐwn metablh-
t¸n pou akoloujoÔn thn kanonik  katanom  me mèso 0 kai diaspor� 1, N(0; 1).
Qrhsimopoi¸ntac to L mma Borel-Cantelli deÐxete ìti

P (Xn � p
p
log n; i:o) = 0; an p �

p
2

Pr�gmati, gia thn kanonik  katanom  isqÔei

P (X � a) =
1p
2�

Z 1

a

exp

�
�x

2

2

�
dx �

Z 1

a

exp

�
�x

2

2

�

�
Z 1

a

x

a
exp

�
�x

2

2

�
dx = exp

�
�a

2

2

�

Qrhsimopoi¸ntac to parap�nw apotèlesma paÐrnoume ìti

P (Xn � p
p
log n) � exp

�
�p

2log n

2

�
= n�p

2=2

Sunep¸c

1X
n=1

P (Xn � p
p
log n) �

1X
n=1

n�p
2=2

kai h seir� sugklÐnei an p >
p
2. Sunep¸c apì to L mma Borel-Cantelli kata-

l goume ìti

P (Xn � p
p
log n; i:o:) = 0 an p >

p
2

1.7 Qarakthristikèc sunart seic

MÐa idiaÐtera qr simh ènnoia gia thn melèth thc anexarthsÐac kaj¸c kai geni-
kìtera twn idiot twn diafìrwn tuqaÐwn metablht¸n eÐnai h ènnoia thc qara-
kthristik c sun�rthshc (characteristic function).

Orismìc 1.7.1 'Estw X 2 R mÐa tuqaÐa metablht  kai �X to mètro pijanì-
thtac pou ep�gei. H qarakthristik  sun�rthsh �X(�) thc X orÐzetai san
h mèsh tim 

�X(�) = E�X [e
i�X ] =

Z
ei�xd�X

ìpou i eÐnai h rÐza tou �1 kai � 2 R. H qarakthristik  sun�rthsh mporeÐ na
grafeÐ qrhsimopoi¸ntac thn sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac P (x) san

�X (�) =

Z 1

�1
ei�xP (x)dx
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Sqìlia: (i) H qarakthristik  sun�rthsh eÐnai ousiastik� o metasqhmatismìc
Fourier tou mètrou pijanìthtac �X   thc sun�rthshc puknìthtac pijanìthtac
P (x).
(ii) O parap�nw orismìc mporeÐ na genikeujeÐ kai gia tuqaÐec metablhtèc X 2
R
d . Sthn perÐptwsh aut , h qarakthristik  sun�rthsh eÐnai mÐa sun�rthsh d me-

tablht¸n �1; :::; �d kai orÐzetai san �(�) = E[exp(i� �X)] ìpou � = (�1; :::; �d),
X = (X1; :::; Xd) kai � � X = �1X1 + ::: + �dXd eÐnai to sun jec EukleÐdio
eswterikì ginìmeno ston Rd .

Par�deigma 1.7.1 'Estw X mÐa tuqaÐa metablht  h opoÐa eÐnai Bernoulli dh-
lad  paÐrnei dÔo timèc, 1 kai 0 me P (X = 0) = p kai P (X = 1) = 1 � p. H
qarakthristik  sun�rthsh thc X eÐnai

�X (�) = E[ei�X ] = ei�0p+ ei�(1� p) = p+ ei�(1� p)

Par�deigma 1.7.2 'Estw X mÐa tuqaÐa metablht  h opoÐa akoloujeÐ thn omo-
gen  katanom  sto di�sthma [�a; a]. H qarakthristik  sun�rthsh thc X eÐnai
h

�X (�) = E[ei�X ] =

Z a

�a

1

2a
ei�xdx =

ei�a � e�i�a

2ai�
=

sina�

a�

Par�deigma 1.7.3 'Estw X mÐa tuqaÐa metablht  h opoÐa akoloujeÐ thn ka-
nonik  katanom  me mèso � kai diaspor� �2. H qarakthristik  sun�rthsh thc
X eÐnai

�X(�) = E[ei�X ] =

Z 1

�1
ei�x

1p
2��

exp

�
� (x� �)2

2�2
dx

�
= exp

�
�i��� �2�2

2

�

To parap�nw apotèlesma mporeÐ na upologisteÐ (formalistik�) k�nontac èna
metasqhmatismì metablht¸n sto parap�nw olokl rwma ¸ste na katasteÐ o ek-
jèthc èna tèleio tetr�gwno. H sÔgklish tou oloklhr¸matoc apaiteÐ stoiqei¸deic
gn¸seic migadik c an�lushc all� den eÐnai aparaÐthth sthn paroÔsa f�sh. O
upologismìc af netai san �skhsh.

H qarakthristik  sun�rthsh kajorÐzei monadik� èna mètro pijanìthtac.
H monadikìthta prokÔptei apì thn monadikìthta tou metasqhmatismoÔ Fourier.
EpÐshc mporeÐ na apodeiqjeÐ ìti h qarakthristik  sun�rthsh enìc mètrou pija-
nìthtac   isodÔnama mi�c tuqaÐac metablht c eÐnai mÐa suneq c sun�rthsh tou
� kai an isqÔei E[j X jk] <1 èqei kai suneqeÐc parag¸gouc mèqri kai t�xhc k.

Par�deigma 1.7.4 Oi par�gwgoi thc qarakthristik c sun�rthshc mÐac tu-
qaÐac metablht c X sqetÐzontai me tic ropèc thc katanom c thc. Pr�gmati
mporeÐ na apodeiqjeÐ ìti an X 2 R tuqaÐa metablht , isqÔei to akìloujo an�-
ptugma Taylor

�X (�) =

nX
k=0

(i�)k

k!
E[Xk] +Rn
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pou Rn eÐnai k�poioc ìroc pou perièqei ta upìloipa. Fusik� gia na isqÔei o tÔpoc
autìc ja prèpei h X na ikanopoieÐ thn sunj kh E[j X jn] <1.

H apìdeixh tou parap�nw isqurismoÔ eÐnai apl , arkeÐ na parathr soume ìti
dk�X (�)
d�k

= E[(iX)kei�X ] kai na jèsoume � = 0.

H qarakthristik  sun�rthsh eÐnai idiaÐtera qr simh sth melèth thc sÔgkli-
shc tuqaÐwn metablht¸n. Anafèroume qwrÐc apodeixh to parak�tw je¸rhma.

Je¸rhma 1.7.1 Ac jewr soume mÐa akoloujÐa mètrwn pijanot twn �n sto Rd .

'Eqoume ìti �n
w! � an kai mìno an �n(�)! �(�)

Apìdeixh: H apìdeixh tou jewr matoc pou basÐzetai sthn qr sh tou jewr -
matoc twn Stone-Weierstrass apì thn sunarthsiak  an�lush paraleÐpetai. 2

Oi qarakthristikèc sunart seic mporeÐ na mac d¸soun shmantikèc plhrofo-
rÐec sqetik� me ton an kapoiec tuqaÐec metablhtèc eÐnai anex�rthtec   ìqi. Gia
ton skopì autì mporoÔme na qrhsimopoi soume to parak�tw je¸rhma.

Je¸rhma 1.7.2 'Estw X = (X1; :::; Xd) 2 Rd mÐa tuqaÐa metablht . Oi tu-
qaÐec metablhtèc Xi 2 R, i = 1; :::; d eÐnai anex�rthtec an kai mìno an

�X(�) = �X (�1; :::; �d) =

dY
j=1

�Xj (�j)

Apìdeixh: To eujÔ mporeÐ na apodeiqjeÐ polÔ eÔkola qrhsimopoi¸ntac ton
orismì thc qarakthristik c sun�rthshc kai tic idiìthtec thc mèshc tim c wc
prìc thn anexarthsÐa tuqaÐwn metablht¸n. Gia to antÐstrofo, ac jewr soume
ìti isqÔei h parap�nw sqèsh gia thn qarakthristik  sun�rthsh, kai èstw ìti
�X eÐnai to mètro pijanìthtac pou antistoiqeÐ sth tuqaÐa metablht  X . To

ginìmeno
Qd
j=1 �Xj (�j) eÐnai h qarakthristik  sun�rthsh pou antistoiqeÐ sto

mètro pijanìthtac �X1
:::
�Xn . Lìgw thc monadikìthtac thc qarakthristik c
sun�rthshc kai thc isothtac mporoÔme na sun�goume ìti �X = �X1 
 :::
�Xn .
Autì ìmwc eÐnai kai ikanì gia na p�roume thn anexarthsÐa twn Xi, i = 1; :::; d.
2

1.8 Par�rthma

Sto par�rthma autì parajètoume orismèna apotelèsmata apì thn sunarthsiak 
an�lush kai thn jewrÐa mètrou pou qrei�zontai sthn bajÔterh katanìhsh twn
ennoi¸n tou kefalaÐou. To par�rthma autì mporeÐ na paralhfjeÐ se pr¸th
an�gnwsh.

1.8.1 BasikoÐ orismoÐ apì thn sunarthsiak  an�lush

Ja xekin soume me ton orismì tou metrikoÔ q¸rou.
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Orismìc 1.8.1 'Estw X k�poioc q¸roc. MÐa apeikìnish � : X � X ! R

onom�zetai metrik  an gia k�je x; y; z 2 X ikanopoieÐ tic parak�tw idiìthtec

(i) �(x; x) = 0,

(ii) �(x; y) > 0 an x 6= y

(iii) �(x; y) = �(y; x)

(iv) �(x; z) � �(x; y) + �(y; z) (trigwnik  anisìthta)

'Enac q¸roc X efodiasmènoc me mÐa metrik  � onom�zetai metrikìc q¸roc.

H metrik  genikeÔei thn ènnoia thc apìstashc se k�poio q¸ro.

Par�deigma 1.8.1 'Ena par�deigma metrikoÔ q¸rou eÐnai p.q. to Rn me thn
EukleÐdia apìstash

�(x; y) =

vuut nX
i=1

j xi � yi j2:

Par�deigma 1.8.2 'Allo par�deigma eÐnai o q¸roc twn suneq¸n sunart sewn
tou diast matoc [a; b] me metrik 

�(x; y) = sup
a�x�b

j f(x) � f(y) j :

Par�deigma 1.8.3 'Ena �llo par�deigma eÐnai o q¸roc twn tuqaÐwn metablh-
t¸n X gia tic opoÐec isqÔei E[j Xp j] < 1, p > 0, dhlad  o q¸roc Lp; me
metrik 

�(X;Y ) = fE[j X � Y jp]g1=p:
Se k�poio metrikì q¸ro (X; �) mporoÔme na orÐsoume thn ènnoia thc sÔgklishc.

Orismìc 1.8.2 Ac jewr soume mÐa akoloujÐa8fxng 2 X . Lème ìti h ako-
loujÐa fxng sugklÐnei se k�poio stoiqeÐo x 2 X an limn!1 �(xn; x) = 0. Ja
sumbolÐzoume limn!1 xn = x. MporeÐ na apodeiqjeÐ ìti to ìrio eÐnai monadikì.

Me b�sh ton orismì autì thc sÔgklishc orÐsame thn sÔgklish tuqaÐwn meta-
blht¸n ston Lp.

Qr simec eÐnai epÐshc oi ènnoiec tou anoiktoÔ kai tou kleistoÔ uposunìlou
enìc metrikoÔ q¸rou.

Orismìc 1.8.3 Se èna metrikì q¸ro (X; �) to sÔnolo

S(x0; r) = fx 2 X : �(x0; x) < rg; r > 0: x0 2 X
onom�zetai anoikt  sfaÐra aktÐnac r kai kèntrou x0.
Se èna metrikì q¸ro (X; �) to sÔnolo

S(x0; r) = fx 2 X : �(x0; x) � rg; r > 0: x0 2 X
8Me thn ènnoia akoloujÐa ston X ennooÔme mÐa apeikìnish n! xn tou N ston X
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onom�zetai kleist  sfaÐra aktÐnac r kai kèntrou x0.
'Ena uposÔnolo G � X onom�zetai anoiktì an perièqei mÐa anoikt  sfaÐra
gÔrw apo k�je shmeÐo tou.
'Ena uposÔnolo G � X onom�zetai kleistì an to sumplhrwmatikì tou X n G
eÐnai anoiktì.

H ènwsh kaj¸c kai h peperasmènh to pl joc tom  anoikt¸n sunìlwn eÐnai epÐshc
anoiktì sÔnolo. To Ðdio isqÔei kai gia ta kleist� sÔnola.

Ja eis�goume t¸ra orismènec ènnoiec ìpwc p.q. oi ènnoiec thc plhrìthtac
kai thc puknìthtac pou ja qreiastoÔn sthn melèth tou kefalaÐou 4.

Orismìc 1.8.4 MÐa akoloujÐa fxng 2 X onom�zetai akoloujÐa Cauchy an gia
k�je � > 0 up�rqoun N;M tètoia ¸ste

m >M; n > N =) �(xm; xn) < �:

IsodÔnama mporoÔme na gr�youme ìti mÐa akoloujÐa eÐnai Cauchy an

lim
m;n!1

�(xn; xm) = 0:

K�je akoloujÐa pou sugklÐnei eÐnai kai Cauchy. To antÐstrofo den isqÔei
p�ntote kai apoteleÐ mÐa idiìthta tou metrikoÔ q¸rou

Orismìc 1.8.5 'Enac metrikìc q¸roc ston opoÐo k�je akoloujÐa Cauchy su-
gklÐnei onom�zetai pl rhc. Me �lla lìgia ènac metrikìc q¸roc eÐnai pl rhc an
ìtan fxng eÐnai mÐa akoloujÐa Cauchy tìte up�rqei x 2 X tètoio ¸ste xn ! x.

ParadeÐgmata pl rwn q¸rwn eÐnai oi q¸roi Lp.

Orismìc 1.8.6 'Ena uposÔnolo A enìc metrikoÔ q¸rou X onom�zetai pantoÔ
puknì sto X an gia k�je x 2 X kai k�je � > 0 up�rqei y 2 A tètoio ¸ste
�(x; y) < �.
An ènac metrikìc q¸roc X èqei èna arijm simo uposÔnolo to opoÐo eÐnai pantoÔ
puknì se autìn, onom�zetai diaqwrÐsimoc (separable).

1.8.2 SÔgklish akolouji¸n sto R

Ja episkopÐsoume t¸ra merikèc basikèc ènnoiec apì thn sÔgklish akolouji¸n
sto sÔnolo twn paragmatik¸n arijm¸n pou eÐnai qr simec sthn melèth thc sÔ-
gklishc tuqaÐwn metablht¸n.

ja xekin soume me thn ènnoia thc monìtonhc akoloujÐac.

Orismìc 1.8.7 MÐa akoloujÐa fxng onom�zetai monìtonh an isqÔei eÐte ìti
(i) xn+1 � xn gia k�je n
eÐte ìti
(ii) xn+1 � xn gia k�je n.
Sthn perÐptwsh (i) h akoloujÐa onom�zetai mh fjÐnousa en¸ sthn perÐptwsh
(ii) h akoloujÐa onom�zetai mh aÔxousa.
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MÐa monìtonh akoloujÐa sugklÐnei ston R an eÐnai fragmènh (alli¸c su-
gklÐnei ston R� ). Gia mÐa mh fjÐnousa akoloujÐa to ìrio eÐnai to el�qisto �nw
fr�gma (sup) twn ìrwn. Gia mÐa mh aÔxousa akoloujÐa to ìrio eÐnai to mègisto
k�tw fr�gma (inf) twn ìrwn.

Ja suneqÐsoume me thn ènnoia tou limsup kai tou liminf .

Orismìc 1.8.8 'Estw mÐa akoloujÐa fxng 2 R.
(i) Ac orÐsoume to sÔnolo Sk = fxk; xk+1; :::g kai to ac p�roume to el�qisto
�nw fr�gma (sup) tou, Mk = supSk. H akoloujÐa fMkg eÐnai fjÐnousa kai èqei
k�poio ìrio sto R� to opoÐo eÐnai to mègisto k�tw fr�gma tou Mk. To ìrio autì
onom�zetai to lim supn!1,

lim sup
n!1

xn = inf
k�1

supfxk; xk+1; :::g

(ii) Ac p�roume t¸ra to mègisto k�tw fr�gma (inf) tou sunìlou Sk, mk =
inf Sk. H akoloujÐa mk eÐnai aÔxousa kai èqei k�poio ìrio sto R� to opoÐo eÐnai
to el�qisto �nw fr�gma (sup) twn mk. To ìrio autì onom�zetai liminfn!1xn,

lim inf
n!1

xn = sup
k�1

inffxk; xk+1; :::g:

IsqÔei ìti
mj � mk �Mk �Mj ; j < k

opìte kai
lim inf
n!1

xn � lim sup
n!1

xn:

Par�deigma 1.8.4 'Ena par�deigma akoloujÐac gia thn opoÐa to limsup kai to
iminf den sumpÐptoun eÐnai h

xn =

�
1 + 1

n ; an n perittì
�n; an n �rtio

Gia thn akoloujÐa aut  èqoume

lim inf
n!1 xn = �1;

kai
lim sup
n!1

xn = 1:

O akìloujoc qarakthrismìc tou limsup kai tou liminf eÐnai pollèc forèc
qr simoc. Gia thn apìdeixh parapèmpoume sto [35].

Je¸rhma 1.8.1 'Estw fxng mÐa akoloujÐa sto R� . Tìte isqÔoun ta akìlouja:

(i) 'Estw ìti lim supn!1 xn =M . Tìte
(i�) An a < M isqÔei ìti a < xn gia �peira pollèc timèc tou n, kai
(i�) An M < b isqÔei ìti xn < b gia n pou eÐnai arket� meg�lo.
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(ii) 'Estw ìti lim infn!1 xn = m. Tìte
(ii�) An a < m isqÔei ìti a < xn gia n pou eÐnai arket� meg�lo, kai
(ii�) An m < b isqÔei ìti xn < b gia �peira pollèc timèc tou n.

IsqÔei ìti

lim inf
n!1 xn = � lim sup

n!1
(�xn);

kai ìti

lim sup
n!1

xn = � lim inf
n!1

(�xn):

To akìloujo je¸rhma eÐnai polÔ qr simo

Je¸rhma 1.8.2 MÐa akoloujÐa fxng èqei ìrio x an kai mìno an

lim inf
n!1

xn = lim sup
n!1

xn = x:

Tèloc qr sima eÐnai kai ta akìlouja

Je¸rhma 1.8.3 (Bolzano-Weirstrass) MÐa fragmènh akoloujÐa fxng periè-
qei mÐa sugklÐnousa upakoloujÐa.

Je¸rhma 1.8.4 (Krit rio sÔgklishc tou Cauchy) MÐa akoloujÐa fxng 2
R sugklÐnei an kai mìno an gia k�je � > 0 up�rqei N 2 N tètoio ¸ste j xn �
xm j< � an N � m kai N � n.

1.8.3 To je¸rhma monìtonhc kl�shc

Ja parousi�soume t¸ra to je¸rhma monìtonhc kl�shc to opoÐo eÐnai idiaÐtera
qr simo sthn apìdeixh apotelesm�twn sthn jewrÐa pijanot twn. Ja qreiastoÔ-
me pr¸ta merikoÔc orismoÔc.

Orismìc 1.8.9 MÐa sullog  C, uposunìlwn enìc q¸rou 
, onom�zetai èna p-
sÔsthma (�-system) an eÐnai kleistì k�tw apì peperasmènec tomèc, dhlad  an
A 2 C kai B 2 C sunep�getai ìti A \B 2 C.

Orismìc 1.8.10 MÐa sullog  D, uposunìlwn enìc q¸rou 
, onom�zetai èna
l-sÔsthma (�-system) an èqei tic parak�tw idiìthtec

(i) 
 2 D
(ii) An A;B 2 D me B � A tìte A nB 2 D
(iii) An A1; A2; ::: 2 D me An " A, tìte A 2 D

UpenjumÐzoume ìti o sumbolismìc An " A shmaÐnei ìti An � An+1 kai ìtiS1
n=1An = A.
EÐmaste t¸ra se jèsh na parousi�soume to je¸rhma monìtonhc kl�shc.
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Je¸rhma 1.8.5 'Estw C èna p-sÔsthma kai D èna l-sÔsthma se k�poio q¸ro

, tètoia ¸ste C � D. Tìte, h s-�lgebra pou par�getai apì to C perièqetai sto
D dhlad  �(C) � D
Apìdeixh: ParaleÐpetai. Gia thn apìdeixh parapèmpoume p.q. sto [14].2

To je¸rhma monìtonhc kl�shc eÐnai idiaÐtera shmantikì. An jèloume na a-
podeÐxoume k�poia idiìthta gia mÐa s-�lgebra arkeÐ na thn apodeÐxoume gia mÐa
pio apl  kl�sh sunìlwn, kai met� na thn epekteÐnoume sthn s-�lgebra k�nontac
qr sh tou jewr matoc autoÔ.

Pollèc forèc eÐnai qr simo na èqoume parallagèc tou jewr matoc autoÔ
gia sunart seic. Parajètoume èna tètoio je¸rhma.

Je¸rhma 1.8.6 'EstwM mÐa kl�sh fragmènwn sunart sewn pou apeikonÐzoun
to 
 sto R. Ac jewr soume ìti h M eÐnai kleist  k�tw apì thn pr�xh tou
pollaplasiasmoÔ dhlad  ìti

f; g 2M =) fg 2M:

Ac orÐsoume
F = �(M) = ff�1(A);A 2 B(R)); f 2Mg

kai èstw H ènac dianusmatikìc q¸roc tètoioc ¸ste

(i) M� H
(ii) O H perièqei tic stajerèc sunart seic

(iii) An ffng 2 H eÐnai mÐa akoloujÐa sunart sewn gia thn opoÐa isqÔei 0 �
f1 � f2 � ::: tìte an h sun�rthsh f := limn!1 eÐnai fragmènh, isqÔei
oti f 2 H

Tìte o H perièqei ìlec tic fragmènec sunart seic pou eÐnai F�metr simec.
Apìdeixh: ParaleÐpetai. Gia thn apìdeixh bl. p.q. to [37].2

1.8.4 Jewr mata epèktashc

Ja parousi�soume t¸ra qwrÐc apìdeixh orismèna jewr mata epèktashc. Ta
jewr mata aut� eÐnai qr sima gia ton orismì enìc mètrou se k�poia s-�lgebra,
xekin¸ntac apì ton orismì mètrwn se pio aplèc domèc.

Je¸rhma 1.8.7 'Estw 
 èna sÔnolo kai C èna p-sÔsthma sto 
. Ac orÐsoume
�1 kai �2 dÔo mètra sto (
; �(C)) ta opoÐa eÐnai peperasmèna (�i(
) < 1; i =
1; 2) kai gia ta opoÐa isqÔei �1 = �2 sto C. Tìte

�1 = �2 sto �(C)
To akìloujo polÔ basikì apotèlesma eÐnai aparaÐthto ston orismì mètrwn

(pijanot twn) se di�fora sÔnola.
Ja qreiastoÔme pr¸ta touc akìloujouc orismoÔc
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Orismìc 1.8.11 MÐa oikogèneia F0 pou apoteleÐtai apì uposÔnola enìc sunì-
lou 
 onom�zetai �lgebra an eÐnai kleist  k�tw apo peperasmènec en¸seic
kai tomèc kaj¸c kai k�tw apì thn pr�xh thc sumpl rwmatikìthtac.

H diafor� thc �lgebrac apo thn s-�lgebra eÐnai akrib¸c sto peperasmènec
en¸seic kai tomèc. Dhlad  ston orismì 1.1.1 thc s-�lgebrac sthn idiìthta (iii)
ja jewr soume thn akoloujÐa Ai na ft�nei mèqri peperasmèno n.

Orismìc 1.8.12 H apeikìnish �0 : F0 ! [0;1] onom�zetai arijm sima pro-
sjetik  (countably additive) an ikanopoieÐ tic parak�tw sunj kec

(i) �0(;) = 0

(ii) An fFng 2 F0 eÐnai mÐa akoloujÐa sunìlwn xènwn metaxÔ touc tètoia ¸ste
F =

S
n Fn 2 F0 tìte

�0(F ) =
X
n

�0(Fn)

EÐmaste t¸ra se jèsh na parousi�soume to je¸rhma epèktashc tou Kara-
jeodwr .

Je¸rhma 1.8.8 (Je¸rhma epèktashc tou Karajeodwr )
'Estw 
 èna sÔnolo, F0 mÐa �lgebra sto 
 kai ac orÐsoume F := �(F0).
An �0 eÐnai mÐa arijm sima prosjetik  apeikìnish apì thn F0 sto di�sthma
[0;1] 2 R

� tìte up�rqei mètro � sto (
;F) tètoio ¸ste

� = �0 sto F0:

An h �0 einai peperasmènh (�0(
) <1) tìte h epèktash aut  eÐnai monadik .

Apìdeixh: Bl. p.q. to [37].2

'Ena par�deigma thc qr shc tou jewr matoc autoÔ eÐnai sthn kataskeu  tou
mètrou Lebesgue   sthn kataskeu  tou mètrou Wiener.

1.8.5 Q¸roi Hilbert kai efarmogèc sthn jewrÐa pijano-
t twn

Ja d¸soume pr¸ta ton orismì tou dianusmatikoÔ q¸rou

Orismìc 1.8.13 'Ena sÔnolo X sto opoÐo èqoun oristeÐ dÔo apeikonÐseic (pr�-
xeic)

+ : X �X ! X , (x; y)! x+ y

� : R �X ! X , (a; x)! ax

onom�zetai dianusmatikìc q¸roc ep�nw sto R an isqÔoun oi parak�tw idiì-
thtec
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(i) x+ y = y + x gia k�je x; y 2 X ,

(ii) a(bx) = (ab)x, gia k�je a; b 2 R kai k�je x 2 X ,

(iii) (a+b)x = ax+bx, a(x+y) = ax+ay, gia k�je a; b 2 R kai k�je x; y 2 X ,

(iv) 1x = x.

Ed¸ orÐsame ton dianusmatikì q¸ro ep�nw sto sÔnolo twn pragmatik¸n arij-
m¸n R. En gènei ènac dianusmatikìc q¸roc mporeÐ na oristeÐ ep�nw se opoiod -
pote algebrikì pedÐo, p.q. ep�nw sto sÔnolo twn migadik¸n arijm¸n C . EpÐshc,
oi pr�xeic + kai � mporeÐ na mhn eÐnai oi sun jeic pr�xeic thc prìsjeshc kai tou
pollaplasiasmoÔ all� genik� pr�xeic pou èqoun idiothtec parìmoiec me autèc.
Par�deigmata dianusmatik¸n q¸rwn eÐnai oi q¸roi Rn . Autì pou mac endia-
fèrei ed¸ eÐnai ìti oi q¸roi twn tuqaÐwn metablht¸n X gia tic opoÐec isqÔei

fEP [j X jp]g 1
p < 1, dhlad  oi q¸roi Lp(P ) eÐnai dianusmatikoÐ q¸roi. Sta

epìmena ja paraleÐpoume to P kai ja sumbolÐzoume touc q¸rouc autoÔc apl�
san Lp.

Ja d¸soume t¸ra ton orismì thc nìrmac.

Orismìc 1.8.14 MÐa nìrma eÐnai mÐa mh arnhtik  pragmatik  sun�rthsh
jj : jj se èna dianusmatikì q¸ro, tètoia ¸ste gia k�je x 2 X kai a 2 R,
(i) An x 6= 0, jj x jj> 0,

(ii) jj ax jj=j a j jj x; y jj,
(iii) jj x+ y jj�jj x jj + jj y jj
'Enac q¸roc X efodiasmènoc me mÐa nìrma jj : jj onom�zetai q¸roc me nìrma.
ParadeÐgmata norm¸n eÐnai oi sun�rthseic jj : jjLp := fE[j : jp]g 1

p . Oi sunar-
t seic autèc eÐnai nìrmec stouc q¸rouc Lp. Apì mÐa nìrma jj : jj mporoÔme na
orÐsoume mÐa metrik  wc �(x; y) :=jj x� y jj.
Orismìc 1.8.15 'Estw X ènac dianusmatikìc q¸roc ep�nw se èna algebrikì
pedÐo (p.q to R). MÐa apeikìnish (:; :) : X � X ! C onom�zetai eswterikì
ginìmeno ston X an gia k�je �1; �2 2 R kai x1; x2; y 2 X ikanopoieÐ tic
parak�tw idiìthtec

(i) (x; y) = (y; x)

(ii) (�1x1 + �2x2; y) = �1(x1; y) + �2(x2; y)

(iii) (x; x) � 0 kai (x; x) = 0 an kai mìno an x = 0.

Orismènec nìrmec mporeÐ na ekfrastoÔn me thn bo jeia enìc eswterikoÔ
ginomènou me thn morf  jj x jj2= (x; x). Par�deigma tètoiac nìrmac eÐnai p.q. h

nìrma jj : jj= fE[j : j2]g 1
2 pou mporeÐ na ekfrasteÐ sunart sei tou eswterikoÔ

ginomènou (x; y) = E[x � y]. Antijètwc oi nìrmec ston q¸ro Lp den mporeÐ na
paraqjoÔn apì èna eswterikì ginìmeno.
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Orismìc 1.8.16 'Enac pl rhc metrikìc q¸roc me nìrma pou par�getai apì èna
eswterikì ginìmeno onom�zetai q¸roc Hilbert

Apì touc q¸rouc Lp pou anafèrame, o q¸roc L2 eÐnai ènac q¸roc Hilber. H
jewrÐa twn q¸rwn Hilbert brÐskei endiafèrousec efarmogèc thn jewrÐa pijano-
t twn. MÐa endiafèrousa efarmog  eÐnai h efarmog  thc jewrÐac twn probol¸n
stouc q¸rouc Hilbert sthn melèth thc upì sunj kh mèshc tim c. Ja deÐxoume
gia par�deigma pwc h upì sunj kh mèsh tim  mporeÐ na ekfrasteÐ san h probol 
se k�poio upìqwro tou q¸rou Hilbert L2.

Orismìc 1.8.17 'Estw H ènac q¸roc Hilbert kai V ènac kleistìc grammikìc
upìqwroc tou. H probol  enìc dianÔsmatoc x 2 H ston V sunÐstatai sto na
p�roume to monadikì stoiqeÐo y 2 V to opoÐo eÐnai kontÔtera sto x. SumbolÐzoume
y = �x ìpou � eÐnai o telest c probol c.

IsqÔei to parak�tw je¸rhma

Je¸rhma 1.8.9 O telest c probol c � : H ! V , V � H , up�rqei, eÐnai
monadikìc kai ikanopoieÐ tic parak�tw idiìthtec

(i) �2 = �

(ii) �x = x gia k�je x 2 V
(iii) �y = 0 gia k�je y 2 V ? := fy 2 H : (x; y) = 0g
(iv) Gia k�je x 2 H , x��x 2 V ?

(v) (�x; y) = (x;�y)

(vi) O � eÐnai grammikìc telest c: �(�1x+ �2y) = �1�x+ �2�y

(vii) To �y eÐnai to monadikì stoiqeÐo tou V � H to opoÐo eÐnai tètoio ¸ste
(�y; x) = (y; x) gia k�je y 2 H , x 2 V .

Den ja apodeÐxoume tic idiìthtec autèc ed¸. Gia thn apìdeixh parapèmpoume se
biblÐa sunarthsiak c an�lushc p.q [3], [12], [26]   to [14]. Ja d¸soume ìmwc
thn sqèsh thc upì sunj kh mèshc tim c me thn probol  se q¸rouc Hilbert.

Ac jewr soume ton q¸ro twn tetragwnik� oloklhr¸simwn tuqaÐwn metablh-
t¸n se èna q¸ro pijanot twn (
;F0; P ) ton opoÐo sumbolÐzoume L2(
;F0; P )
  pio apl� L2. O q¸roc autìc eÐnai ènac q¸roc Hilbert. An jewr soume mÐa
s-upo�lgebra F � F0, o q¸roc L2(
;F ; P ) eÐnai upoqwroc tou L2(
;F0; P ):
Ac onom�soume H = L2(
;F0; P ) kai V = L2(
;F0; P ). An orÐsoume san
eswterikì ginìmeno thn pr�xh (X;Y ) = E[XY ] tìte apì to Je¸rhma 1.8.9
mporoÔme na doÔme ìti up�rqei mÐa probol  apì ton q¸ro H ston V tètoia ¸-
ste (�y; x) = (y; x). An metafr�soume thn sqèsh aut  se mèsec timèc paÐrnoume
ìti up�rqei mÐa monadik  tuqaÐa metablht  Ŷ 2 L2(
;F ; P ) tètoia ¸ste

E[Ŷ Z] = E[Y Z] 8Z 2 L2(
;F ; P )
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  diaforetik� ìti up�rqei Ŷ metr simh wc proc thn F tètoia ¸steZ
A

Ŷ Z dP =

Z
A

Y Z dP; 8A 2 F

Autì ìmwc den eÐnai par� o orismìc thc upì sunj kh mèshc tim c E[Y j F ].
'Ara, h Ôparxh thc upì sunj kh mèshc tim c kai twn idiot twn thc mporeÐ na
deiqjoÔn apì tic idiìthtec twn probol¸n.

Par�deigma 1.8.5 San dÔo apl� paradeÐgmata twn idiot twn thc upì sunj -
khc mèshc tim c pou mporeÐ na prokÔyoun apì tic idiìthtec twn probol¸n ston
q¸ro Hilbert L2 mporoÔme na anafèroume ta ex c:

(i) Apì thn idiothta twn probol¸n èqoume ìti �x = x gia k�je x 2 V . Autì
mporeÐ na metafrasteÐ sthn gnwst  idiìthta thc upì sunj kh mèshc tim c
E[Y j F ] = Y an h Y eÐnai F-metr simh.

(ii) Apì thn idiìthta twn probol¸n (�y; z) = (y; z), jètontac z = 1 paÐrnoume
(�x; 1) = (x; 1). Autì metafr�zetai sto

E[Ŷ 1] = E[Y 1] =) E[E[Y j F ]] = E[Y ]

1.9 Basik� shmeÐa tou kefalaÐou

Sto kef�laio autì eis�game merikèc apì tic jemeli¸deic ènnoiec thc jewrÐac
pijanot twn. Gia ìti akoloujeÐ o anagn¸sthc ja prèpei na qeirÐzetai kal� tic
akìloujec ènnoiec

� Thn ènnoia thc s-�lgebrac, h opoÐa sqetÐzetai me thn ènnoia thc dom c
plhroforÐac, thn ènnoia tou metrou pijanìthtac, thn ènnoia thc tuqaÐac
metablht c, thc katanom c thc, kai thc s-�lgebrac pou orÐzetai apì mÐa
tuqaÐa metablht .

� Thn ènnoia kai tic basikèc idiìthtec thc mèshc tim c gia tuqaÐec metablh-
tèc.

� Thn ènnoia thc upo sunj kh meshc tim c kai thn diaisjhtik  thc ermhneÐa
san thn kalÔterh dunat  prìbleyh gia thn tim  mi�c tuqaÐac metablht c
dedomènhc thc plhroforÐac pou perièqetai se mÐa s-�lgebra. IdiaÐtera
qr simec se ìti akoloujeÐ eÐnai oi idiìthtec thc upì sunj kh mèshc tim c.

� Thn ènnoia thc L2 sugklishc.

� Thn ènnoia twn qarakthristik¸n sunart sewn kai thc qr shc touc gia ton
qarakthrismì sunart sewn katanom c.

Ta perissìtera apì ta jèmata tou kefalaÐou autoÔ an koun se èna m�jhma
basik c jewrÐac pijanot twn kai anagkastik� kalÔfjhkan ed¸ sqetik� gr go-
ra, an kai prospaj same na sumperil�boume arket� stoiqeÐa ¸ste na eÐnai to
parìn ìso to dunatì autìnomo. Gia mÐa pio leptomereiak  melèth twn jem�twn
tou kefalaÐou autoÔ parapèmpoume ston [14]   ston [37]. MÐa �llh anafor�, h
opoÐa ìmwc eÐnai epÐshc sqetik� sumpuknwmènh eÐnai to [15].



Kef�laio 2

DiadikasÐec martingale

Sto kef�laio autì ja asqolhjoÔme me mÐa eidik  kl�sh stoqastik¸n diadika-
si¸n, tic diadikasÐec martingale, oi opoÐec paÐzoun polÔ shmantikì rìlo sthn
sÔgqronh jewrÐa pijanot twn, thn stoqastik  an�lush kai tic efarmogèc thc.
EpÐshc oi diadikasÐec martingale eÐnai polÔ shmantikèc sta majhmatik� upodeÐg-
mata thc qrhmatooikonomik c. H jewrÐa twn martingales eÐnai idiaÐtera ekten c
kai sta plaÐsia tou biblÐou autoÔ ja arkestoÔme na parajèsoume tic basikèc
idiìthtec touc, suqn� qwrÐc apìdeixh, tic opoÐec ja qreiastoume sthn an�ptuxh
twn jem�twn pou mac endiafèroun.

An kai to megalÔtero mèroc thc majhmatik c jewrÐac twn martingales ofeÐ-
letai ston Amerikanì pijanojewrhtikì Doob, h basik  idèa  tan gnwst  arket�
nwrÐtera, Ðswc akìma kai apì thn epoq  tou Bachelier stic arqèc tou 20ou ai¸na.

2.1 Orismìc twn martingale

Ac orÐsoume pr¸ta thn ènnoia thc di jhshc (�ltration).

Orismìc 2.1.1 MÐa di jhsh (�ltration) eÐnai mÐa oikogèneia apì �-�lgebrec
Ft tètoia ¸ste

s � t =) Fs � Ft
'Opwc anafèrame kai sta prohgoÔmena kef�laia, h ���lgebra Ft mporeÐ na
jewrhjeÐ san h plhroforÐa h opoÐa eÐnai diajèsimh mèqri thn qronik  stigm  t.
MÐa di jhsh mporeÐ na jewrhjeÐ apl� san mÐa auxanìmenh dom  plhroforÐac
kaj¸c pern�ei o qrìnoc. MÐa arket� sunhjismènh ènnoia eÐnai h ènnoia thc
fusik c di jhshc. Aut  eÐnai h di jhsh h opoÐa par�getai apì mÐa stoqastik 
diadikasÐa Xt. 'Oso pern�ei o qrìnoc kai parathroÔme thn en lìgw stoqastik 
diadikasÐa tìso aux�nei kai h plhroforÐa pou èqoume sthn di�jesh mac gia thn
diadikasÐa aut .

Sthn sunèqeia ja orÐsoume thn ènnoia twn prosarmosmènwn (adapted)
tuqaÐwn metablht¸n.

51
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Orismìc 2.1.2 MÐa oikogèneia tuqaÐwn metablht¸n Xt onom�zetai prosar-
mosmènh sthn di jhsh Fi an h Xt eÐnai Ft -metr simh gia k�je t.

Me lìgia autì shmaÐnei ìti ìlh h plhroforÐa h opoÐa afor� thn stoqastik 
metablht  Xt mèqri thn qronik  stigm  t perièqetai sthn ���lgebra Ft. Apì
ton Ðdio ton orismì thc fusik c dihj sewc mporoÔme na doÔme ìti mÐa stoqastik 
diadikasÐa Xt eÐnai prosarthmènh sthn fusik  thc di jhsh.

'Eqontac orÐsei tic parap�nw ènnoiec mporoÔme t¸ra na orÐsoume mÐa endia-
fèrousa eidik  kathgorÐa tuqaÐwn metablht¸n (  stoqastik¸n diadikasi¸n) tic
martingale kaj¸c kai tic sunafeÐc me autèc supermartingale kai submartingale.

Orismìc 2.1.3 'Estw (
;F ; P ) ènac q¸roc pijanot twn, Ft mÐa di jhsh sthn
F (Ft � F) kai Xt mÐa oikogèneia pragmatik¸n, oloklhr¸simwn (E[ j Xt j ] <
1) tuqaÐwn metablht¸n pou eÐnai prosarmosmènh sthn di jhsh Ft.
(i) H oikogèneia Xt eÐnai mÐa martingale an

E[Xt j Fs] = Xs �:�: s � t:

(ii) H oikogèneia Xt eÐnai mÐa supermartingale an

E[Xt j Fs] � Xs �:�: s � t:

(iii) H oikogèneia Xt onom�zetai mÐa submartingale an

E[Xt j Fs] � Xs �:�: s � t:

Sqìlio: To t mporeÐ na eÐnai eÐte ènac suneq c deÐkthc t 2 R eÐte ènac diakritìc
deÐkthc. Sthn perÐptwsh aut  o deÐkthc ja sumbolÐzetai sun jwc me n, k   m
kai ja èqoume ìti n; k;m 2 N.

Me apl� lìgia oi parap�nw orismoÐ mac lème ìti gia mÐa martingale èqontac
upìyhn mac thn plhroforÐa pou perièqetai sthn Fs h kalÔterh prìbleyh pou
mporoÔme na k�noume gia thn tim  thc Xt eÐnai h tim  Xs. An h Xt eÐnai
supermartingale h kalÔterh prìbleyh pou mporoÔme na k�noume gia thn tim 
thc Xt èqontac upìyh thn plhroforÐa pou perièqetai sthn Fs ja eÐnai mikrìterh
apì thn tim  Xs. Tèloc, an h Xt eÐnai submartingale h kalÔterh prìbleyh pou
mporoÔme na k�noume gia thn tim  thc Xt èqontac upìyh thn plhroforÐa pou
perièqetai sthn Fs ja eÐnai megalÔterh apì thn tim  Xs.

H parap�nw eikìna gÐnetai pio kajar  an jewr soume thn Xt san mÐa sto-
qastik  diadikasÐa me to t na èqei thn ènnoia tou qrìnou. H Ft mporeÐ na
eÐnai opoiad pote di jhsh all� mÐa epilog  mporeÐ na eÐnai h fusik  di jhsh
Ft = �(Xu; u � t), dhlad  h di jhsh pou par�getai apì tic troqièc thc tuqaÐac
diadikasÐac1. H Ft sthn perÐptwsh aut  mporeÐ na jewrhjeÐ san h plhroforÐa
pou apokomÐzoume gia thn sumperifor� thc stoqastik c diadikasÐac Xt para-
thr¸ntac thn apì thn arq  twn qrìnwn t = 0 wc thn qronik  stigm  t. An h

1UpenjumÐzoume ìti �(Xu; u � t) eÐnai h s-�lgebra k�tw apì thn opoÐa eÐnai metr simec
oi tuqaÐec metablhtèc Xu gia u � t
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Xt eÐnai martingale, èqontac pl rh gn¸sh tou ìti èqei sumbeÐ mèqri thn qro-
nik  stigm  s h kalÔterh prìbleyh gia to Xt, t > s eÐnai h tim  Xs dhlad 
h teleutaÐa thc tim  ìtan telei¸sei h perÐodoc thc parat rhshc. Sunep¸c gia
mÐa martingale h plhroforÐa pou perièqetai sthn Fs den ja mac bohj sei na
problèyoume tÐpote sqetik� me to mèllon thc stoqastik c diadikasÐac Xt.

Gia na k�noume ta pr�gmata akìma pio apt� ac upojèsoume ìti h martingale
Xt mporoÔse na jewrhjeÐ san to kèrdoc apì k�poio tuqerì paignÐdi (p.q. roulè-
ta), tìte h kalÔterh prìbleyh gia to kèrdoc mac thn qronik  stigm  t èqontac
parakolouj sei thn èkbash tou paignidioÔ mèqri thn qronikh stigm  s ja eÐnai
to kèrdoc pou eÐqame thn qronik  stigm  s dhlad  to Xs. MÐa martingale mporeÐ
loipìn na jewrhjeÐ san to kèrdoc apì èna tÐmio paignÐdi. AntÐjeta, an h Xt eÐnai
mÐa supermartingale tìte h kalÔterh probleyh gia to kèrdoc mac èqontac para-
kolouj sei to paignÐdi mèqri thn qronik  stigm  s ja eÐnai ìti to kèrdoc mac ja
meiwjeÐ. Sunep¸c mÐa supermartingale mporeÐ na jewrhjeÐ san to kèrdoc apì
èna mh tÐmio paignÐdi ìtan pont�roume sto endeqìmeno pou den eunoeÐtai apì ton
sqediasmì tou paignidioÔ. Tèloc an h Xt eÐnai submartingale tìte h kalÔterh
mac prìbleyh gia to kèrdoc mac èqontac parakolouj sei to paignÐdi mèqri thn
qronik  stigm  s ja eÐnai ìti to kèrdoc mac ja auxhjeÐ. Sunep¸c mÐa submartin-
gale mporeÐ na jewrhjeÐ san to kèrdoc apì èna mh tÐmio paignÐdi an pont�roume
sto endeqìmeno to opoÐo eunoeÐtai apì ton sqediasmì tou paignidioÔ. Gia thn
pio akrib  par�jesh twn ide¸n aut¸n deÐte ta paradeÐgmata 2.1.1,2.1.2,2.1.3.

Oi martingales èqoun thn akìloujh shmantik  idiìthta wc prìc thn mèsh
tim .

Je¸rhma 2.1.1 An h Xt eÐnai mÐa martingale tìte
(i) E[Xt] = E[X0]
(ii) E[Xt �Xs] = 0

Apìdeixh: Gia na apodeiqjeÐ autì ja prèpei na qrhsimopoi soume mÐa apì tic
idiìthtec thc upì sunj kh mèshc tim c kai sugkekrimèna ton nìmo thc olik c
pijanìthtac.2

An�logec idiìthtec isqÔoun kai gia submartingales kai supermartingales me tic
kat�llhlec anisìthtec sthn jèsh thc isìthtac.

Ja parajèsoume t¸ra merik� paradeÐgmata apì stoqastikèc diadikasÐec pou
eÐnai martingale   super- kai submartingales. Ta paradeÐgmata ja eÐnai se
diakritì qrìno. ParadeÐgmata se suneq  qrìno ja doÔme sto epìmeno kef�laio
pou ja eis�goume thn kÐnhsh Brown.

Par�deigma 2.1.1 Par�deigma mÐac martingale
'Ena klassikì par�deigma sqetik� me tic diadikasÐec martingale eÐnai to akì-
loujo: Ac jewr soume diadoqikèc rÐyeic enìc tÐmiou nomÐsmatoc (dhlad  èna
nìmisma pou èqei Ðdia pijanìthta na fèrei kor¸na kai Ðdia pijanìthta na fèrei
gr�mmata), kai ac orÐsoume gia thn n�rÐyh (n 2 N) thn tuqaÐa metablht 

Xn =

�
1 kor¸na
�1 gr�mmata
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kaj¸c kai thn tuqaÐa metablht  Sn =
Pn

i=1Xi. An jewr soume èna paignÐdi
kat� to opoÐo k�poioc paÐkthc pont�rei mÐa draqm  sto an ja èrjei kor¸na  
grammata (kerdÐzei mÐa draqm  an èrjei kor¸na kai q�nei mÐa draqm  an èrjoun
gr�mmata) tìte h metablht  Sn mac dÐnei thn periousÐa tou paÐkth thn qronik 
stigm  n (jewr¸ntac ìti xekin same me periousÐa 0).

Ac orÐsoume san Fn thn �-�lgebra pou par�getai apì tic tuqaÐec metablhtèc
(X1; :::; Xn). EÐnai fanerì (toul�qiston diaisjhtik�) ìti h tuqaÐa metablht 
Xn+1 eÐnai anex�rthth thc �-�lgebrac Fn ètsi ¸ste

E[Sn+1 j Fn] = E[Sn +Xn+1 j Fn] = E[Sn j Fn] +E[Xn+1 j Fn]
= Sn +E[Xn+1] = Sn

Sto parap�nw apotèlesma qrhsimopoi same to gegonìc ìti h tuqaÐa metablht 
Sn eÐnai Fn-metr simh. Apì autì mporoÔme na sun�goume ìti E[Sm j Fn] = Sn
gia m > n. Efìson E[ j Sn j ] < 1, h Sn eÐnai mÐa martingale wc proc thn
di jhsh Fn. Autì mac lèei ìti o paÐkthc perimènei na èqei sthn n+ 1 rÐyh thn
Ðdia periousÐa pou eÐqe sthn n rÐyh, dedomènhc thc istorÐac tou paiqnidioÔ.

Par�deigma 2.1.2 Par�deigma mÐac supermartingale
Ja parameÐnoume sta plaÐsia tou paradeÐgmatoc 2.1.1 me thn diafor� ìti ja
upojèsoume pwc to nìmisma èqei parap�nw pijanìthta na fèrei gr�mmata par�
kor¸na dhlad  ìti P (Xn = 1) � 1=2. Tìte, epanalamb�nontac thn parap�nw
diadikasÐa mporoÔme na deÐxoume ìti E[Sn+1 j Fn] � Sn, sunep¸c sÔmfwna
me ton orismì h Sn eÐnai mÐa supermartingale. H apìdeixh eÐnai polÔ apl  kai
af netai san askhsh.

Par�deigma 2.1.3 Par�deigma mÐac submartingale
Ja parameÐnoume sta plaÐsia tou paradeÐgmatoc 2.1.1 me thn diafor� ìti ja
upojèsoume pwc to nìmisma èqei parap�nw pijanìthta na fèrei kor¸na par�
gr�mmata dhlad  ìti P (Xn = 1) � 1=2. Tìte, mporoÔme na deÐxoume ìti E[Sn+1 j
Fn] � Sn, sunep¸c sÔmfwna me ton orismì h Sn eÐnai mÐa submartingale. H
apìdeixh eÐnai polÔ apl  kai af netai san �skhsh.

Ta trÐa prohgoÔmena paradeÐgmata diasafhnÐzoun thn ermhneÐa mÐac mar-
tingale san èna tÐmio (dÐkaio) paignÐdi kaj¸c kai thn ermhneÐa mÐac sub-   super-
martingale san èna mh tÐmio paignÐdi.

Shmantikì Sqìlio: MÐa martingale den orÐzetai mìno wc proc mÐa di jh-
sh all� epÐshc kai se sqèsh me èna mètro pijanìthtac (to opoÐo ousiastik�
emplèketai ston orismì thc mèshc tim c E). MporeÐ na sumbaÐnei gia k�poia
di jhsh h stoqastik  diadikasÐa Xt na eÐnai mÐa martingale wc proc k�poio mè-
tro pijanìthtac P en¸ na mhn eÐnai mÐa martingale wc proc k�poio �llo mètro
pijanìthtac Q. SuneqÐzontac to parap�nw sullogismì, mporoÔme na metatrè-
youme mÐa dedomènh stoqastik  diadikasÐa Xt se mÐa martingale prosart¸ntac
se aut  to kat�llhlo mètro pijanìthtac (krat¸ntac dhlad  tic troqièc thc
diadikasÐac ¸c èqoun all� prosart¸ntac stic troqièc autèc k�poia pijanìthta
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na emfanistoÔn). MporoÔme na xekajarÐsoume to parap�nw sqìlio sta plaÐ-
sia tou paradeÐgmatoc pou anafèrame. H stoqastik  diadikasÐa Sn eÐnai mÐa
martingale an san mètro pijanìthtac p�roume to mètro pou orÐzetai xekin¸ntac
apì thn upìjesh ìti P (H) = P (T ) = 1

2 all� den eÐnai mÐa martingale an thn
jewr soume wc proc to mètro pijanìthtac pou orÐzetai xekin¸ntac apì thn u-
pìjesh ìti to nìmisma den eÐnai tÐmio dhlad  wc proc k�poio mètro tètoio ¸ste
Q(T ) 6= Q(H). Ac jewr soume loipìn ìti èqoume dedomènh th diadikasÐa Sn
(dhlad  mÐa sullog  akolouji¸n (X1; :::; Xn; :::) apì �1 kai 1 kai apì autèc
kataskeu�zoume ta epimèrouc ajroÐsmata Sn =

Pn
i=1Xi paÐrnwntac ètsi mÐa

sullog  apì akoloujièc arijm¸n Sn). H sullog  twn Xn kai me thn seir� thc h
sullog  twn Sn eÐnai dedomènec. Ac jewr soume t¸ra ìti me k�poia pijanìthta
mporoÔme na epilèxoume stoiqeÐa twn sullog¸n aut¸n. Ac fantastoÔme loipìn
ìti h pijanìthta epilog c mi�c akoloujÐac (X1; :::; Xn; :::) pou èqei otid pote
stoiqeÐo se otid pote jèsh all� +1 sthn jèsh i eÐnai P (Xi = 1) = p. H pija-
nìthta epilog c mi�c akoloujÐac (X1; :::; Xn; :::) pou èqei otid pote stoiqeÐo se
otid pote jèsh all� �1 sthn jèsh i eÐnai P (Xi = �1) = 1� p. H pijanìthta
epilog c eÐnai sthn diakritik  mac euqèreia kai autì ousiastik� eÐnai h epilo-
g  tou mètrou pijanot twn to opoÐo pros�ptoume sthn stoqastik  diadikasÐa.
An epilèxoume p = 1

2 tìte h Xt gÐnetai mÐa martingale. An epilègoume p 6= 1
2 ;

an�loga me thn tim  tou p h Ðdia akrib¸c stoqastik  diadikasÐa (oi Ðdiec akri-
b¸c troqièc) me tic prohgoÔmenec mporeÐ na gÐnoun eÐte supermartingale eÐte
submartingale.

TonÐzetai ìti den eÐnai p�ntote dunatì gia opoiad pote stoqastik  diadikasÐa
na kataskeu�soume mètro pijanìthtac tètoio ¸ste k�tw apì to mètro autì h
stoqastik  diadikasÐa na eÐnai martingale.

To sqìlio autì apoteleÐ thn b�sh gia èna polÔ shmantikì apotèlesma sthn
jewrÐa thc stoqastik c an�lushc (kai idiaÐtera sthn jewrÐa di�qushc), to je-
¸rhma Cameron-Martin-Girsanov. To je¸rhma autì èqei pollèc efarmogèc
sthn qrhmatooikonomik , ìpwc p.q. sthn majhmatik  jewrÐa thc apotÐmhshc
qreogr�fwn (asset pricing ). Ja epanèljoume sto jèma autì me perissìterh
leptomèreia sthn sunèqeia.

SuneqÐzoume me par�jesh merik¸n akìmh qr simwn paradeigm�twn.

Par�deigma 2.1.4 'Estw Z tuqaÐa metablht , h opoÐa orÐzetai se k�poio q¸ro
pijanot twn (
;F ; P ), h opoÐa eÐnai oloklhr¸simh (E[ j Z j ] < 1) kai mÐa
di jhsh Fn, Fn � F . An orÐsoume thn akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n (dhlad 
thn stoqastik  diadikasÐa) Xn = E[Z j Fn], h Xn eÐnai martingale.

H apìdeixh, pou qrhsimopoieÐ tic idiìthtec thc upì sunj kh mèshc tim c,
af netai san �skhsh. AntÐstoiqo apotèlesma mporeÐ na diatupwjeÐ kai ìtan o
deÐkthc eÐnai suneq c (t 2 R)

Par�deigma 2.1.5 'Estw mÐa akoloujÐa apì anex�rthtec ìmoia katanemhmènec
(independent identically distributed (i.i.d) ) tuqaÐec metablhtèc (Yi); i = 1; 2; :::
gia tic opoÐec isqÔei E[Yi] = 0, E[Y 2

i ] = �2, i = 1; 2:::. Ac orÐsoume thn tuqaÐa
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metablht  X0 = 0, Xn = (
Pn

k=1 Yk)
2 � n�2. Tìte h Xn; n 2 N eÐnai mÐa mar-

tingale wc proc thn di jhsh pou par�getai apì tic metablhtèc Yn kai thn opoÐa
ac sumbolÐsoume Fn = �(Y1; Y2; :::; Yn).

H apìdeixh èqei wc ex c. Pr¸ta blèpoume ìti E[j Xn j] � 2n�2 < 1. PaÐrno-
ntac thn upì sunj kh mèsh tim  wc proc thn s-�lgebra Fn èqoume

E[Xn+1 j Fn] = E[(Yn+1 +

nX
k=1

Yk)
2 � (n+ 1)�2 j Fn]

= E[Y 2
n+1 + 2Yn+1

nX
k=1

Yk +Xn � �2 j Fn]

= E[Y 2
n+1 j Fn] + 2

nX
k=1

Yk E[Yn+1 j Fn] +Xn � �2

= Xn

Autì apodeiknÔei thn idiìthta martingale gia thn tuqaÐa metablht  Xn. Sh-
mei¸ste ìti qrhsimopoi same to gegonìc ìti oi tuqaÐec metablhtèc Xn kaiPn

k=1 Yk eÐnai Fn-metr simec (afoÔ exart¸ntai mìno apì tic Y1; :::; Yn), ètsi
¸ste na mporèsoume ex�goume apì thn upì sunj kh pijanìthta wc proc thn �-
�lgebra aut . Qrhsimopoi same epÐshc to gegonìc ìti oi Yk eÐnai anex�rthtec,
sunep¸c loipìn kai Yn+1 anex�rthth thc Fn, gia na p�roume ìti

E[Y 2
n+1 j Fn] = E[Y 2

n+1] = �2

E[Yn+1 j Fn] = E[Yn+1] = 0:

Par�deigma 2.1.6 H diadikasÐa martingale tou Wald
Sto Ðdio plaÐsio me to prohgoÔmeno par�deigma ac orÐsoume thn tuqaÐa metablht 
X0 = 0, Xn = �(�)�nexp(�(Y1+ :::+Yn)) ìpou �(�) = E[exp(�Yk)], k = 1; 2; ::.
Tìte h Xn; n 2 N eÐnai mÐa martingale wc proc thn di jhsh Fn = �(Y1; :::; Yn).

H apìdeixh af netai san �skhsh.

Ja kleÐsoume autì ton kÔklo paradeigm�twn me mÐa polÔ qr simh kathgorÐa
martingales. Autèc mporeÐ na paraqjoÔn apì k�poia dedomènh martingale mè-
sw enìc metasqhmatismoÔ, tou metasqhmatismoÔ martingale. H genÐkeush tou
metasqhmatismoÔ autoÔ se suneq  qrìno ja apotelèsei thn b�sh thc melèthc
tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc.

Par�deigma 2.1.7 O metasqhmatismìc martingale
'Estw Xn mÐa martingale wc prìc èna mètro pijanìthtac P kai mÐa di jhsh Fn
kai ac jewr soume mÐa akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n an, tètoia ¸ste an(!)
fragmènh gia k�je n; n 2 N kai an 2 Fn�1. TuqaÐec metablhtèc pou ika-
nopoioÔn tic sunj kec pou ikanopoioÔn oi an onom�zontai problèyimec. Ac
kataskeu�soume t¸ra thn stoqastik  diadikasÐa

�Xn := (X � a)n :=
nX
i=1

ai(Xi �Xi�1) = a1(X1 �X0) + :::+ an(Xn �Xn�1)
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H �Xn onom�zetai o metasqhmatismìc martingalethc Xt kai eÐnai kai aut  mar-
tingale.

Gia an to doÔme autì arkeÐ na upologÐsoume to E[ �Xn j Fn�1] kai na deÐxoume
ìti isoÔtai me �Xn�1. Sthn apìdeixh paÐzei shmantikì rìlo to ìti h an eÐnai
problèyimh. Met� arkeÐ na ergastoÔme epagwgik� gia na deÐxoume ìti

E[ �Xn j Fm] = �Xm; gia m < n:

Par�deigma 2.1.8 Sta plaÐsia tou parap�nw paradeÐgmatoc ac jewr soume
ìti h Xn eÐnai super(sub)martingale kai h stoqastik  diadikasÐa an eÐnai pro-
blèyimh kai epiplèon an � 0. Tìte h stoqastik  diadikasÐa

�Xn := (X � a)n :=
nX
i=1

ai(Xi �Xi�1) = a1(X1 �X0) + :::+ an(Xn �Xn�1)

eÐnai epÐshc mÐa super(sub)martingale.

Ja prèpei na shmei¸soume ed¸ ìti opoiad pote sun�rthsh mÐac martingale
den eÐnai aparaÐthta kai aut  mÐa martingale ! To akìloujo je¸rhma mac dÐnei
èna trìpo kataskeu c submartingales apì martingales.

Je¸rhma 2.1.2 MÐa kurt  sun�rthsh mÐacmartingale Xt eÐnai mÐa submartin-
gale. Sugkekrimèna an Xt eÐnai mÐa martingale wc proc thn di jhsh Ft kai �
eÐnai mÐa kurt  sun�rthsh, tìte h stoqastik  diadikasÐa Mt = �(Xt) eÐnai mÐa
submartingale wc proc thn Ðdia di jhsh.

Apìdeixh: H apìdeixh prokÔptei eÔkola apì thn anisìthta tou Jensen (bl.
Je¸rhma 1.4.4). 'Estw � mÐa kurt  sun�rthsh. Tìte

E[�(Xt) j Fs] � �(E[Xt j Fs]) = �(Xs)

(efìson Xt eÐnai mÐa martingale). H anisìthta aut  mac deÐqnei ìti h stoqasti-
k  diadikasÐa Mt eÐnai mÐa submartingale. 2

Par�deigma 2.1.9 Kataskeu  submartingale apì martingale
Ja kinhjoÔme kai p�li sta plaÐsia tou paradeÐgmatoc 2.1.1. Efìson h sun�rthsh
�(x) = x2 eÐnai mÐa kurt  sun�rthsh kai h Sn eÐnai mÐa martingale sÔmfwna
me to parap�nw je¸rhma h S2n ja prèpei na eÐnai mÐa submartingale.

Autì mporeÐ na epalhjeujeÐ eÔkola kai apì ton orismì thc submartingale wc
ex c: MporoÔme na gr�youme Sn = Sn�1 +Xn. 'Eqoume loipìn

E[S2n j Fn�1] = E[S2n�1 +X2
n + 2Sn�1Xn j Fn�1]

= S2n�1 + 2Sn�1E[Xn] +E[X2
n j Fn�1] � S2n�1

to opoÐo apodeiknÔei eujèwc ìti h Sn eÐnai submartingale. Sta parap�nw qrh-
simopoi same to ìti h Sn�1 eÐnai Fn�1 metr simh, h Xn eÐnai anex�rthth thc
Fn�1, ìti E[Xn] = 0 kai ìti efìson X2

n � 0 isqÔei ìti E[X2
n j Fn�1] � 0.
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2.2 Qrìnoi st�shc

Sto tm ma autì ja orÐsoume mÐa polÔ shmantik  kathgorÐa tuqaÐwn qrìnwn,
touc qrìnouc st�shc (stopping times).

Orismìc 2.2.1 'Estw (Ft)t2I mÐa di jhsh se èna sÔnolo 
, ìpou I eÐnai èna
sÔnolo deikt¸n (ìqi aparaÐthta diakritì). 'Enac qrìnoc st�shc sqetik� me th
di jhsh aut  eÐnai mÐa apeikìnish T : 
! I tètoia ¸ste

fT � tg 2 Ft; 8 t 2 I
Apì ton parap�nw orismì eÐnai fanerì ìti h T eÐnai mÐa tuqaÐa metablht . An
o qrìnoc st�shc � <1, �:�: lème ìti o � eÐnai peperasmènoc �:�: An isqÔei ìti
� � T <1 tìte lème ìti o qronoc st�shc � eÐnai fragmènoc.

An h di jhsh Ft jewrhjeÐ san h fusik  di jhsh pou par�getai apì k�poia
stoqastik  diadikasÐa Xt (  pio genik� jewr soume ìti h Ft eÐnai mÐa di jhsh
pou k�nei thn Xt metr simh), diaisjhtik� mporoÔme na poÔme ìti h tuqaÐa me-
tablht  T eÐnai ènac qrìnoc st�shc an h tim  thc mporeÐ na kajoristeÐ apì thn
gn¸sh thc stoqastik c diadikasÐac mìno kat� to pareljìn kai den qrei�zetai
plhroforÐa apì to mèllon. Stic perissìterec peript¸seic ènac qrìnoc st�shc
eÐnai h pr¸th for� pou ja sumbeÐ èna gegonìc.

Par�deigma 2.2.1 Sta plaÐsia tou paradeÐgmatoc 2.1.1 ac orÐsoume san T (!) =
inffn : Sn = Kg, dhlad  thn pr¸th for� pou o paÐkthc paÐrnei K draqmèc.
Tìte h tuqaÐa metablht  T (!) eÐnai ènac qrìnoc st�shc.

Par�deigma 2.2.2 'Enac qrìnoc pou den eÐnai qrìnoc st�shc
Sta plaÐsia tou paradeÐgmatoc 2.1.1 ac orÐsoume san T4(!) ton qrìno pou ja
prèpei na stamat soume to paignÐdi ètsi ¸ste na eÐmaste akrib¸c 4 rÐyeic prin
ft�soume sto posì twn K draqm¸n. O qrìnoc autìc den eÐnai qronoc st�shc
den mporoÔme na xèroume poiìc ja eÐnai o qrìnoc autìc par� mìno afoÔ ja ton
èqoume per�sei. Pio sugkekrimèna (an ginìtan na taxideÔoume sto pareljìn
kai sto mèllon) ja èprepe na ft�name sto posì K (to opoÐo ja gÐnei se mia
qronik  stigm  �(!) > T4(!) kai mìno tìte ja mporèsoume na kajorÐsoume ton
T4(!) = �(!) � 4. Mi� kai o �(!) eÐnai qrìnoc st�shc blèpoume ìti h tuqaÐa
metablht  T4 apaiteÐ gn¸sh tou mèllontoc giatÐ fT4 � tg 62 Ft.
Par�deigma 2.2.3 Qrìnoi eisìdou kai exìdou se k�poio sÔnolo
K�tw apì orismènec sqetik� asjeneÐc sunj kec, tic opoÐec den ja anafèroume
ed¸, o qrìnoc eisìdou TG mÐac stoqastik c diadikasÐac Xt se èna sÔnolo G �
Rn dhlad  o

TG(!) = infft � 0 : Xt(!) 2 Gg
eÐnai ènac qrìnoc st�shc. To Ðdio isqÔei kai gia ton qrìno exìdou apì to sÔnolo
G

�G = infft � 0 : Xt(!) 62 Gg
MporoÔme eÔkola na doÔme ìti TG = �G

c

kai �G = TG
c

.
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San teleutaÐa paradeÐgmata anafèroume ta akìlouja, ta opoÐa eÐnai idiaÐ-
tera qr sima sthn apìdeixh apotelesm�twn sqetik� me touc qrìnouc st�shc.

Par�deigma 2.2.4 An T kai S qrìnoi st�shc tìte kai S + T , S ^ T , S _ T
eÐnai epÐshc qrìnoi st�shc. To Ðdio isqÔei kai gia to t ^ T .
Par�deigma 2.2.5 'Estw mÐa akoloujÐa �n apì qrìnouc st�shc wc proc k�poia
di jhsh Fs. Tìte kai oi qronoi infn �n, lim infn �n, lim supn �n eÐnai epÐshc
qrìnoi st�shc wc proc thn di jhsh Ft arkeÐ h di jhsh aut  na eÐnai dexi�
suneq c dhlad  na isqÔei Ft = Ft+ :=

T
�>0Ft+�.

Par�deigma 2.2.6 Prosèggish enìc qrìnou st�shc apì mÐa akolou-
jÐa fragmènwn qrìnwn st�shc
Me b�sh tic parathr seic tou paradeÐgmatoc 2.2.4) mporoÔme na doÔme ìti k�je
qrìnoc st�shc � mporeÐ na proseggisteÐ apì mÐa akoloujÐa apì fragmènouc qrì-
nouc st�shc kai sugkekrimèna apì thn akoloujÐa � ^ n, gia thn opoÐa fusik�
isqÔei limn!1 � ^n = � . H prosèggish aut  qrhsimopoieÐtai polÔ suqn� sthn
apìdeixh jewrhm�twn sqetik� me touc qrìnouc st�shc.

Par�deigma 2.2.7 Prosèggish suneq¸n qrìnwn st�shc apì diakri-
toÔc qrìnouc st�shc [8] Pollèc forèc sthn apìdeixh apotelesm�twn se su-
neq  qrìno, eÐnai pio eÔkolo na apodeiknÔoume pr¸ta to apotèlesma se diakritì
qrìno kai katìpin na qrhsimopoioÔme thn prosèggish tou suneqoÔc qrìnou apì
mÐa akoloujÐa diakrit¸n qrìnwn kai na paÐrnoume to kat�llhlo ìrio. Sthn pe-
rÐptwsh aut  eÐnai aparaÐthto na proseggÐsoume ènan suneq  qrìno st�shc apì
mÐa akoloujÐa diakrit¸n qrìnwn st�shc. Autì mporeÐ na gÐnei me ton akìloujo
trìpo:

Ac jewr soume mÐa akoloujÐa qrìnwn ti := tni gia thn opoÐa isqÔei 0 = tn0 <
tn1 < ::: kai limi!1 tni = 1 kai limn!1 sup j tn

k+1
� tnk j= 0. Ac jewr soume

ènan (suneq ) qrìno st�shc � wc proc thn di jhsh Ft+ :=
T
�>0Ft+� kai ac

orÐsoume thn akoloujÐa

�n =

�
tnk+1; an tnk � � < tnk+1; k � 0
1; an � =1

ParathroÔme ìti an tn = maxftnk : tnk � tg tìte
f�n � tg = f�n � tng = f� < tng 2 Ftn � Ft

Sunep¸c, h akoloujÐa �n eÐnai mÐa akoloujÐa diakrit¸n qrìnwn st�shc wc proc
thn di jhsh Ft gia thn opoÐa isqÔei limn!1 �n = � . H akoloujÐa �n loipìn
mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ san diakrit  prosèggish tou suneqoÔc qrìnou st�shc
� . Up�rqei mÐa eleujerÐa ston trìpo epilog c thc akoloujÐac tni . MÐa pijan 
epilog  eÐnai tni = i

2n . Gia thn epilog  aut  mporoÔme na gr�youme se sumpag 
morf  �n = 2�n[2n� +1] ìpou [�] sumbolÐzei to akèraio mèroc, kai isqÔei �n # � .

PolÔ qr simoc sto mèllon ja eÐnai kai o orismìc thc s-�lgebrac pou a-
ntistoiqeÐ sthn plhroforÐa gia mÐa stoqastik  diadikasÐa mèqri k�poio qrìno
st�shc T .
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T T

X t X t

T

t t

Sq ma 2.1: St�sh (diakop ) thc stoqastik c diadikasÐac Xt ston qrìno st�shc
T . Sthn pr¸th eikìna faÐnetai h arqik  stoqastik  diadikasÐa Xt kai sthn
deÔterh h stamathmènh diadikasÐa Xt ton tuqaÐo qrìno T .

Orismìc 2.2.2 'Estw Ft � F mÐa di jhsh. H FT ìpou T eÐnai ènac qrìnoc
st�shc wc proc thn di jhsh Ft eÐnai to sÔnolo pou apoteleÐtai apì ta gegonìta
A 2 F pou ikanopoioÔn thn sunj kh A\fT � tg 2 Ft. H FT eÐnai mÐa s-�lgebra.

An S kai T eÐnai dÔo qrìnoi st�shc tètoioi ¸ste S � T tìte FS � FT .

2.3 Epilektik  st�sh

H epilektik  st�sh (optional stopping) mac dÐnei plhroforÐa sqetik� me to ti
mporeÐ na sumbeÐ an stamat soume mÐa martingale   mÐa super(sub)martingale
se k�poio qrìno st�shc T . H epilektik  st�sh apoteleÐ mÐa idiaÐtera qr simh
teqnik  sthn stoqastik  an�lush kai thn jewrÐa twn martingale kai dieukolÔnei
upologismoÔc mèswn tim¸n kai posot twn pou sqetÐzontai me qrìnouc st�shc.

Ja xekin soume me ton orismì thc stamathmènhc diadikasÐac (stopped pro-
cess).

Orismìc 2.3.1 An T eÐnai ènac qrìnoc st�shc tìte mporoÔme na orÐsoume thn
stamathmènh diadikasÐa XT

t := Xt^T .

EÐnai profanèc apì ton orismì, ìti h stamathmènh diadikasÐa XT
t èqei akrib¸c

tic Ðdiec troqÐec me thnXt mèqri ton qrìno st�shc T , en¸ met� ton qrìno st�shc
T h XT

t eÐnai �pagwmènh� sthn tim  XT , dhlad 

XT
t =

�
Xt(!); an t < T (!)
XT (!); an t � T (!)

MÐa pragmatopoÐhsh thc diadikasÐac Xt kai h stamathmènh diadikasÐa XT
t =

Xt^T faÐnontai sto Sq. 2.1. EÐnai eÔkolo na elègxoume ìti mÐa stamathmènh
super(sub)martingale eÐnai kai aut  mÐa super(sub)martingale.

Je¸rhma 2.3.1 MÐa stamathmènh martingale eÐnai mÐa martingale
(i) AnXt eÐnai mÐamartingale wc prìc mÐa di jhsh (Ft kai T ènac qrìnoc st�shc
wc prìc thn Ðdia di jhsh tìte h stamathmènh diadikasÐa XT

t = Xt^T eÐnai kai
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aut  mÐamartingale wc proc thn Ðdia di jhsh. IsqÔei sunep¸c E[Xt^T ] = E[X0]
(ii) An h Xt eÐnai mÐa super(sub)martingale tìte h stamathmènh diadikasÐa eÐnai
epÐshc mÐa super(sub)martingale. IsqÔei sunep¸c E[Xt^T ] � (�)E[X0].

Apìdeixh: Ja d¸soume thn apìdeixh tou jewr matoc se diakritì qrìno t =
n 2 N kai ja skiagraf soume mìno thn diadikasÐa thc apìdeixhc se suneq 
qrìno t 2 R. Gia thn pl rh apìdeixh se suneq  qrìno parapèmpoume ston [1].
(i) OrÐzoume thn akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n (stoqastik  diadikasÐa) an
ètsi ¸ste

an =

�
1; an n � T
0; alli¸c

An n � T tìte Xn^T = Xn kai am = 1 gia 1 � m � n. Sunep¸c, sthn
perÐptwsh aut 

Xn^T �X0 = Xn �X0 = an(Xn �Xn�1) + an�1(Xn�1 �Xn�2)

+ :::+ a1(X1 �X0)

An n > T tìte T = m ìpou m < n kai Xn^T = XT = Xm. Sthn perÐptwsh
aut  èqoume a1 = ::: = am = 1 kai am+1 = am+2 = ::: = an = 0. Sunep¸c

Xn^T �X0 = Xm �X0 = am(Xm �Xn�1) + am�1(Xm�1 �Xm�2)

+ :::+ a1(X1 �X0) = (X � a)n
Se k�je periptwsh loipìn èqoume ìti

Xn^T �X0 =

nX
i=1

ai(Xi �Xi�1)

MporoÔme epÐshc na parathr soume ìti an 2 Fn�1, dhlad  h stoqastik  dia-
dikasÐa an eÐnai problèyimh. Autì mporeÐ na faneÐ apì to ìti to gegonìc
fan = 0g = fT (!) � n � 1g 2 Fn�1 kaj¸c epÐshc kai apì to ìti to gego-
nìc fan = 1g = fT (!) � ng = fT > n� 1g 2 Fn�1. Me �lla lìgia mporoÔme
na apofanjoÔme sqetik� me to an h metablht  an paÐrnei thn tim  1   thn tim 
0, gnwrÐzontac thn istorÐa thc Xi mìno wc to i = n�1 kai ìqi aparaÐthta wc to
i = n. Epistrèfontac sto par�deigma 2.1.7 blèpoume ìti Xn^T = (X �a)n ìpou
me (X � a) sumbolÐzoume ton metasqhmatismì martingale thc martingale Xn me
thn stoqastik  diadikasÐa an (bl. ParadeÐgma 2.1.7). DeÐxame ìmwc sto par�-
deigma autì ìti o metasqhmatismìc martingale mÐac martingale eÐnai kai autìc
martingale. Sunep¸c h Xn^T eÐnai martingale kai isqÔei E[Xn^T ] = E[X0].

Gia ton suneq  qrìno orÐzoume mÐa akoloujÐa diakrit¸n qrìnwn Tn = (k+1)t
2n an

kt
2n � T � (k+1)t

2n . H stoqastik  diadikasÐa X kt
2n

eÐnai mÐa martingale se diakritì

qrìno (o deÐkthc tou qrìnou eÐnai to k, opìte gi aut  isqÔei E[XTn ] = E[Xt]
gia k�je n. Met� prèpei apl� na p�roume to ìrio n!1. Gia tic leptomèreiec
parapèmpoume ston [1]. TonÐzetai ìti sthn perÐptwsh tou suneqoÔc qrìnou eÐnai
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aparaÐthto h martingale Xt na ikanopoieÐ thn idiìthta thc dexi�c sunèqeiac.
(ii) Gia thn perÐptwsh twn super   submartingales h apìdeixh eÐnai parìmoia
mìno pou ja qrhsimopoi soume to apotèlesma tou paradeÐgmatoc 2.1.8. �

Sqìlio: Sto parap�nw je¸rhma, an h Xt eÐnai mÐa diadikasÐa se suneq  qrìno
jewroÔme ìti eÐnai dexi� suneq c.

EÐnai polÔ shmantikì na apant soume thn er¸thsh sqetik� me to ti sumbaÐ-
nei sthn mèsh tim  mÐac stamathmènhc martingale . Apì to parap�nw je¸rhma
mporoÔme na doÔme ìti gia k�je t èqoume ìti E[Xt^T ] = E[X0]. EÐnai epitre-
ptì ìmwc na gr�youme apl� E[XT ] = E[X0]? 'H jètontac to er¸thma lÐgo
diaforetik� eÐnai epitreptì na p�roume to ìrio t ! 1, na antistrèyoume thn
seÐra thc mèshc tim c kai tou orÐou, kai na katal xoume ìti E[XT ] = E[X0]?
MporoÔme na katal�boume ìti k�ti tètoio mporeÐ na eÐnai problhmatikì an o
qrìnoc st�shc T den eÐnai peperasmènoc. H ap�nthsh loipìn sto parap�nw
er¸thma eÐnai katafatik  se orismènec mìno peript¸seic! To Ðdio sumbaÐnei
kai sthn perÐptwsh mÐac super(sub)martingale all� t¸ra to er¸thma eÐnai h
isqÔ thc antÐstoiqhc anisìthtac sto ìrio kaj¸c t ! 1. Oi peript¸seic autèc
sunoyÐzontai sto parak�tw je¸rhma.

Je¸rhma 2.3.2 'Estw X mÐa super(sub)martingale kai T ènac qrìnoc st�shc.
Tìte h XT eÐnai olìklhr¸simh kai isqÔei E(XT ) � E(X0) se k�je mÐa apì tic
parak�tw peript¸seic

(i) T fragmènoc

(ii) X fragmènh gia k�je t kai T �:�: fragmènoc

(iii) E[T ] <1 kai gia k�poio K isqÔei

j Xs(!)�Xt(!) j� K; 8s; t; !

An h X eÐnai mÐa martingale isqÔei h isìthta.

Apìdeixh: Ja d¸soume thn apìdeixh gia thn diakrit  perÐptwsh. Gia thn
suneq  perÐptwsh arkeÐ na ergastoÔme ìpwc kai sto je¸rhma 2.3.1.
Apì to je¸rhma 2.3.1 h XT

t = Xt^T eÐnai oloklhr¸simh kai E[XT �X0] � 0.
Sthn perÐptwsh (i) arkeÐ na p�roume to n Ðso me to �nw fr�gma gia to T .
Sthn perÐptwsh (ii) mporoÔme na jèsoume n ! 1 sthn anisìthta gia thn
mèsh tim  thc stamathmènhc super(sub)martingale kai na qrhsimopoi soume
to je¸rhma fragmènhc sÔgklishc. UpenjumÐzoume ìti sÔmfwna me autì to
je¸rhma an Xn ! X �:�: kai j Xn j� K, 8!; n tìte E(j Xn �X j)! 0.
Gia to (iii) sthn diakrit  perÐptwsh èqoume

j XT^n �X0 j=
�����
T^nX
k=1

(Xk �Xk�1)

����� � KT
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kai afoÔ E[T ] <1 mporoÔme na jèsoume n!1 sthn anisìthta gia thn mèsh
tim  thc stamathmènhc super(sub)martingale kai na qrhsimopoi soume to je¸-
rhma kuriarqhmènhc sÔgklishc (dominated convergence theorem).
Gia thn suneq  perÐptwsh apl� mporoÔme na epilèxoume mÐa kat�llhlh ako-
loujÐa apì qrìnouc st�shc kai na stamat soume thn (super)martingale sthn
akoloujÐa twn qrìnwn aut¸n. 2

Sqìlio: ArketoÐ suggrafeÐc (p.q. [4]   [13]) sunoyÐzoun tic sunj kec gia
to parap�nw je¸rhma stic treÐc parak�tw sunj kec pou prèpei na isqÔoun tau-
tìqrona:

1. T <1; �:�:

2. XT oloklhr¸simh

3. E[Xn1fT>ng]! 0 kaj¸c n!1
O lìgoc pou parajèsame to je¸rhma sthn morf  pou eÐnai ed¸ (bl. p.q. [37])
eÐnai giatÐ sthn morf  aut  oi sunj kec eÐnai sun jwc pio eÔkolo na elegjoÔn.
EÐnai bèbaia dunatìn na deiqjeÐ ìti oi dÔo morfèc eÐnai isodÔnamec.

Par�deigma 2.3.1 Par�deigma efarmog c tou jewr matoc epilekti-
k c st�shc
Ac jewr soume ènan tuqaÐo perÐpato se mÐa di�stash. O tuqaÐoc peripatht c
èqei Ðsh pijanìthta gia mÐa kÐnhsh proc ta dexi�   mÐa kÐnhsh proc ta arister�.
Ac onom�soume Yi thn tuqaÐa metablht 

Yi =

�
1; kÐnhsh proc ta dexi�
�1; kÐnhsh proc ta arister�

Oi tuqaÐec metablhtèc Yi eÐnai anex�rthtec kai ìmoia katanemhmènec (i.i.d ) me
E[Yi] = 0 kai E[Y 2

i ] = 1. Tìte h jèsh tou tuqaÐou peripatht  (jewr¸ntac ìti
xekin�ei apì to 0) eÐnai h tuqaÐa metablht  S0 = 0, Sn =

Pn
k=1 Yk. OrÐzoume

thn tuqaÐa metablht  T = minfn : Sn = �a or Sn = bg (h pr¸th for� pou o
tuqaÐoc peripatht c ft�nei sto shmeÐo �a   b).
(i) DeÐxte ìti me pijanìthta 1 o peripatht c ja egkataleÐyei ta di�sthma [�a; b]
se peperasmèno qrìno.
(ii) BreÐte thn pijanìthta o tuqaÐoc peripatht c na ft�sei sto �a prÐn to b.
(iii) Poi� eÐnai h mèsh tim  thc T ?

'Eqoume  dh dei ìti h stoqastik  diadikasÐa Sn eÐnai mÐa martingale wc proc
thn di jhsh Fn = �(Y1; :::; Yn). To Ðdio sumbaÐnei kai gia thn stoqastik  diadi-
kasÐa Zn = S2n�n. MporoÔme epÐshc sqetik� eÔkola na doÔme ìti h metablht 
T eÐnai ènac qrìnoc st�shc wc proc thn di jhsh Fn.
(i) IsqÔei ìti E[S2n^T � (n ^ T )] = E[S20 � 0] = 0 (jumhjeÐte ìti autì isqÔei
p�ntote qwrÐc kanèna periorismì ston T ). To Sn^T eÐnai fragmèno kai isqÔei
�a � Sn^T � b opìte kai S2n^T � K gia kat�llhlh epilog  tou K. Sunep¸c
E[T ] = E[S2n^T ] � K. Apì autì mporoÔme na sumper�noume ìti T < 1 �:�:
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(an autì den to blèpete amèswc qrhsimopoieÐste thn anisìthta tou Chebychev)
opìte P (T < 1) = 1 kai o peripatht c ja egkataleÐyei to di�sthma [�a; b] se
peperasmèno qrìno.
(ii) Ac onom�soume pa thn �gnwsth pijanìthta. IsqÔei ìti E[Sn^T ] = E[S0] = 0
(jumhjeÐte ìti autì isqÔei p�ntote qwrÐc kanèna periorismì ston T ). H stoqa-
stik  diadikasÐa Sn^T eÐnai fragmènh efìson �a � Sn^T � b kai sunep¸c apì
to je¸rhma kuriarqhmènhc sÔgklishc

E[S0] = lim
n!1

E[Sn^T ] = E[ lim
n!1

Sn^T ] = E[ST ]

(ousiastik� qrhsimopoioÔme to (iii) tou jewr matoc 2.3.2). Gia ton qrono st�-
shc T loipìn isqÔoun oi sunj kec tou jewr matoc 2.3.2 kai èqoume E[S0] =
E[ST ]. Efìson S0 = 0 to aristerì mèloc thc exÐswshc aut c eÐnai Ðso me
to 0. Apì ton orismì tou T , h ST mporeÐ na p�rei eÐte thn tim  �a me pi-
janìthta pa eÐte thn tim  b me pijanìthta 1 � pa. EÐnai loipìn profanèc ìti
E[ST ] = �apa+(1� pa)b. 'Etsi apì to je¸rhma epilektik c st�shc èqoume ìti

0 = �apa + (1� pa)b =) pa =
b

a+ b

(iii) Gia na broÔme thn mèsh tim  thc T ja qrhsimopoi soume xan� ìti h tuqaÐa
metablht  Zn = S2n � n eÐnai mÐa martingale. 'Opwc eÐdame parap�nw o qrìnoc
st�shc T ikanopoieÐ mÐa apì tic sunj kec tou jewr matoc epilektik c st�shc
(2.3.2) opìte èqoume

E[ZT ] = E[Z0] =)
0 = paa

2 + (1� pa)b
2 �E[T ] =)

E[T ] = ab <1:

Autì to apotèlesma mporeÐ na brejeÐ kai me stoiqei¸dh trìpo qrhsimopoi¸ntac
sunduastik  gia na broÔme thn katanom  pou akoloujeÐ h Sn all� autìc o
trìpoc eÐnai kat� polÔ pio eÔkoloc.

Prìblhmata sqetik� me to parap�nw par�deÐgma brÐskoun shmantikèc e-
farmogèc sthn analogistik  epist mh kai sugkekrimèna ston upologismì tou
apojematikoÔ asfalistik¸n etairei¸n. Den ja epektajoÔme se tètoiec efarmo-
gèc sto biblÐo autì. Gia mÐa polÔ kal  k�luyh tou jèmatoc parapèmpoume sto
[19].

Ja d¸soume t¸ra kai èna par�deigma sto opoÐo oi sunj kec tou jewr matoc
2.3.2 den isqÔoun.

Par�deigma 2.3.2 'Enac qrìnoc st�shc gia ton opoÐo den isqÔei to
je¸rhma epilektik c st�shc
Ja parameÐnoume sta plaÐsia tou parap�nw paradeÐgmatoc all� t¸ra ac orÐsoume
san T = minfn : Sn = bg, b 6= 0, dhlad  T eÐnai o pr¸toc qrìnoc pou o
peripatht c ft�nei sto shmeÐo b. O qrìnoc T eÐnai ènac qrìnoc st�shc. 'Estw
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ìti mporoÔsame na efarmìsoume to je¸rhma 2.3.2 gia thn martingale Sn. Tìte
ja eÐqame E[ST ] = E[S0] kai afoÔ ST = b kai S0 = 0 ja èqoume b = 0 to opoÐo
eÐnai �topo. Pou up�rqei to prìblhma? To prìblhma eÐnai ìti nai men isqÔei
E[Sn^T ] = E[S0] = 0 opìte kai limn!1E[Sn^T ] = 0 all� t¸ra

0 = E[S0] = lim
n!1

E[Sn^T ] 6= E[ lim
n!1

Sn^T ] = E[ST ]

mi� kai h Sn^T den eÐnai plèon aparaÐthta fragmènh (mporeÐ na gÐnei kai �1)
opìte to je¸rhma kuriarqhmènhc sÔgklishc den mporeÐ plèon na efarmosteÐ gia
na dikaiologhjei h antimet�jesh thc mèshc tim c me to ìrio. EpÐshc to Sn^T
den eÐnai aparaÐthta monìtonh akoloujÐa kai ètsi den mporoÔme na efarmìsoume
oÔte to je¸rhma monìtonhc sÔgklishc. MporeÐ m�lista na apodeiqjeÐ ìti gia
ton qrìno st�shc T isqÔei T <1; �:�: all� E[T ] =1.

KleÐnontac to tm ma autì, jèloume na tonÐsoume ìti h efarmog  tou jewr -
matoc epilektik c st�shc apaiteÐ polÔ meg�lh prosoq  kai Ðswc eÐnai kalÔtero
na xekin�me apì thn sqèsh E[Xn^T ] = E[X0] pou isqÔei gia mÐa martingale gia
opoiod pote qrìno st�shc T kai met� na prospajoÔme na dikaiolog soume thn
sqèsh E[XT ] = E[X0] an isqÔei paÐrnontac to ìrio n ! 1 kai prospaj¸ntac
na qrhsimopoi soume k�poio apì ta jewr mata sÔgklishc, par� na efarmìzou-
me kateujeÐan to je¸rhma 2.3.2 ektìc kai an eÐmaste polÔ sÐgouroi gia thn isqÔ
twn sunjhk¸n (i)� (iii).

2.4 SÔgklish diadikasi¸n martingale

Ja asqolhjoÔme t¸ra me thn sÔgklish twn diadikasi¸n martingale. To jèma
autì eÐnai polÔ endiafèron apì jewrhtik c �poyhc kaj¸c kai idiaÐtera qr simo
se mÐa seir� apì efarmogèc. Up�rqoun mÐa seir� apì jewr mata sÔgklishc gia
martingale all� emeÐc ed¸ ja perioristoÔme se dÔo jewr mata ta opoÐa eÐnai
arket� gia touc skopoÔc mac. Ta jewr mata aut� anafèrontai sthn sÔgklish
martingales oi opoÐec eÐnai L1 kai sthn sÔgklish martingales oi opoÐec eÐnai o-
moiìmorfa oloklhr¸simec (o orismìc thc ènnoiac aut c akoloujeÐ).

Xekin�me me to je¸rhma sqetik� me thn sÔgklish L1 martingale.

Je¸rhma 2.4.1 SÔgklish L1-martingale
'Estw Xt mÐa L1 super(sub)martingale, dhlad  mÐa super(sub)martingale gia
thn opoÐa isqÔei E j Xt j<1. Tìte to ìrio limt!1Xt up�rqei �:�:

Apìdeixh: Bl. par�rthma tou kefalaÐou. 2

To ìrioX := limt!1 eÐnai mÐa L1 tuqaÐa metablht  dhlad  isqÔeiE[j X j] <1.
To parap�nw je¸rhma mac exasfalÐzei sqedìn bèbaih sÔgklish all� ìqi sÔgkli-
sh ston L1 h opoÐa eÐnai kai aparaÐthth ìtan jèloume na melet soume tic mèsec
timèc k�poiac stoqastik c diadikasÐac kai ta ìria touc. Gia na exasfalÐsoume
thn sÔgklish ston L1 ja prèpei na epib�lloume ka mÐa epiplèon sunj kh stic
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martingales, thn sunj kh thc omoiìmorfhc oloklhrwsimìthtac (uniform
integrability).

Orismìc 2.4.1 H stoqastik  diadikasÐa Xt onom�zetai omoiìmorfa olo-
klhr¸simh an gia k�je � > 0 up�rqei M > 0 tètoio ¸steZ

fjXtj>Mg

j Xt j dP = E[j Xt j 1fjXtj>Mg] < �

gia k�je t.

Sqìlia:(1) H Xt mporeÐ na jewrhjeÐ apl� kai san mÐa oikogèneia tuqaÐwn me-
tablht¸n   san mÐa akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n.
(2) MporoÔme na deÐxoume (af netai san �skhsh) ìti h tuqaÐa metablht  X
eÐnai oloklhr¸simh an kai mìno an gia k�je � > 0 up�rqei M > 0 tètoio ¸ste
E[j X j; fj X j> Mg] < �. Sunep¸c gia k�je akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n Xt

up�rqei akoloujÐa arijm¸n Mt tètoia ¸ste E[j Xt j; fj Xt j> Mtg] < �. An ta
Mt eÐnai anex�rthta tou t tìte h akoloujÐa Xt eÐnai omoiìmorfa oloklhr¸simh.
(3) 'Alloi suggrafeÐc qrhsimopoioÔn gia ton orismì thc omoiìmorfhc oloklh-
rwsimìthtac thn sunj kh limM!1 suptE[j Xt j; fj Xt j> Mtg] = 0. 'Iswc aut 
h morf  tou orismoÔ na eÐnai kai pio kajar  sqetik� me to ti shmaÐnei h omoiì-
morfh oloklhrwsimìthta kai to pwc h idiìthta aut  exasfalÐzei thn sÔgklish
kat� L1

To parak�tw par�deigma pou ofeÐletai ston Williams [37] dÐnei polÔ eÔsto-
qa thn diafor� metaxÔ L1 tuqaÐwn metablht¸n kai omoiìmorfa oloklhr¸simwn
tuqaÐwn metablht¸n kai to giatÐ mporeÐ na qreiasteÐ o diaqwrismìc autìc ìtan
melet�me sÔgklish.

Par�deigma 2.4.1 Ac jewr soume to q¸ro pijanot twn ([0; 1];B([0; 1]); P ) ì-
pou P eÐnai to mètro Lebesgue sto di�sthma [0; 1]. Ac p�roume thn akoloujÐa
diasthm�twn In = (0; 1n ) kai ac jewr soume thn akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n
Xn = n1In . H Xn mporeÐ na jewrhjeÐ san mÐa stoqastik  diadikasÐa se diakritì
qrìno n.

(i) H akoloujÐa aut  eÐnai L1 (ennooÔme dhlad  fragmènh ston L1) efìson
E[Xn] = 1 gia k�je n. 'Omwc, h akoloujÐa aut  den eÐnai omoiìmorfa olo-
klhr¸simh ìpwc mporeÐ na faneÐ kajar� apì to ìti gia opoiod pote M > 0 an
epilèxoume n > M èqoume ìti

E[j Xn j; fj Xn j> Mg] = E[j Xn j 1fjXnj>Mg] = nP (In) = 1

Sunep¸c mÐa L1 akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n den eÐnai aparaÐthta kai omoiì-
morfa oloklhr¸simh. Bèbaia mÐa omoiìmorfa oloklhr¸simh akoloujÐa tuqaÐwn
metablht¸n ja eÐnai aparait twc kai L1.
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(ii) Ac doÔme t¸ra tic sunèpeiec tou parap�nw sthn sÔgklish. MporoÔme eÔko-
la na doÔme ìti Xn ! 0 sqedìn bèbaia all� E[Xn] = 1 gia k�je n kai sunep¸c
E[Xn] 6! 0. Sunep¸c gia akoloujÐec tuqaÐwn metablht¸n pou eÐnai L1 h sqedìn
bèbaih sÔgklish den sunep�getai aparaÐthta kai thn sÔgklish kat� L1. Autì
isqÔei mìno gia omoiìmorfa oloklhr¸simec akoloujÐec tuqaÐwn metablht¸n. H
parat rhsh aut  eÐnai sumbat  me ta apotelèsmata thc paragr�fou 1.6.

'Ena eÔlogo er¸thma eÐnai to p¸c mporoÔme na par�goume omoiìmorfa olo-
klhr¸simec stoqastikèc diadikasÐec

Par�deigma 2.4.2 An Xt eÐnai mÐa stoqastik  diadikasÐa tètoia ¸ste E[j
X jp] < C; p > 1 gia k�je t tìte h Xt eÐnai omoiìmorfa oloklhr¸simh.

Pr�gmati, an v �M > 0 tìte v �M1�pvp. Sunep¸c gia k�je t èqoumeZ
fjXtj>Mg

j Xt j dP �M1�p
Z

fjXtj>Mg

j Xt jp dP �M1�pC

Sunep¸c, epilègontac � = M1�pC mporoÔme na doÔme ìti h Xt ikanopoieÐ thn
sunj kh gia thn omoiìmorfh oloklhrwsimìthta.

Parat rhsh: To parap�nw apotèlesma den isqÔei gia p = 1. An mÐa sto-
qastik  diadikasÐa einai fragmènh ston L1 tìte den isqÔei aparaÐthta ìti aut 
eÐnai kai omoiìmorfa oloklhr¸simh ìpwc proèkuye apì to par�deigma 2.4.1.

Par�deigma 2.4.3 An h stoqastik  diadikasÐa Xt eÐnai fragmènh apì mÐa
L1 tuqaÐa metablht  dhlad  j Xt(!) j� Y (!), E[Y ] � 1, tìte h stoqastikh
diadikasÐa Xt eÐnai omoiìmorfa oloklhr¸simh. Autì kai p�li den èrqetai se
antÐjesh me ta ìsa eÐpame parap�nw giatÐ nai men h Xt pou èqei thn parap�nw
idiìthta eÐnai L1 all� oi Xt me thn idiìthta aut  apoteloÔn mÐa pio eidik 
kathgorÐa L1 stoqastik¸n diadikasi¸n efìson mÐa opoiad pote L1 stoqastik 
diadikasÐa den ikanopoieÐ aparaÐthta thn sunj kh j X(!) j< Y (!) gia k�je !.

Ja kleÐsoume thn par�jesh twn paradeigm�twn me èna polÔ qr simo par�-
deigma gia ta jèmata pou akoloujoÔn.

Par�deigma 2.4.4 An X eÐnai mÐa oloklhr¸simh tuqaÐa metablht  kai Ft
k�poia di jhsh tìte h stoqastik  diadikasÐa Xt pou orÐzetai apì thn sqèsh
Xt = E[X j Ft] eÐnai mÐa omoiìmorfa oloklhr¸simh stoqastik  diadikasÐa.
M�lista mporoÔme polÔ apl� na doÔme ìti einai kai mÐa martingale. Autì eÐnai
kai to pr¸to par�deigma mÐac omoiìmorfa oloklhr¸simhc martingale.

EÐmaste t¸ra se jèsh na d¸soume èna je¸rhma sÔgklishc gia omoiìmorfa
oloklhr¸simec martingale.

Je¸rhma 2.4.2 SÔgklish omoiìmorfa oloklhr¸simwn martingale
(i) 'Estw Xt omoiìmorfa oloklhr¸simh supermartingale. Tìte up�rqei tuqaÐa
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metablht  X tètoia ¸ste limt!1Xt = X kai h sÔgklish eÐnai ston L1.
(ii) An h Xt eÐnai martingale tìte mporeÐ na grafeÐ san Xt = E[X j Ft] ìpou
X = limt!1Xt to ìrio thc Xt ston L

1, kai Ft = �(Xs; s � t) (h s-�lgebra pou
par�getai apì thn Xt).

Apìdeixh: Bl. par�rthma tou kefalaÐou. 2

Par�deigma 2.4.5 An Xt eÐnai mÐa omoiìmorfa oloklhr¸simh martingale kai
limt!1Xt = a ston L1 gia k�poio a 2 R tìte Xt = a, �:�.

Pr�gmati, sÔmfwna me to parap�nw je¸rhma èqoume ìti Xt = E[X j Ft] ì-
pou X = limt!1Xt = X to ìrio thc Xt ston L

1. Efìson limt!1Xt = a ston
L1 ja èqoume ìti Xt = E[a j Ft] = a. H parap�nw isìthta isqÔei �:�.

H enallaktik  apìdeixh tou nìmou 0� 1 tou Kolmogorov apoteleÐ klassikì
par�deigma efarmog c tou jewr matoc sÔgklishc omoiìmorfa oloklhr¸simwn
martingales.

Par�deigma 2.4.6 Nìmoc 0� 1 tou Kolmogorov
'Estw Xn mÐa akoloujÐa anex�rthtwn tuqaÐwn metablht¸n, n 2 N. OrÐzoume
tic s-�lgebrec Tn = �(Xn+1; Xn+2; :::) kai T =

T
n Tn. Sthn Tn perièqetai h

plhroforÐa apì thn metablht  n+1 kai pèra, en¸ h T perièqei thn asumptwtikh
plhroforÐa kaj¸c n!1. An F 2 T tìte P (F ) = 0   P (F ) = 1.

Apìdeixh: OrÐzoume tic s-�lgebrec Fn = �(X1; :::; Xn) kai thn stoqastik 
diadikasÐa Yn = E[1A j Fn] ìpou A 2 T . SÔmfwna me to par�deigma 2.4.4 h Yn
eÐnai mÐa omoiìmorfa oloklhr¸simh martingale opìte up�rqei mÐa tuqaÐa meta-
blht  Y tètoia ¸ste Yn ! Y (ston L1) kai Yn = E[Y j Fn]. Blèpoume loipìn
ìti E[Y j Fn] = E[1A j Fn] gia k�je n. Sunep¸c Y = 1A �:�. Efìson ìmwc oi
Xn eÐnai anex�rthtec metaxÔ touc h tuqaÐa metablht  1A eÐnai anex�rthth thc
s-�lgebrac Fn. 'Ara Yn = E[1A j Fn] = E[1A] = P (A). Blèpoume loipìn ìti
P (A) = Yn = Y = 1A. H 1A eÐnai ìmwc mÐa tuqaÐa metablht  pou paÐrnei mìno
dÔo timèc 0 kai 1. 'Ara P (A) = 0   P (A) = 1.

Ja kleÐsoume thn par�grafo aut  me èna apotèlesma to opoÐo eÐnai idiaÐtera
qr simo.

Je¸rhma 2.4.3 'Estw X mÐa L1 tuqaÐa metablht  kai Ft mÐa di jhsh. Tìte

lim
t!1E[X j Ft] = E[X j F1]

ìpou h sÔgklish eÐnai sqedìn bèbaih (�:�:) kai L1-sÔgklish. Wc F1 orÐzetai h
s-�lgebra F1 = �(

S
t�0Ft) dhlad  h s-�lgebra pou par�getai apì ta sÔnola

A 2 St�0Ft.
Apìdeixh: Bl. par�rthma tou kefalaÐou. 2
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2.5 Anisìthtec martingale

Ja parajèsoume t¸ra orismènec basikèc anisìthtec pou isqÔoun gia martin-
gales. Ja parajèsoume tic anisìthtec gia suneq  qrìno all� h genÐkeush se
diakritì qrìno eÐnai profan c.

Je¸rhma 2.5.1 Anisìthta gia submartingales tou Doob. 'Estw X
mÐa mh arnhtik  submartingale. Tìte gia c > 0

cP (sup
k�n

Xk � c) � E[Xn; fsup
k�n

Xk � cg] � E[Xn]

Apìdeixh: Bl. par�rthma tou kefalaÐou. 2

H epìmenh anisìthta eÐnai epÐshc idiaÐtera qr simh

Je¸rhma 2.5.2 'Estw p > 1. An Xt eÐnai mÐa martingale   mÐa jetik  sub-
martingale tìte

E[(sup
s�t

j Xs j)p] � cE[j Xt jp]

Apìdeixh: Bl. par�rthma tou kefalaÐou. 2

Par�deigma 2.5.1 An Xn eÐnai anex�rthtec, ìmoia katanemhmènec (iid) tu-
qaÐec metablhtèc gia tic opoÐec isqÔei P (Xi = �1) = 1=2 kai Yn =

Pn
i=1Xi.

ApodeÐxte ìti

P [ sup
m�n

j Ym j� a] � e�
a2

2n

Apìdeixh H Yn eÐnai mÐa martingale. Efìson h sun�rthsh ebx eÐnai kurt 
sun�rthsh h ebYn eÐnai mÐa mh arnhtik  submartingale (bl. Je¸rhma 2.1.2).
Sunep¸c èqoume

P [ sup
m�n

Ym � a] = P [ sup
m�n

ebYm � eab] � e�abE[ebYn ] = e�ab(coshb)n

ìpou qrhsimopoi same thn anexarthsÐa twn Xi gia na upologÐsoume thn mèsh
tim  E[ebYn ]. Epanalamb�noume to Ðdio me thn �Yn kai paÐrnoume

P [ sup
m�n

(�Ym) � a] = P [ sup
m�n

e�bYm � eab] � e�abE[e�bYn ] = e�ab(coshb)n

AjroÐzontac tic dÔo autèc anisìthtec paÐrnoume

P [ sup
m�n

j Ym j� a] � 2e�ab(coshb)n
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Epeid  gia k�je b isqÔei coshb � eb
2=2 h parap�nw anisìthta mporeÐ na grafeÐ

wc

P [ sup
m�n

j Ym j� a] � 2e�ab+b
2n=2

Mèqri t¸ra to b  tan aujaÐreto. An loipìn epilèxoume b = a=n katal goume
sto sumpèrasma

P [ sup
m�n

j Ym j� a] � e�
a2

2n

2.6 H diadikasÐa tetragwnik c metabol c

Ta jewr mata pou akoloujoÔn mac dÐnoun èna qarakthrismì genik¸n diadika-
si¸n supermartingale san th diafor� mÐac martingale kai mÐac aÔxousac dia-
dikasÐac. Ta jewr mata aut� eÐnai idiaÐtera qr sima se di�forec efarmogèc
thc jewrÐac twn martingales, gia par�deigma se probl mata bèltistopoihshc
p.q probl mata bèltisthc st�shc (optional stopping). 'Ena meg�lo mèroc twn
problhm�twn pou emfanÐzontai sta qrhmatooikonomik� majhmatik� mporeÐ na
ekfrastoÔn san probl mata aut c thc morf c. Ja epanèljoume sta probl ma-
ta aut� kai thn animet¸pish touc argìtera.

Je¸rhma 2.6.1 AposÔnjesh Doob-Meyer MÐa dexi� suneq c omoiìmorfa
oloklhr¸simh supermartingale Xt mporeÐ na grafeÐ sthn akìloujh morf 

Xt =Mt �At

ìpou fMtg eÐnai mÐa dexi� suneq c martingale kai fAtg eÐnai mÐa aÔxousa diadi-
kasÐa (increasing process ) gia thn opoÐa isqÔei A0 = 0. Tìso hMt ìso kai h At
eÐnai prosarmosmènec sthn di jhsh pou par�gei h Xt. Epiplèon h aposÔnjesh
aut  eÐnai monadik .

Apìdeixh: ParaleÐpetai. Bl. p.q. [8].2

H aposÔnjesh Doob-Meyer paÐrnei mÐa kat� k�ti diaforetik  morf  sthn dia-
krit  perÐptwsh ston qrìno gi' autì kai thn parajètoume ed¸. H aposÔnjesh
aut  sthn diakrit  perÐptwsh onom�zetai aposÔnjesh tou Doob.

Je¸rhma 2.6.2 An Xn, n 2 N eÐnai mÐa supermartingale, tìte up�rqei mÐa
martingale Mn kai mÐa aÔxousa diadikasÐa An tètoia ¸ste Xn = Mn � An. H
Mn eÐnai metr simh wc proc thn Fn kai h An+1 eÐnai metr simh wc proc thn
Fn. UpenjumÐzoume pwc Fn = �(Xk; k � n).

Apìdeixh: Den ja dokim�soume na parajèsoume ed¸ thn apìdeixh tou jewr -
matoc sthn genik  perÐptwsh all� ja d¸soume k�poio sqèdio apìdeixhc gia thn
diakrit  perÐptwsh. Ac orÐsoume thn metablht 

M0 = X0

Mn = Mn�1 +Xn �E(Xn j Fn�1)
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EÐnai eÔkolo na elègxoume ìti h Mn eÐnai mÐa martingale. T¸ra ac orÐsoume
An =Mn �Xn. Tìte

An = An�1 +Xn�1 �E(Xn j Fn�1)
kai afoÔ h fXng eÐnai mÐa supermartingale mporoÔme na doÔme apì ton orismì
thc supermartingale ìti An � An�1. Af noume thn apìdeixh thc monadikìthtac
ston anagn¸sth. Gia tic leptomèreiec parapèmpoume p.q. sto [27].2

Me b�sh to parap�nw je¸rhma mporoÔme na orÐsoume thn ènnoia thc diadi-
kasÐac tetragwnik c metabol c mÐac martingale.

Orismìc 2.6.1 An Xt eÐnai mÐa tetragwnik� oloklhr¸simh martingale h dia-
dikasÐa tetragwnik  metabol c thc (quadratic variation process) eÐnai
h suneq c aÔxousa diadikasÐa < X >t h opoÐa eÐnai tètoia ¸ste h stoqastik 
diadikasÐa X2

t� < X >t na eÐnai martingale h opoÐa mhdenÐzetai sto t = 0.

H diadikasÐa tetragwnik c metabol c èqei kai èna diaforetikì qarakthrismì
o opoÐoc ja mac faneÐ qr simoc sthn an�ptuxh tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc.

Orismìc 2.6.2 Enallaktikìc orismìc thc diadikasÐac tetragwnik c
metabol c 'Estw � = f0 = t0 < t1 < ::: < tk = tg mÐa diamèrish tou dia-
st matoc [0; t] kai Xt mÐa tetragwnik� oloklhr¸simh martingale. H diadikasÐa
tetragwnik c metabol c thc Xt mporeÐ na oristeÐ kai san to ìrio kat� pijanì-
thta

< X >t= lim
j�j!0

X
i

(Xti+1 �Xti)
2

ìpou j � j= sup j ti+1 � ti j.
O pr¸toc orismìc thc diadikasÐac tetragwnik c metabol c gia mÐa martin-

gale mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ kai gia martingales se diakritì qrono.

Sqìlio: 'Opwc ja doÔme kai parak�tw sto kef�laio 4 ìtan suzht soume thn
ènnoia tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc, h diadikasÐa tetragwnik c metabol c
mÐac suneqoÔc martingale mporeÐ na oristeÐ kai mèsw tou stoqastikoÔ oloklh-
r¸matoc. Upì thn ènnoia aut  o enallaktikìc orismìc eÐnai perittìc kai ja
mporoÔsame na deÐxoume ìti oi diadikasÐec pou orÐzontai stouc orismoÔc 2.6.1
kai 2.6.2 tautÐzontai. En¸ emeÐc ed¸ sthrÐxame thn Ôparxh thc diadikasÐac te-
tragwnik c metabol c sthn aposÔnjesh Doob-Meyer ja mporoÔsame na thn deÐ-
xoume apeujeÐac k�nontac qr sh tou orismoÔ tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc.
Gia mÐa tètoia optik  parapèmpoume p.q. ston [15].

Par�deigma 2.6.1 Sta plaÐsia tou paradeÐgmatoc 2.1.1 èqoume ìti < Y >n=
n.

Ja suneqÐsoume t¸ra me èna polÔ qr simo apotèlesma to opoÐo ja qrhsi-
mopoihjeÐ polÔ sthn jewrÐa tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc.
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Orismìc 2.6.3 DiadikasÐec fragmènhc metabol c (Processes of bounded
variation ). 'Estw � = f0 = t0 < t1 < ::: < tk = tg mÐa diamèrish tou diast -
matoc [0; t]. Gia mÐa diadikasÐa Xt orÐzoume

S�t =
X
i

j Xti+1 �Xti j

Lème ìti h diadikasÐa X eÐnai peperasmènhc metabol c (�nite variation )
an gia k�je t

St = sup
�
S�t <1

An limt!1St < 1 tìte lème ìti h diadikasÐa eÐnai fragmènhc metabol c
(bounded variation ).

Je¸rhma 2.6.3 MÐa suneq c martingale fXtg me peperasmènh metabol  (�-
nite variation ) kai X0 = 0 eÐnai Ðsh me to 0 gia k�je t, dhlad  Xt = 0.

Apìdeixh: Ac onom�soume Vt thn metabol  thc X sto di�sthma [0; t]. Tìte

E[X2
t ] = E[

k�1X
i=0

(X2
ti+1

�X2
ti)] = E[

k�1X
i=0

(Xti+1 �Xti)
2]

ìpou qrhsimopoi same tic idiìthtec thc upì sunj khc mèshc tim c kai to gego-
nìc ìti h Xt eÐnai martingale . Oi leptomèreiec af nontai san �skhsh.

'Eqoume ìmwc ìti

E[

k�1X
i=0

(Xti+1 �Xti)
2] � E[sup

i
j Xti+1 �Xti j Vt] � KE[sup

i
j Xti+1 �Xti j]

ìpouK eÐnai èna fr�gma gia thn metabol  thc diadikasÐac. Kaj¸c �! 0 lìgw
thc sunèqeiac thc Xt, to dexÐo mèloc thc isìthtac aut c teÐnei sto 0 ètsi ¸ste

E[Xt]! 0 =) Xt = 0; 8t; �:�:

Autì kai oloklhr¸nei thn apìdeixh. 2

H diadikasÐa tetragwnik c metabol c mporeÐ na genikeujeÐ kai sthn perÐptw-
sh pou èqoume perissìterec apì mÐa martingale. MporoÔme tìte na orÐsoume
thn apì koinoÔ diadikasÐa tetragwnik c metabol c.

Orismìc 2.6.4 'Estw M kai N dÔo tetragwnik� oloklhr¸simec martingale.
H apì koinoÔ diadikasÐa tetragwnik c metabol c (joint quadratic vari-
ation) twn M kai N orÐzetai h diadikasÐa

< M;N >t:=
1

2
(< M +N;M +N >t � < M;M >t � < N;N >t)
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H apo koinoÔ diadikasÐa tetragwnik c metabol c dÔo martingale èqei kai
ènan enallaktikì orismì o opoÐoc mporeÐ na eÐnai qr simoc.

Orismìc 2.6.5 Enallaktikìc orismìc thc apì koinoÔ diadikasÐac te-
tragwnik c metabol c 'Estw � = f0 = t0 < t1 < ::: < tk = tg mÐa diamèrish
tou diast matoc [0; t] kaiMt, Nt dÔo tetragwnik� oloklhr¸simec martingale. H
apì koinoÔ diadikasÐa tetragwnik c metabol c twn Mt kai Nt mporeÐ na oristeÐ
kai san to ìrio kat� pijanìthta

< M;N >t:= lim
j�j!0

X
i

(Mti+1 �Mti)(Nti+1 �Nti)

ìpou j � j= sup j ti+1 � ti j.

Par�deigma 2.6.2 H < M;N >t eÐnai h monadik  diadikasÐa tètoia ¸ste h
stoqastik  diadikasÐa MtNt� < M;N >t na eÐnai mÐa martingale h opoÐa mh-
denÐzetai sto t = 0.

Pr�gmati, mporoÔme na gr�youme

MtNt =
1

2
(Mt +Nt)

2 � 1

2
M2

t �
1

2
N2
t

AfairoÔme kai apo ta dÔo mèlh thc sqèshc aut c thn posìthta < M;N >t kai
qrhsimopoi¸ntac ton orismì 2.6.2 paÐrnoume

MtNt� < M;N >t =
1

2

�
(Mt +Nt)

2� < M +N;M +N >t

�
+

1

2

�
M2

t � < M;M >t

�
+

1

2

�
N2
t � < N;N >t

�
K�nontac qr sh twn idiot twn thc diadikasÐac tetragwnik c metabol c gia mia
martingale to zhtoÔmeno èpetai.
Me b�sh thn parat rhsh aut  mporoÔme na deÐxoume ìti gia opoiond pote pepe-
rasmèno qrìno st�shc � isqÔei

E[M�N� ] =< M;N >�

2.7 Martingales sthn oikonomik 

Oi diadikasÐec martingale brÐskoun pollèc qr simec efarmogèc sthn oikonomik 
jewrÐa. MÐa apì tic plèon endiafèrousec efarmogèc, eÐnai sthn qrhmatooikono-
mik  san montèla gia tic timèc twn qreogr�fwn se mÐa agor�   sthn apotÐmhsh
qrhmatooikonomik¸n periousiak¸n stoiqeÐwn. 'Allec endiafèrousec efarmogèc
eÐnai se probl mata bèltisthc st�shc   genikìtera se probl mata elègqou.
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2.7.1 Oi timèc twn qreogr�fwn wc martingale

Sthn qrhmatooikonomik , oi timèc twn qreogr�fwn suqn� jewroÔntai ìti èqoun
k�poia dom  martingale. To upìdeigma autì gia tic timèc twn qrewgr�fwn u-
posthrÐqjhke isqur� apì ton Amerikanì oikonomolìgo Paul Samuelson 2. To
upìdeigma autì mporeÐ na sundejeÐ me basikèc upojèseic gia tic apodìseic kai tic
protim seic kai �ra mporeÐ na sundejeÐ me �llec oikonomikèc jewrÐec. EpÐshc to
upìdeigma autì mporeÐ na sundejeÐ me thn upìjesh thc apotelesmatikìthtac
thc agor�c (market eÆciency ) pou qrhsimopoieÐtai polÔ suqn� sthn qrh-
matooikonomik . SÔmfwna me thn upìjesh aut  h  dh up�rqousa plhroforÐa
gia thn oikonomÐa antanakl�tai stic timèc.

Ja parousi�soume ed¸ en suntomÐa ta epiqeir mata tou Samuelson pou qrh-
simopoÐhse gia na uposthrÐxei thn jèsh ìti oi timèc èqoun thn idiìthta martin-
gale 3

Ac xekin soume parousi�zontac thn diam�qh metaxÔ dÔo diaforetik¸n sqo-
l¸n oikonomik c skèyhc kai ja prospaj soume na deÐxoume pwc to epiqeÐrhma
tou Samuelson kat�fere na tic sumfili¸sei. MÐa sqol  eÐnai h sqol  thc je-
meli¸douc an�lushc (fundamental analysis) sÔmfwna me thn opoÐa h en-
dogen c   `jemeli¸dhc' tim  enìc qreogr�fou isoÔtai me thn ro  kefalaÐwn thn
opoÐa to qreìgrafo autì exasfalÐzei sto mèllon ston k�toqo tou, èqontac l�-
bei upìyh thn kat�llhlh diìrjwsh wc prìc thn axÐa tou qr matoc (discounted
cash ow). Oi pragmatikèc (parathroÔmenec) timèc parousi�zoun diakum�n-
seic gÔrw apì tic jemeli¸deic timèc. 'Etsi, sÔmfwna me thn sqol  aut , ènac
oxuderk c analut c mporeÐ qrhsimopoi¸ntac thn kat�llhlh plhroforÐa na upo-
logÐsei thn tim  k�poiou qreogr�fou. Kèrdoc mporeÐ na epiteuqjeÐ agor�zontac
  poul¸ntac mh swst� ektimhmèna proiìnta, kai sthn perÐptwsh aut  ìmwc h
pragmatik  (orjologik ) touc axÐa entèlei ja faneÐ! Aut  h jewrÐa  tan polÔ
agapht  stouc klassikoÔc oikonomolìgouc all� den faÐnontan na isqÔei sthn
pr�xh. Di�foroi ereunhtèc (metaxÔ �llwn kai o di�shmoc statistikìc Kendal  
o gnwstìc apì thn jewrÐa twn fractal Mandelbrot) melèthsan thn sumperifo-
r� twn tim¸n diafìrwn qreogr�fwn kai kat�lhxan sto sumpèrasma ìti oi timèc
faÐnontai san na eÐnai pl rwc tuqaÐec. H parat rhsh aut  èdwse ¸jhsh sthn a-
n�ptuxh mÐac seir�c upodeigm�twn ta opoÐa onom�sthkan upodeÐgmata tuqaÐou
perip�tou (random walk models). Ta montèla aut� faÐnontan (toul�qi-
ston thn epoq  aut ) teleÐwc ektìc tou genikìterou plaisÐou thc paradosiak c
oikonomik c skèyhc.

Ja parousi�soume t¸ra to epiqeÐrhma tou Samuelson. Akolouj¸ntac thn
optik  twn opad¸n thc jemeli¸douc sqol c (fundamentalists) h tim  mÐac meto-
q c thn qronik  stigm  t ja prèpei na antanakl� thn anamenìmenh mellontik 
tim  thc, sun ta merÐsmata, proexofloÔmenh thn shmerinh hmèra

pt = (1 + r)�1E[pt+1 + dt+1 j Ft]
H sqèsh aut  eÐnai mÐa kajar� �orjologik � sqèsh. 'Opwc ìmwc ja doÔme mpo-
roÔme apì thn sqèsh aut  na p�roume mi� tuqaÐa kai aprìblepth posìthta. Ac

2O Samuelson tim jhke me to brabeÐo Nobel to 1970 gia thn oikonomik  epist mh
3DeÐte to polÔ katatopistikì �rjro [22]
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onom�soume ht ton arijmì twn qreogr�fwn pou katèqei èna amoibaÐo kef�laio
thn qronik  stigm  t. Tìte h axÐa tou amoibaÐou kefalaÐou thn qronik  stigm 
t, proexofloÔmenh thn qronik  stigm  t = 0 ja  tan

vt = (1 + r)�tptht

Ac jewr soume t¸ra ìti to amoibaÐo kef�laio topojeteÐ to eisìdhma tou a-
pì ta merÐsmata xan� se nèa qreìgrafa (epanatopojeteÐ ta kèrdh tou apì ta
merÐsmata se metoqèc). Tìte

pt+1ht+1 = (pt+1 + dt+1)ht

Ac upologÐsoume t¸ra thn upì sunj kh mèsh tim  thc proexoflhmènhc tim c
(discounted value) tou amoibaÐou kefalaÐou wc proc thn plhroforÐa pou eÐnai
diajèsimh thn qronik  stigm  t

E[vt+1 j Ft] = E[(1 + r)�t�1pt+1ht+1 j Ft]
= E[(1 + r)�t+1(pt+1 + dt+1)ht j Ft]
= (1 + r)�tht(1 + r)�1E[pt+1 + dt+1 j Ft]
= (1 + r)�tptht = vt

H sqèsh aut  deÐqnei ìti h axÐa tou amoibaÐou kefalaÐou, vt eÐnai mÐamartingale!
'Etsi, èstw kai xekin¸ntac apì èna montèlo pou xekin�ei apì thn optik  thc
jemeli¸douc sqol c mporeÐ na katal xoume me posìthtec pou èqoun idiìthtec
martingale. MporeÐ oi timèc twn qreogr�fwn autèc kajeautèc na mhn eÐnai
martingale all� h posìthta vt pou eÐnai �mesa sundedemènh me autèc, eÐnai
martingale.

Peraitèrw, qrhsimopoi¸ntac idiìthtec twn martingale o Samuelson apèdeixe
ìti

pt =

1X
j=1

(1 + r)�jE[dt+i j Ft]

to opoÐo mac lèei ìti h tim  thc metoq c thn qronik  stigm  t eÐnai Ðsh me to
�jroisma thc mèshc tim c (anamenìmenhc tim c) thc shmerin c axÐac twn mello-
ntik¸n merism�twn. Autì eÐnai epÐshc èna apotèlesma to opoÐo eÐnai sumbibastì
me mÐa �poyh thc jemeli¸douc sqol c.

2.7.2 Qrhmatooikonomik  se diakritì qrìno: Efarmogèc
thc jewrÐac twn martingale sthn apotÐmhsh qreo-
gr�fwn

Ac jewr soume thn stoqastik  diadikasÐa Xi, i 2 N. Aut  h stoqastik  diadi-
kasÐa jewroÔme ìti mporeÐ na perigr�yei thn tÐmh enìc qreogr�fou tic diakritèc
qronikèc stigmèc i. To gegonìc ìti o qrìnoc eÐnai diakritìc den eÐnai tìso kakì,
dedomènou ìti oi timèc katagr�fontai se sugkekrimènec stigmèc thc hmèrac p.q.
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sto �noigma kai to kleÐsimo thc agor�c. 'Etsi oi katagegrammènec timèc twn
qreogr�fwn mporeÐ na jewr soume ìti par�goun mÐa stoqastik  diadikasÐa se
diakritì qrìno.

JewroÔme t¸ra mÐa sullog  tètoiwn stoqastik¸n diadikasi¸n fXn;ig, h
kajemi� apì tic opoÐec antistoiqeÐ sthn tim  enìc dedomènou qreogr�fou (to n
qarakthrÐzei to qreìgrafo kai to i ton qrìno). Apì ta qreìgrafa aut� èna
paÐzei diaforetikì rìlo, kaj¸c jewreÐtai ìti den emperièqei kÐnduno kai ja to
onom�zoume omìlogo (bond). Ta omìloga, sta plaÐsia tou aploÔ autoÔ mo-
ntèlou pou ja parousi�soume, mporeÐ na jewrhjoÔn ìti paÐzoun ton rìlo mÐac
asfaloÔc trapezik c kat�jeshc. To eidikì autì qreìgrafo pollèc forèc ja
jewreÐtai ìti paÐzei ton rìlo thc mon�dac mètrhshc me thn opoÐa metr�me thn
axÐa k�poiou �llou qreogr�fou pou mporeÐ na emperièqei kÐnduno. Ja jewr -
soume epÐshc ìti up�rqei k�poio epitìkio r an� perÐodo, opìte k�je perÐodo h
axÐa tou qr matoc aux�nei kat� èna par�gonta 1 + r. 'Etsi èna omìlogo axÐac
X0;0 thn qronik  stigm  t = 0, ja èqei axÐa X0;t = (1 + r)tX0;0 thn qronik 
stigm  t. H X0;t mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ gia na metafèrei thn axÐa opoioud -
pote qreogr�fou sthn qronik  stigm  t sthn antÐstoiqh tou axÐa thn qronik 

stigm  t = 0. 'Etsi h �Xn;t =
Xn;t

X0;t
eÐnai h axÐa thn qronik  stigm  t = 0 tou

qreogr�fou Xn;t me thn ènnoia tou ìti eÐnai to posì pou an topojethjeÐ se mÐa
asfal  epèndush s mera (t = 0) ja apod¸sei to posì Xn;t thn qronik  stigm 
t. H �Xn;t onom�zetai proexoflhmènh tim .

T¸ra jewroÔme ìti sunjètoume èna qartoful�kio. 'Ena qartoful�kio den
eÐnai tÐpote �llo apì mÐa sullog  apì metoqèc kai omìloga. Jewr¸ntac ìti
an;i eÐnai h posìthta kommati¸n apì to k�je qre¸grafo n, n = 0; 1; :::; N thn
qronik  stigm  i h sunolik  axÐa tou qartofulakÐou thn qronik  stigm  i ja

eÐnai Vi =
PN

n=0 an;iXn;i. Upojètoume pwc to qartoful�kio enhmer¸netai thn
qronik  stigm  i, èqontac gn¸sh mìno twn tim¸n mèqri thn qronik  stigm  i�1.
H parap�nw upìjesh mporeÐ na ekfrasteÐ gr�fontac ìti oi (tuqaÐec) metablhtèc
an;i eÐnai Fi�1 metr simec   ìti an;i 2 Fi�1 ( ìlh h plhroforÐa pou qrei�zetai
gia na apant soume erwt seic sqetikèc me tic timèc pou paÐrnoun oi metablhtèc
an;i perièqontai sthn �-�lgebra Fi�1 h opoÐa eÐnai h plhroforÐa pou mporeÐ na
lhfjeÐ parathr¸ntac tic stoqastikèc diadikasÐec Xn;i wc thn qronik  stigm 
t = i� 1).

JewroÔme t¸ra ìti thn qronik  stigm  t = i ènac ependut c krat�ei an;i
mon�dec apì to qreìgrafo n. H metabol  thc tim c tou qreogr�fou autoÔ
apì thn qronik  stigm  t = i � 1 sthn qronik  stigm  t = i eÐnai �Xn

i =
Xn;i � Xn;i�1. To kèrdoc tou ependutoÔ exaitÐac thc kÐnhshc thc tim c tou
sugkekrimènou qreogr�fou eÐnai Gn

i = an;i�X
n
i . To sunolikì kèrdoc apì ìla

ta qreìgrafa thn qronik  stigm  t = i eÐnai Gi =
PN

n=0G
n
i =

PN
n=0 an;i�X

n
i .

Upojètoume ìti h axÐa tou qartofulakÐou mporeÐ na metablhjeÐ mìno exaitÐac
twn kerd¸n apì thn kÐnhsh twn tim¸n twn qreogr�fwn dhlad  den prostÐjetai
  afaireÐtai kanèna exwterikì qrhmatikì posì sto qartoful�kio. K�tw apì tic
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sunj kec autèc h axÐa tou qartofulakÐou thn qronik  stigm  t ja eÐnai

Vt = V0 +

tX
i=0

Gi (2.1)

'Ena tètoio qartoful�kio (dhlad  mÐa tètoia strathgik  ependÔsewn an;i) ono-
m�zetai auto-qrhmatodotoÔmeno (self-�nancing). Apì ton orismì enìc auto-
qrhmatodotoÔmenou qartofulakÐou mporoÔme na doÔme ìti h axÐa tou qartofu-
lakÐou autoÔ eÐnai o metasqhmatismìcmartingale twnXn;i. O metasqhmatismìc
martingale eÐnai to diakritì an�logo tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc.

Apì thn �llh meri�, h axÐa tou qartofulakÐou autoÔ thn qronik  stigm  t

mporeÐ na dojeÐ kai apì thn sqèsh Vi =
PN

n=0 an;iXn;i. H parap�nw sqèsh i-
sqÔei anex�rthta apì to an to qartoful�kio eÐnai autoqrhmatodotoÔmeno   ìqi.
An to qartoful�kio eÐnai autì-qrhmatodotoÔmeno, sundu�zontac thn parap�-
nw sqèsh me thn exÐswsh (2.1) blèpoume ìti gia èna auto-qrhmatodotoÔmeno
qartoful�kio isqÔei

NX
n=0

�an;iXn;i�1 = 0 8i

H parap�nw sqèsh lèei ìti h ajroistik  epÐdrash twn metabol¸n thn qronik 
stigm  i twn pos¸n tou k�je qreogr�fou pou èqei sthn katoq  tou ènac epen-
dut c prèpei na exisorropeÐtai. Autì gÐnetai pio kajarì ìtan N = 1 dhlad 
up�rqei mìno mÐa metoq  kai mÐa omologÐa. Sthn perÐptwsh aut  eÐnai fanerì
apì thn parap�nw sqèsh ìti oi allagèc sto posì twn metoq¸n pou èqei sthn
katoq  tou o ependut c prèpei na plhr¸nontai apì ta kèrdh pou lamb�nontai
apì thn allag  thc tim c thc omologÐac kai antÐstrofa.

Oi timèc enìc qreogr�fou eÐnai pio qarakthristikèc an eÐnai kanonikopoih-
mènec wc prìc k�poio sqetikì mègejoc, to opoÐo mporeÐ na epilegeÐ na eÐnai h
tim  twn omologi¸n. 'Ena endiafèron apotèlesma eÐnai ìti an èna qartoful�kio
eÐnai auto-qrhmatodotoÔmeno tìte kai h kanonikopoihmènh tou morf  ja eÐnai
kai aut  auto-qrhmatodotoÔmenh4 . To apotèlesma autì pollèc forèc sthn
qrhmatooikonomik  anafèretai san to numeraire invariance theorem. 'Ara gia
èna auto-qrhmatodotoÔmeno qartoful�kio èqoume ìti

�Vt = V0 + �Gt

ìpou �Vt =
PN

n=0 an;i
�Xn;i, �Xn;i = N�1

i Xn;i, kai paromoÐwc gia thn �G. H diadi-
kasÐa N eÐnai h diadikasÐa thn opoÐa qrhsimopoioÔme gia thn kanonikopoÐhsh,
kai gia thn opoÐa qwrÐc bl�bh thc genikìthtac jewroÔme pwc N0 = 1. Se pollèc
peript¸seic Ni = X0;i.

Ja eis�goume t¸ra thn basik  ènnoia tou arbitrage 5. Me thn ènnoia
arbitrage ènnooume èna qartoful�kio to opoÐo mporeÐ na epifèrei bèbaio kèrdoc
qwrÐc kÐnduno. O majhmatikìc orismìc tou arbitrage eÐnai o akìloujoc

4ExupakoÔetai ìti h diadikasÐa sÔmfwna me thn opoÐa kanonikopoioÔme eÐnai panta jetik .
5O ellhnikìc ìroc ja mporoÔse na  tan prìkrish all� efìson den èqei kajierwjeÐ ja

protim soume ton antÐstoiqo agglikì ìro
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Orismìc 2.7.1 'Ena qartoful�kio a eÐnai èna arbitrage , an eÐnai auto-qrhma-
todotoÔmeno kai an isqÔei V0(a) = 0 kai Vt(a) � 0 gia k�je t kai E[VT (a)] > 0.

Sta parap�nw gr�foume V (a) gia na kajorÐsoume ìti aut  eÐnai h stoqastik 
diadikasÐa pou antistoiqeÐ sthn axÐa enìc sugkekrimènou qartofulakÐou a. Pa-
rìlo pou to arbitrage eÐnai to ìneiro tou k�je ependut  den eÐnai apodekt  sthn
qrhmatooikonomik  giatÐ jewreÐtai ìti kineÐ thn agor� makri� apì thn kat�sta-
sh isorropÐac.

'Enac peraitèrw periorismìc pou epifèroume sthn stoqastik  diadikasÐa pou
antistoiqeÐ se èna qartoful�kio eÐnai ìti h diadikasÐa aut  ja prèpei na eÐnai
k�tw fragmènh apì èna peperasmèno arnhtikì arijmì. Aut  h idiìthta kaleÐtai
idiìthta tou apodektoÔ, (admissibility ) kai h oikonomik  thc shmasÐa eÐnai
ìti ènac ependut c èqei èna periorismèno perij¸rio qrèouc prÐn anagkasteÐ na
egkataleÐyei thn agor�. 'Ola ta qartoful�kia ta opoÐa ja l�boume upìyh mac
ja èqoun thn idiìthta aut .

EÐmaste t¸ra se jèsh na doÔme thn pr¸th efarmog  thc jewrÐac twn martin-
gale sthn qrhmatooikonomik . To je¸rhma pou akoloujeÐ lèei ousiastik� ìti h
apousÐa arbitrage se k�poia dedomènh agor� eÐnai isodÔnamh me thn Ôparxh enìc
isodÔnamou mètrou k�tw apì to opoÐo h proexoflhmènh diadikasÐa twn tim¸n
(discounted price process ) eÐnai mÐa martingale. 'Ena tètoio mètro onom�zetai
to isodÔnamo mètro martingale ( equivalent martingale measure)6.

Je¸rhma 2.7.1 Den up�rqoun eukairÐec arbitrage se mÐa agor� an kai mìno an
up�rqei èna isodÔnamo mètro martingale

Apìdeixh: Ja apodeÐxoume ed¸ mìno to ikanì dhlad  ìti an up�rqei isodÔnamo
mètro martingale den ja up�rqei arbitrage sthn agor�. Qrhsimopoi¸ntac epiqei-
r mata an�loga me aut� pou qrhsimopoi same gia thn apìdeixh tou numeraire
invariance theorem mporoÔme na doÔme ìti èna qartoful�kio eÐnai èna arbitrage
an kai mìno an opoiad pote kanonikopoihmènh morf  tou eÐnai èna arbitrage.
Ja ergastoÔme loipìn me thn proexoflhmènh morf  (discounted version ) e-
nìc qartofulakÐou. Gia thn axÐa enìc auto-qrhmatodotoÔmenou qartofulakÐou
isqÔei

�Vt = V0 +
tX

u=1

au �� �Xu

ìpou qrhsimopoi same thn suntomografÐa au � � �Xu =
PN

n=0 an;u�
�Xn
u . Jew-

roÔme ìti k�tw apì to mètro Q h stoqastik  diadikasÐa proexoflhmènhc tim c
(discounted price process) �X eÐnai mÐa martingale wc proc k�poia di jhsh (F).
Tìte efìson h �V eÐnai o metasqhmatismìc martingale thc stoqastik c diadika-
sÐac �X eÐnai kai aut  mÐa martingale k�tw apì to mètro Q kai thn di jhsh (F).
H idiìthta martingale shmaÐnei ìti

EQ[ �VT ] = EQ[ �V0]

6DÔo mètra lègontai isodÔnama an èqoun ta Ðdia mhdenik� sÔnola (null sets) dhlad  P � Q

an P (A) = 0 =) Q(A) = 0 gia k�je sÔnolo A tètoio ¸ste P (A) = 0.
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An �V0 = 0 kai �VT � 0 �:�: wc proc to mètro Q tìte apì thn idiìthta martingale
èqoume ìti EQ[VT ] = 0 to opoÐo (mazÐ me thn idiìthta �VT � 0 �:�: (Q)) mac
dÐnei ìti VT = 0 �:�: (Q). AfoÔ ta mètra P kai Q eÐnai isodÔnama kai h ènnoia
tou sqedìn bèbaia eÐnai mÐa idiìthta pou sqetÐzetai me sÔnola mètrou mhdèn
mporoÔme na doÔme pwc an k�ti isqÔei �:�: wc proc to mètro P tìte isqÔei �:�:
wc proc to mètro Q kai antÐstrofa. To parap�nw epiqeÐrhma deÐqnei kajar�
ìti an mporeÐ na brejeÐ èna isodÔnamo mètro martingale (equivalent martingale
measure) Q tìte den up�rqoun eukairÐec arbitrage sthn agor�.2

Sqìlia 1. To mètro P eÐnai to mètro pijanìthtac pou ep�getai apì thn sto-
qastik  diadikasÐa �Xi.
2. To je¸rhma autì isqÔei kai sthn perÐptwsh tou suneqoÔc qrìnou. Sthn
perÐptwsh aut  up�rqoun teqnikèc thc stoqastik c an�lushc oi opoÐec mporeÐ
na qrhsimopoihjoÔn gia ton èlegqo thc Ôparxhc isodÔnamwn mètrwn martingale
(blèpe to je¸rhma tou Girsanov). Teqnikèc gia ton èlegqo thc Ôparxhc tètoiwn
mètrwn se diakritì qrìno èqoun protajeÐ basismènec sto je¸rhma tou diaqwrÐ-
zontoc uperepipèdou (separating hyperplane theorem).

H Ôparxh enìc isodÔnamou mètrou martingale epitrèpei epÐshc kai thn dÐkaia
apotÐmhsh orismènwn parag¸gwn sumbolaÐwn   genikìtera sugkuriak¸n sumbo-
laÐwn (contingent claims). 'Ena sugkuriakì sumbìlaio (contingent claim ) eÐnai
èna qreìgrafo tou opoÐou h axÐa eÐnai mÐa tuqaÐa metablht . Stic perissìterec
peript¸seic eÐnai èna qreìgrafo pou h tim  tou exart�tai apì thn tim  k�poiou
�llou qreogr�fou pou apokaleÐtai basikì (underlying asset ). ParadeÐgmata
sugkuriak¸n sumbol�iwn eÐnai ta dikai¸mata (options )   ta sumbìlaia mello-
ntik c ekpl rwshc (futures) klp.

Majhmatik� mporeÐ na orÐsoume èna sugkuriakì sumbìlaio san mÐa mh-
arnhtik  tuqaÐa metablht  F h opoÐa eÐnai F metr simh, kai anaparist� èna
sumbìlaio pou to posì F (!) thn qronik  stigm  T an sumbeÐ to gegonìc !. To
sumbìlaio autì mporeÐ na agorasteÐ   na pwlhjeÐ opoiad pote qronik  stigm 
t < T . Thn qronik  stigm  T to sugkuriakì autì sumbìlaio èqei axÐa Ðsh me to
posì pou apofèrei ston k�toqo tou dhlad  F . 'Ena basikì er¸thma pou apa-
sqoleÐ thn qrhmatooikonomik  eÐnai h apotÐmhsh enìc sugkuriakoÔ sumbolaÐou
  alli¸c poso prèpei na plhr¸sei kaneÐc gia to sumbìlaio autì thn qronik 
stigm  t ìpou t � T ?

'Enac trìpoc na orÐsoume thn tim  enìc tètoiou sumbolaÐou eÐnai o akìlou-
joc: Ac prospaj soume na kataskeu�soume èna qartoful�kio a tou opoÐou h
tim  thn qronik  stigm  T eÐnai Ðsh �:�: me thn axÐa thc apaÐthshc F (!). H arqi-
k  axÐa tou qartofulakÐou autoÔ thn qronik  stigm  t eÐnai to posì pou prèpei
ependujeÐ apì ton pwlht  tou sumbolaÐou gia na sunjèsei èna qartoful�kio
to opoÐo ja anapar�gei thn axÐa tou sumbolaÐou (thc apaithshc) thn qronik 
stigm  T , kai kat� ton trìpo autì ja epitrèyei ston pwlht  tou sumbolaÐou
na antapokrijeÐ sthn upoqrèwsh tou wc proc ton k�toqo tou sumbolaÐou. Autì
eÐnai h axiolìghsh tou sumbolaÐou apì thn pleur� tou pwlht . MÐa parìmoia
axiolìghsh tou sumbolaÐou mporeÐ na gÐnei kai apì thn pleur� tou agorast .
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Sto jèma autì ja epanèljoume se epìmena kef�laia. To qartoful�kio to o-
poÐo anapar�gei thn axÐa tou sumbolaÐou onom�zetai anapar�gwn qartoful�kio
  hedging portfolio   replicating portfolio . H kataskeu  enìc tètoiou qarto-
fulakÐou den eÐnai p�ntote efikt . To an eÐnai dunat    ìqi exart�tai apì tic
idiìthtec thc agor�c (plhrìthta thc agor�c, completeness).

An loipìn up�rqei èna qartoful�kio tètoio ¸ste VT (a) = H �:�:, tìte
h tim  thc apaÐthshc thn qronik  stigm  t den eÐnai �llo apì thn axÐa tou
qartofulakÐou autoÔ thn qronik  stigm  t, èstw �(t) = Vt

7. Ja ergastoÔme me
thn proexoflhmènh diadikasÐa �X = X=X0 = �X gia thn opoÐa èqoume

�VT = �TF

Upojètoume t¸ra thn apousÐa arbitrage sthn agor�. SÔmfwna me to je¸rhma
2.7.1 up�rqei èna isodÔnamo mètromartingaleQ k�tw apì to opoÐo h stoqastik 
diadikasÐa �X eÐnai mÐa martingale . Tìte ìmwc h diadikasÐa axÐac �V ja eÐnai
kai aut  martingale afoÔ eÐnai o metasqhmatismìc martingale thc diadikasÐac
tim¸n. Apì thn idiìthta martingale thc �V èqoume

EQ[ �VT j Ft] = �Vt

kai sunep¸c h axÐa (tim ) tou sumbolaÐou thn qronik  stigm  t ja eÐnai

�(t) = EQ[�TF j Ft]:

H pio koin  epilog  gia to �t eÐnai h (1 + r)�t dhlad  qrhsimopoioÔme thn tim 
tou omolìgou san numeraire. H tim  tou sumbolaÐou th qronik  stigm  t = 0
eÐnai �(0) = EQ(�TF ) ìpou F0 = O = f;;
g (den èqoume kamÐa gn¸sh sqetik�
me thn diadikasÐa tim¸n efìson mìlic arqÐsame na thn parathroÔme).

H mèjodoc twn martingale mac dÐnei ènan kalì trìpo na apotim soume èna
sugkuriakì sumbìlaio F , arkeÐ bèbaia na mporèsoume na broÔme to mètro Q
to opoÐo metatrèpei thn proexoflhmènh diadikasÐa tim¸n �X se martingale. Sto
parak�tw par�deigma dÐnoume ènan trìpo upologismoÔ tou mètrou autoÔ se èna
sugkekrimèno diakritì montèlo.

Par�deigma 2.7.1 Kataskeu  tou EMM sto diwnumikì mìntèlo thc
agor�c.
'Ena montèlo pou qrhsimopoieÐtai polÔ suqn� gia thn perigraf  mÐac agor�c
eÐnai to diwnumikì montèlo thc agor�c. Se mÐa apl  morf  tou montèlou au-
toÔ up�rqei mÐa metoq  kai èna omìlogo. H tim  tou omolìgou akoloujeÐ thn
diadikasÐa

X0;t = (1 + r)tX0;0

H metoq  èqei aÔxhsh Rt+1 = X1;t+1=X1;t thn qronik  perÐodo t Ðsh me (1+ a)
  (1 + b) me pijanìthta p kai 1� p antistoÐqwc. Oi aux seic eÐnai anex�rthtec,

7Autì fusik� isqÔei sthn perÐptwsh ìpou èqoume apokleÐsei thn Ôparxh eukairi¸n gia
arbitrage sthn agor� aut .
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ìmoia katanemhmènec tuqaÐec metablhtèc. Sta akìlouja ja paraleÐpoume ton
deÐkth 1 apì thn tim  thc metoq c.

Qrhsimopoi¸ntac thn prohgoÔmenh mejodologÐa mporoÔme na doÔme ìti h
axÐa enìc sugkuriakoÔ sumbolaÐou F thn qronik  stigm  t eÐnai

�(t) = EQ[�TF j Ft]
ìpou �T = (1+r)�T (qrhsimopoioÔme thn axÐa tou omolìgou san numeraire) kai
Q eÐnai to mètro pijanìthtac k�tw apì to opoÐo h diadikasÐa �Xt = (1 + r)�tXt

eÐnai martingale. Poiì eÐnai to mètro Q?
Efìson k�tw apì to mètro autì h diadikasÐa �Xt eÐnai martingale tìte

EQ[ �Xt j Ft�1] = �Xt�1

All� �Xt = (1 + r)�tRtXt�1 opìte antikajist¸ntac sto parap�nw

EQ[(1 + r)�tXt�1Rt j Ft�1] = (1 + r)�tXt�1EQ[Rt j Ft�1]
= �Xt�1 = (1 + r)�(t�1)Xt�1

efìson Xt�1 eÐnai Ft�1 metr simh kai to epitìkio r jewreÐtai stajerì. Diair¸-
ntac me to (1 + r)�tXt�1 paÐrnoume ìti

EQ[Rt j Ft�1] = 1 + r

Ja qrhsimopoi soume thn idiìthta aut  gia na broÔme to mètro Q. AfoÔ oi Rt

eÐnai anex�rthtec, ìmoia katanemhmènec metablhtèc

EQ[Rt j Ft�1] = EQ[Rt]

Ac upojèsoume t¸ra ìti Q(Ri = 1 + a) = Q(R1 = 1 + a) = 1 � q kai ìti
Q(Ri = 1+ b) = Q(R1 = 1+ b) = q. Tìte oi dÔo parap�nw exis¸seic mac dÐnoun
ìti

EQ[Rt] = (1� q) (1 + a) + q (1 + b) = 1 + r =) q =
r � a

b� a

To nèo mètro loipìn eÐnai tètoio ¸ste

Q(R1 = !1; R2 = !2; :::; Rt = !t) =

tY
i=1

qi

ìpou

qi =

�
q; an !i = 1+ b

1� q; an !i = 1 + a

ShmeÐwsh: To mètro autì orÐzetai mìno an a < r < b. An a = b to montèlo
autì den èqei shmasÐa kai sthn ousÐa eÐnai nteterministikì.

'Eqontac loipìn mÐa epilog  gia to isodÔnamo mètro martingale Q mporoÔme na
upologÐsoume thn axÐa tou parag ģou sumbolaÐou. To montèlo autì prot�jhke
apì touc Cox, Ross kai Rubinstein kai eÐnai to diakritì an�logo tou montèlou
Black-Scholes [7]. MporeÐ m�lista na deiqjeÐ ìti to diakritì autì montèlo su-
gklÐnei se autì twn Black-Scholes.
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2.7.3 Montèla anaz thshc (search models)

'Ena akìma par�deigma ìpou h jewrÐa twn martingale mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ
sta oikonomik� eÐnai h oikonomik  thc anaz thshc. Ja parousi�zoume par�deig-
ma tètoiou montèlou ed¸, kai sugkekrimèna èna montèlo anaz thshc ergasÐac,
to opoÐo èqei qrhsimopoihjeÐ arket� sthn bibliografÐa.

Ac jewr soume ìti èna �tomo anazhteÐ ergasÐa kai ìti k�je mèra èqei akri-
b¸c mÐa prosfor� gia ergasÐa. Se k�je prosfor� antistoiqeÐ k�poioc arijmìc
o opoÐoc eÐnai h proexoflhmènh shmerin  axÐa (discounted present value ) twn
isobÐwn apodoq¸n tou apì thn ergasÐa aut . Tautìqrona, bèbaia h anaz th-
sh ergasÐac èqei k�poio kìstoc kaj¸c to �tomo prèpei na sunthreÐtai kaj¸c
y�qnei gia ergasÐa. DiaforetikoÐ pijanoÐ ergodìtec k�noun diaforetikèc pro-
sforèc sto �tomo autì. Tic diaforetikèc autèc prosforèc tic montelopoioÔme
me mÐa statistik  katanom  prosfor¸n F .

Ac upojèsoume t¸ra ìti mÐa prosfor� ergasÐac thn qronik  stigm  i apofè-
rei sto �tomoXi eur¸ en¸ up�rqei èna stajerì kìstoc c eur¸ gia thn sunt rhsh
tou k�je qronik  perÐodo. An jewr soume ìti to �tomo pou y�qnei gia ergasÐa,
krat�ei thn megalÔterh prosfor� pou tou èqei gÐnei mèqri thn qronik  perÐodo
n tìte h apìdosh pou ja èqei stamat¸ntac thn perÐodo n ja eÐnai Ðsh me

Yn = max(X1; :::; Xn)� n c:

H Yn eÐnai mÐa tuqaÐa metablht . EÐnai endiafèron na rwt soume thn er¸thsh,
poiìc ja eÐnai (an bèbaia up�rqei) o bèltistoc qrìnoc gia na stamat sei h a-
naz thsh ergasÐac ètsi ¸ste h apìdosh aut  na gÐnei mègisth. Me �lla lìgia,
up�rqei ènac qrìnoc st�shc n� tètoioc ¸ste

E[Yn� ] = sup�E[Y� ]

ìpou to sup lamb�netai sto sÔnolo ìlwn twn qrìnwn st�shc.

To er¸thma autì mporeÐ na apanthjeÐ qrhsimopoi¸ntac thn jewrÐa twn mar-
tingale. H leptomer c an�lush problhm�twn tètoiou tÔpou af netai gia thn
sunèqeia. ArkoÔmaste proc to parìn na anafèroume ìti h ap�nthsh eÐnai 8 ì-
ti eÐnai bèltisto na stamat soume thn anaz thsh sto n pou eÐnai tètoio ¸ste
max(X1; :::; Xn) �  ìpou  eÐnai h lÔsh thc exÐswshc

E[(X � )+] = c:

Me �lla lìgia eÐnai bèltisto na sumperiferjoÔme �muwpik�� kai na apodeqjoÔme
thn pr¸th prosfor� pou mac gÐnetai arkeÐ aut  na eÐnai Ðsh apì èna kat¸fli
. Aut  h jewrÐa qrhsimopoi jhke gia na exhg sei thn kampÔlh tou Philips,
h opoÐa eÐnai mÐa empeirik  kampÔlh pou sundèei thn upoapasqìlhsh me touc
misjoÔc[31]. Parìmoia probl mata emfanÐzontai sthn apotÐmhsh parag¸gwn
Amerik�nikou tÔpou.

8Bl. pq to klassikì �rjro twn Chow kai Robbins [6]
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2.8 Orismènec genikeÔseic

Ja eis�goume ed¸ orismènec ènnoiec oi opoÐec genikeÔoun tic ènnoiec twn mar-
tingale pou eÐdame se autì to kef�laio ¸ste na èqoun efarmogèc kai se pio
genikèc peript¸seic.

Ja xekin soume me thn ènnoia thc topik c martingale (local martingale).

Orismìc 2.8.1 H stoqastik  diadikasÐa Mt eÐnai mÐa topik  martingale
(local martingale) an up�rqei akoloujÐa qrìnwn st�shc Tn, Tn !1, tètoia
¸ste h stoqastik  diadikasÐa XTn

t = Xt^Tn na eÐnai mÐa martingale gia k�je n.
An h stamathmènh diadikasÐa XTn

t = Xt^Tn na eÐnai mÐa tetragwnik� oloklh-
r¸simh martingale gia k�je n, tìte h Xt onom�zetai tetragwnik� oloklhr¸simh
topik  martingale. H akoloujÐa Tn onom�zetai topik  akoloujÐa (localizing se-
quence).

Apì mÐa suneq  martingale Mt mporoÔme na kataskeu�soume mÐa topik 
martingale qrhsimopoi¸ntac thn akoloujÐa qrìnwn st�shc Tn = infft :jMt j>
ng. Poll� apì ta apotelèsmata pou d¸same to kef�laio autì mporeÐ na diatu-
pwjoÔn gia topikèc martingales. San par�deigma fèrnoume to je¸rhma epile-
ktik c st�shc.

Ja d¸soume t¸ra ton orismì mÐac diadikasÐac pou eÐnai topik� peperasmènhc
metabol c (locally of bounded variation).

Orismìc 2.8.2 H stoqastik  diadikasÐa At eÐnai mia diadikasÐa topik� pepe-
rasmènhc metabol c an up�rqoun qrìnoi st�shc Rn tètoioi ¸ste h stoqastik 
diadikasÐa ARn^t na eÐnai fragmènhc metabol c.

EÐnai dunatì na deiqjeÐ ìti to je¸rhma 2.6.3 mporeÐ na genikeujeÐ sthn pe-
rÐptwsh topik¸n martingale oi opoÐec eÐnai topik� peperasmènhc metabol c.

MporoÔme t¸ra na orÐsoume kai thn ènnoia thc semimartingale.

Orismìc 2.8.3 H stoqastik  diadikasÐa Xt eÐnai mÐa semimartingale an
mporeÐ na grafeÐ san to �jroisma mÐac topik c martingale kai mÐac diadikasÐac
topik� fragmènhc metabol c, dhlad  an Xt =Mt +At.

Gia mÐa semimartingale Xt isqÔei < X >t=< M >t.
H jewrÐa twn semimartingale brÐskei efarmogèc sthn jewrÐa thc stoqasti-

k c olokl rwshc kai twn stoqastik¸n diaforik¸n exis¸sewn.

2.9 Par�rthma: ApodeÐxeic jewrhm�twn

Sto par�rthma autì ja d¸soume thn apìdeixh tou jewr matoc L1 sÔgklishc gia
martingales. Gia thn apìdeixh tou jewr matoc eÐnai aparaÐthtec (i) h apìdeixh
enìc basikoÔ l mmatoc, thc anisìthtac twn perasm�twn (upcrossing inequality)
tou Doob kai (ii) h apìdeixh twn anisot twn gia ticmartingales pou parajèsame
sthn 2.5. Oi apodeÐxeic pou parousi�zontai ed¸ eÐnai plèon klassikèc kai h
parousi�sh touc basÐzetai sthn parousÐash twn [1] kai [15].
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2.9.1 H anisìthta twn perasm�twn tou Doob

'Ena pèrasma thc Xt apì to di�sthma [a; b], jewreÐtai mÐa di�bash thc Xt pou
ja xekin sei k�tw apì to x = a kai ja brejeÐ ep�nw apì to x = b qwrÐc na
xanabrejeÐ k�tw apì to x = a mèqri na per�sei ep�nw apì to x = b. Majh-
matik�, autì mporeÐ na to ekfr�soume orÐzontac qrìnouc s1 < t1 < s2 < t2 <
::: < sn < tn � t tètoiouc ¸ste Xsk � a kai Xtk � b gia k�je k9. To el�qisto
�nw fr�gma (supremum) twn n gia ta opoÐa up�rqoun tètoioi qrìnoi sk kai tk
eÐnai kai o arijmìc twn perasm�twn tou diast matoc [a; b] gia thn Xt, o opoÐoc
sumbolÐzetai wc N b

a(t).

L mma 2.9.1 Anisìthta twn perasm�twn tou Doob
'Estw Xt mÐa (sub)martingale ìpou to t paÐrnei timèc se èna arijm simo (count-
able) sÔnolo kai ac sumbolÐsoume me N b

a(t) ton arijmì twn perasm�twn tou
diast matoc [a; b] apì thn Xt mèqri thn qronik  stigm  t. Tìte

E[N b
a(t)] �

E[(Xt � a)+]

b� a
; a < b

Apìdeixh: Ac jewr soume qwrÐc bl�bh thc genikìthtac ìti h Xt eÐnai mÐa
diadikasÐa se diakritì qrono kai ìti t 2 Z+. H apeikìnish X ! (X � a)+

eÐnai kurt  kai sunep¸c h Yt = (Xt � a)+ eÐnai kai aut  mÐa submartingale. Ta
per�smata tou diast matoc [a; b] apì thn Xt antistoiqoÔn sta per�smata tou
diast matoc [0; b�a] apì thn Yt. QwrÐc bl�bh thc genikìthtac loipìn mporoÔme
na upojèsoume ìti Xt � 0 kai a = 0.

Ac orÐsoume t¸ra touc qrìnouc st�shc

�k = inffn � �k�1; Xn = 0g; �k = inffn � �k ; Xn � bg; k 2 N
EÐnai profanèc ìti gia touc parap�nw qrìnouc st�shc isqÔei 0 = �0 � �1 <
�1 < �2 < :::.

OrÐzoume thn stoqastik  diadikasÐa

Vn =
X
k�1

1f�k<n��kg; n 2 N

Lìgw thc eidik c morf c thc diadikasÐac Vn pou ekfr�zetai san �jroisma deÐ-
ktriwn sunart sewn, h diadikasÐa Vn eÐnai problèyimh. O metasqhmatismìc
martingale (1�V ) �X eÐnai loipìn epÐshc mÐa submartingale (efìson h (1�V )
eÐnai mÐa mh arnhtik  diadikasÐa). Sunep¸c

E[((1� V ) �X)t] � E[((1� V ) �X)0] = 0

Apì ton orismì tou arijmoÔ twn perasm�twn èqoume ìti (V � X)t � bN b
0(t).

Sundu�zontac ta parap�nw katal goume sthn anisìthta

bE[N b
0(t)] � E[(V �X)t] � E[(1 �X)t] = E[Xt]�E[X0] � E[Xt]

An jumhjoÔme thn antikat�stash pou k�name, sthn opoÐa Xt ; (X � a)+ kai
0; a, katal goume sto zhtoÔmeno. 2

9O akrib c orismìc twn qrìnwn aut¸n ja dojeÐ sthn apìdeixh tou l mmatoc 2.9.1
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2.9.2 H apìdeixh twn anisot twn martingale

Gia thn melèth thc sÔgklishc qreiazìmaste epiplèon kai thn apìdeixh twn ani-
sot twn martingale pou anafèrjhkan sthn 2.5. Ja xekin soume me thn apìdeixh
tou jewr matoc 2.5.1 to opoÐo parajètoume xan� gia thn eukolÐa tou anagn¸sth.

Je¸rhma 2.5.1 'Estw X mÐa mh arnhtik  submartingale. Tìte gia c > 0

cP (sup
k�n

Xk � c) � E[Xn; fsup
k�n

Xk � cg] � E[Xn]

Apìdeixh: Ja ergastoÔme se diakritì qrìno. Ac orÐsoume ton qrìno st�-
shc � = n ^ inffk;Xk � cg kai to sÔnolo B = fmaxk�nXk � cg10 . O qrìnoc
st�shc � eÐnai fragmènoc efìson � � n, kai to sÔnolo B metr simo wc prìc thn
s-�lgebra F� dhlad  B 2 F� . Gia to sÔnolo B isqÔei ìti c P (B) � E[X� ;B].
Sunep¸c, qrhsimopoi¸ntac to apotèlesma autì kai to je¸rhma epilektik c st�-
shc gia ton qrìno st�shc � katal goume sthn sqèsh

c P (B) � E[X� ;B] � E[Xn;B] � E[X+
n ]

to opoÐo kai deÐqnei thn anisìthta pou jèlame na apodeÐxoume. Gia na mporèsou-
me na qrhsimopoi soume to je¸rhma epilektik c st�shc sthn morf  pou mac
qrei�zetai, basist kame sto gegonìc ìti o qrìnoc st�shc � eÐnai fragmènoc. 2

Sqìlio: H anisìthta aut  isqÔei kai gia suneq  qrìno, kai h apìdeixh thc
basÐzetai sthn parap�nw apìdeixh kai thn qr sh tou jewr matoc kuriarqhmè-
nhc sÔgklishc.

Ja asqolhjoÔme t¸ra me thn apìdeixh tou jewr matoc 2.5.2, thn ekf¸nhsh
tou opoÐou parajètoume xan� gia thn eukolÐa tou anagn¸sth.

Je¸rhma 2.5.2 'Estw p > 1. An Xt eÐnai mÐa martingale   mÐa jetik  sub-
martingale tìte

E[(sup
s�t

j Xs j)p] � C E[j Xt jp]

Apìdeixh: Ja ergastoÔme se diakritì qrìno. H apìdeixh se suneq  qrìno
mporeÐ na pragmatopoihjeÐ qrhsimopoi¸ntac thn apìdeixh se diakritì qrìno kai
to je¸rhma monìtonhc sÔgklishc.
Ac orÐsoume gia eukolÐa ston sumbolismì

X�
t = sup

s�t
j Xs j; X� = sup

t
j Xt j; jj X jjpp= E[j X jp]

10  diaforetik� B = f! : maxk�nXk(!) � cg
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Qrhsimopoi¸ntac thn anisìthta tou Jensen èqoume ìti h j Xt j eÐnai mÐa sub-
martingale sthn opoÐa mporoÔme na efarmìsoume thn anisìthta tou jewr matoc
2.5.1 gia na l�boume ìti

cPfX�
t > cg � E[j Xt j; fX�

t > cg]; c > 0 (2.2)

Ja qrhsimopoi soume t¸ra èna apotèlesma pou apodeÐxame sto par�deigma
1.4.7

jj X�
t jjpp= p

Z 1

0

P (X�
t > c)cp�1dc

Me b�sh to parap�nw apotèlesma, qrhsimopoi¸ntac thn ektÐmhsh 2.2 kai k�no-
ntac qr sh thc anisìthtac tou H�older sto olokl rwma, mporoÔme na gr�youme

jj X�
t jjpp �

Z 1

0

E[j Xt j;X�
t > c]cp�2dc

= p

Z 1

0

Z
fX�

t >cg
j Xt j cp�2dc dP

= p

Z
j Xt j

(Z X�
t

0

cp�2dc

)
dP

= q

Z
j Xt j (X�

t )
p�1dP � q jj Xt jjpjj X�

t jjp�1p

ìpou to q ikanopoieÐ thn sqèsh p�1 + q�1 = 1. Diair¸ntac kai ta dÔo mèlh thc
parap�nw anisìthtac me to jj X�

t jjp�1p katal goume sto epijumhtì apotèlesma.
2

Sqìlio: Gia na isqÔoun ta parap�nw qrei�zetai na upojèsoume ìti jj Xt jjp<1
apì to opoÐo prokÔptei ìti jj Xt jjp<1 gia s � t kai sunep¸c jj X�

t jjp<1.

2.9.3 Apìdeixh tou jewr matoc L1-sÔgklishc

ja asqolhjoÔme t¸ra me thn apìdeixh twn jewrhm�twn sÔgklishc gia martin-
gales. ja xekin soume me thn apìdeixh tou Jewr matoc 2.4.1. Parajètoume
xan� thn ekf¸nhsh tou jewr matoc gia thn dieukìlunsh tou anagn¸sth.

Je¸rhma 2.4.1 'Estw Xt mÐa L1 (sub)martingale dhlad  isqÔei E[j Xt j] <1.
Tìte to ìrio limt!1Xt up�rqei �:�.

Apìdeixh: Ja ergastoÔme arqik� se diakritì qrìno. 'EstwN b
a = limt!1N b

a(t).
Gia k�je zeÔgoc a kai b rht¸n, qrhsimopoi¸ntac thn anisìthta twn perasm�twn
kai to je¸rhma monìtonhc sÔgklishc mporoÔme na sumper�noume ìti

E[N b
a] � c(b� a)�1

ìpou c eÐnai mÐa stajer�. Apì to parap�nw blèpoume ìti N b
a <1, �:�. An ta a

kai b eÐnai opoioid pote pragmatikoÐ, mporoÔme na proseggÐsoume to di�sthma
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[a; b] san ènwsh diasthm�twn [a; b] ìpou a kai b rhtoÐ. PaÐrnontac thn ènwsh au-
t  blèpoume ìti den eÐnai dunatì h akoloujÐa Xt na èqei lim supXt > lim inf Xt.
Sunep¸c h akoloujÐa Xt sugklÐnei �:� se k�poio ìrio X . Ja prèpei na apo-
deÐxoume ìti to ìrio autì eÐnai kai fragmèno. Apì to l mma tou Fatou èqoume
ìti

E[ lim
t!1

j Xt j] � sup
t
j Xt j<1

ìpou h teleutaÐa anisìthta prokÔptei apì to gegonìc ìti h Xt eÐnai L1

(sub)martingale. Apì autì katal goume sto ìti Xt sugklÐnei se èna fragmèno
ìrio. 2

Sqìlio: To je¸rhma isqÔei kai gia supermartingales . ArkeÐ na jèsoume
�Xt ìpou Xt.

2.9.4 Apìdeixh tou jewr matoc thc sÔgklishc omoiìmor-
fa oloklhr¸simwn martingale

Ja apodeÐxoume t¸ra to je¸rhma 2.4.2 sqetik� me thn sugklÐsh omoiìmorfa
oloklhr¸simwn martingale. Parajètoume to je¸rhma gia thn eukolÐa tou ana-
gn¸sth.

Je¸rhma 2.4.2SÔgklish omoiìmorfa oloklhr¸simwn martingale
(i) 'Estw Xt omoiìmorfa oloklhr¸simh supermartingale. Tìte up�rqei tuqaÐa
metablht  X tètoia ¸ste limt!1Xt = X kai h sÔgklish eÐnai ston L1.
(ii) An h Xt eÐnai martingale tìte mporeÐ na grafeÐ san Xt = E[X j Ft] ìpou
X = limt!1Xt = X to ìrio thc Xt ston L1, kai Ft = �(Xs; s � t) (h s-
�lgebra pou par�getai apì thn Xt).

Apìdeixh: H sÔgklish ston L1 akoloujeÐ apì thn sqedìn bèbaih sÔgklish
thc Xt kai thn idiìthta thc omoiìmorfhc oloklhrwsimìthtac. An t < n, isqÔei
lìgw tou ìti h Xt eÐnai martingale ìti Xt = E[Xn j Ft]. 'Estw A 2 Ft. Tìte

E[Xt;A] = E[Xn;A]! E[X1;A]

afoÔ h Xn ìrio ston L1, to opoÐo onom�zoume X1. Efìson h parap�nw sqèsh
isqÔei gia k�je A 2 Ft, mporoÔme na sumper�noume ìti

Xt = E[X1 j Ft]

Autì kai oloklhr¸nei thn apìdeixh. 2

Ja dìsoume t¸ra kai thn apìdeixh tou jewr matoc sÔgklishc thc upì sun-
j kh mèshc tim c wc proc thn di jhsh (Je¸rhma 2.4.3). Gia thn eukolÐa twn
anagnwst¸n parajètoume xan� kai thn ekf¸nhsh tou jewr matoc.
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Je¸rhma 2.4.3 'Estw X mÐa L1 tuqaÐa metablht  kai Ft mÐa di jhsh. Tìte

lim
t!1

E[X j Ft] = E[X j F1]

ìpou h sÔgklish eÐnai sqedìn bèbaih (�:�:) kai L1-sÔgklish. Wc F1 orÐzetai h
s-�lgebra F1 = �(

S
t�0Ft) dhlad  h s-�lgebra pou par�getai apì ta sÔnola

A 2 St�0Ft.

Apìdeixh: Ac ergastoÔme gia aplìthta se diakritì qrìno. H stoqastik 
diadikasÐa Mk = E[X j Fk] eÐnai mÐa omoiìmorfa oloklhr¸simh martingale
sunep¸c up�rqei tuqaÐa metablht  M 2 L1(P ) tètoia ¸ste Mk ! M ,kaj¸c
k !1 �:�: kai ston L1. ArkeÐ t¸ra na deÐxoume ìti M = E[X j F1]. Apì ton
orismì thc upì sunj kh mèshc tim c arkeÐ na deÐxoume ìti

Z
A

X dP =

Z
A

M dP; 8A 2
1[
k=1

Fk (2.3)

ParathroÔme ìti

jjMk � E[M j Fk] jjL1(P )=jj E[Mk �M j Fk] jjL1](P )�jjMk�M jjL1(P )

To dexiì mèloc teÐnei sto 0 kaj¸c k ! 0 �ra isqÔei ìti

lim
k!1

jjMk �E[M j Fk] jjL1(P )= 0

Apì autì mporoÔme na katal xoume sthn exÐswsh (2.3) kai to zhtoÔmeno èpetai.
2

2.10 Basik� shmeÐa tou kefalaÐou

Sto kef�laio autì eis�game basikèc ènnoiec thc jewrÐac twn martingale stic
opoÐec basÐzetai h jewrÐa twn qrhmatooikonomik¸n majhmatik¸n. Oi basikèc
ènnoiec tou kefalaÐou autoÔ (orismènec apì tic opoÐec sunant same apì to
prohgoÔmeno kef�laio) eÐnai oi akìloujec:

� Deigmatikìc q¸roc, s-�lgebrec kai mètra pijanìthtac kai h sqèsh touc
me tic ènnoiec thc dom c plhroforÐac. Orismènec apì tic ènnoiec autèc
eÐnai teqnikèc kai Ðswc strufnèc se pr¸th epaf , all� eÐnai dunatì na
èqete k�poia diaisjhtik  idèa gia to ti antiproswpeÔoun autèc.

� Upì sunj kh mèsh tim  wc h kalÔterh dunat  prìbleyh gia thn tim  k�-
poiac tuqaÐac metablht c dedomènhc thc plhroforÐac pou perièqetai se k�-
poia s-�lgebra. Gia thn antimet¸pish twn martingale eÐnai aparaÐthto na
anatrèxete stic idiìthtec thc upì sunj khc mèshc tim c pou parousi�sth-
kan sto prohgoÔmeno kef�laio. TonÐzoume xan� thn an�gkh diaisjhtik c
katanìhshc twn idiot twn aut¸n.
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� Di jhsh: MÐa dom  aÔxousac plhroforÐac.

� DiadikasÐec martingale kai oi idiìthtec touc. IdiaÐterh prosoq  qrei�zetai
stic idiìthtec twn martingale wc proc touc qrìnouc st�shc (p.q je¸rhma
epilektik c st�shc).

� Oi martingales emfanÐzontai me fusikì trìpo sthn oikonomik . 'Ena pa-
r�deigma eÐnai posìthtec pou sqetÐzontai me timèc qreogr�fwn.
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Kef�laio 3

H kÐnhsh Brown

MÐa apì tic pio shmantikèc stoqastikèc diadikasÐec eÐnai h kÐnhsh Brown. H
kÐnhsh Brown (pou mporeÐ kaneÐc na thn sunant sei kai me to ìnoma diadikasÐa
Wiener ) parousi�zei meg�lo endiafèron tìso apì jewrhtik c apìyewc ìso kai
apì pleur�c efarmog¸n. H stoqastik  aut  diadikasÐa paÐzei polÔ shmantikì
rìlo sthn jewrÐa twn stoqastik¸n diaforik¸n exis¸sewn kai apoteleÐ ènan apì
touc akrogwniaÐouc lÐjouc twn qrhmatooikonomik¸n majhmatik¸n, ìson afor�
ta montèla se suneq  qrìno.

Sto kef�laio autì ja orÐsoume thn kÐnhsh Brown kai ja parousi�soume tic
kuriìterec idiìthtec thc.

3.1 Orismìc thc kÐnhshc Brown

Ja xekin soume me ton orismì thc kÐnhshc Brown

Orismìc 3.1.1 H kÐnhsh Brown eÐnai mÐa stoqastik  diadikasÐa Bt h opoÐa
paÐrnei timèc ston R kai èqei tic akìloujec idiìthtec

(i) An t0 < t1 < ::: < tn tìte oi tuqaÐec metablhtèc Bt0 ; Bt1 � Bt0 ; :::; Btn �
Btn�1 eÐnai anex�rthtec (anex�rthtec metabolèc)

(ii) An s; t � 0, tìte

P (Bs+t �Bs 2 A) =
Z
A

1

(2�t)1=2
exp

�
�j x j

2

2t

�
;

ìpou A k�poio sÔnolo Borel , dhlad  oi metabolèc thc kÐnhshc Brown eÐnai
katanemhmènec me thn kanonik  katanom  (katanom  Gauss ).

(iii) Oi troqièc thc kÐnhshc Brown eÐnai suneqeÐc me pijanìthta 1, dhlad 
h t! Bt eÐnai suneq c sun�rthsh.

91
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Oi treÐc autèc idiìthtec orÐzoun mÐa kai monadik  stoqastik  diadikasÐa. MporeÐ
na apodeiqjeÐ austhr� majhmatik� h Ôparxh mÐac stoqastik c diadikasÐac me
tic parap�nw idiìthtec.

Apì tic idiìthtec thc kÐnhshc Brown mporoÔme na sun�goume tic idiìthtec
tou mètrou � pou aut  ep�gei (mètro Wiener)

�t1;t2;:::tn(A1 �A2 � :::�An) =

Z
A1

dx1

Z
A2

dx2:::

Z
An

dxn

nY
i=1

p(ti � ti�1; xi�1; xi)

ìpou x0 = x, t1 = 0; kai

p(t; x; y) =
1

(2�t)1=2
exp

�
�j y � x j2

2t

�

H parap�nw posìthta eÐnai kat� k�poio trìpo h pijanìthta na brÐsketai h sto-
qastik  diadikasÐa tic qronikèc stigmèc ti sta uposÔnolaAi 2 B(R). MporoÔme
na skeftoÔme ta uposÔnola aut� san diast mata tou R opìte kai h parap�-
nw posìthta eÐnai ousiastik� h pijanìthta na brÐsketai h kÐnhsh Brown tic
qronikèc stigmèc ti se sugkekrimèna diast mata tou R. H posìthta

�t1;t2;:::;tn(A1 �A2 � :::�An) = P (Bt1 2 A1; Bt2 2 A2; :::; Btn 2 An)

onom�zetai peperasmènhc di�stashc katanom  kai h gn¸sh thc eÐnai po-
lÔ shmantik  sto na kataskeu�soume to mètro � (Je¸rhma epèktashc tou
Kolmogorov).

H katanom  tou Bt exart�tai apì to arqikì shmeÐo sto opoÐo xekin�me thn
diadikasÐa, dhlad  to shmeÐo B0. An B0 = x tìte h sun�rthsh katanom c ja
sumbolÐzetai Px(Bt 2 A) gia k�poio sÔnolo Borel A. H mèsh tim    upo sun-
j kh mèsh tim  wc proc to mètro autì ja sumbolÐzetai Ex   Ex[�] antistoÐqwc.

Sqìlio: PolloÐ suggrafeÐc ston orismì touc gia thn kÐnhsh Brown paÐrnoun
ìti h kÐnhsh Brown xekin�ei apì to 0 (bl. p.q. [4]). EmeÐc akoloujoÔme thn
sÔmbash na af noume thn kÐnhsh Brown na xekin�ei se opoiod pote shmeÐo x
(bl. p.q. [29]). To shmeÐo pou ja xekin�ei h kÐnhsh Brown ja gÐnetai safèc
sto mètro pijanìthtac pou ja qrhsimopoieÐtai kai an den anafèretai tÐpota ja
ennoeÐtai ìti xekin�me apì to 0. H kÐnhsh Brown pou xekin�ei sto 0 sun jwc
anafèretai kai san tupik  (standard) kÐnhsh Brown.

Par�deigma 3.1.1 An Bt eÐnai mÐa monodi�stath kÐnhsh Brown tètoia ¸ste
B0 = 0 tìte

E[f(Bt)] =
1p
2�t

Z 1

�1
f(y) exp

�
�y

2

2t

�
dx

(H mèsh tim  lamb�netai wc proc to mètro Wiener pou ep�gei h kÐnhsh Brown
pou xekin�ei sto 0)
Qrhsimopoi¸ntac to parap�nw deÐxte ìti E[B2

t ] = t.
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Sq ma 3.1: MÐa troqi� thc kÐnhshc Brown .

Par�deigma 3.1.2 An Bt eÐnai mÐa monodi�stath kÐnhsh Brown tètoia ¸ste
B0 = x tìte

Ex[f(Bt)] =
1p
2�t

Z 1

�1
f(y) exp

�
� (y � x)2

2t

�
dx

(H mèsh tim  lamb�netai wc proc to mètro Wiener pou ep�gei h kÐnhsh
Brown pou èqei arqÐsei sto shmeÐo x). Qrhsimopoi¸ntac to parap�nw deÐxte
ìti Ex[Bt] = x kai ìti Ex[(Bt � x)2] = t. Fusik� isqÔei kai ìti

Ex[f(Bt)] = E0[f(x+Bt)] � E[f(x+Bt)] =
1p
2�t

Z 1

�1
f(x+ y) exp

�
�y

2

2t

�
dx

ìpou h deÔterh kai trÐth mèsh tim  eÐnai ep�nw se mÐa kÐnhsh Brown pou xekin�ei
sto 0.

Par�deigma 3.1.3 H 1-di�stath kÐnhsh Brown kai allag  qronik c
klÐmakac. An B0 = 0 tìte gia k�je t > 0

fBst; s � 0g = ft1=2Bs; s � 0g
ìpou h isìthta shmaÐnei ìti oi dÔo autèc oikogèneiec èqoun thn Ðdia (peperasmènhc
di�stashc) katanom .

Pr�gmati,

P (Bst � a) =
1

(2�st)1=2

Z a

�1
exp

�
� x2

2st

�
dx

=
1

(2�st)1=2

Z at�1=2

�1
exp

�
�x

2
1

2s
t1=2dx1

�

=
1

(2�s)1=2

Z at�1=2

�1
exp

�
�x

2
1

2s

�
dx1

= P (Bs � at�1=2) = P (t1=2Bs � a)
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opìte to apotèlesma pou jèloume apodeÐqjhke. Sthn apìdeixh qrhsimopoi same
thn allag  metablht¸n x1 = t�1=2x sto olokl rwma.

Par�deigma 3.1.4 'Ena montèlo gia tic timèc qreogr�fwn (securi-
ties). 'Ena montèlo gia tic timèc qreogr�fwn (p.q. timèc metoq¸n) to opoÐo
ja sunant soume polÔ suqn� sto biblÐo autì, eÐnai ìti h tim  St mÐac metoq c
thn qronik  stigm  t dÐnetai apì ton tÔpo

St = S0 exp

�
(r � �2

2
)t+ �Bt

�

ìpou r kai � eÐnai jetikèc pragmatikèc stajerèc, S0 mÐa nteterministik  arqik 
sunj kh kai Bt mÐa monodi�stath kÐnhsh Brown. Poi� ja eÐnai h majhmatik 
prosdokÐa (mèsh tim ) gia thn tim  thc metoq c thn qronik  stigm  t, E[St];
EÐnai h St mÐa martingale wc proc thn di jhsh Ft pou par�getai apì thn kÐnhsh
Brown;

Sto mèllon ìpote qrhsimopoioÔme to sÔmbolo thc mèshc tim c qwrÐc sugke-
krimènh anafor� sto mètro to opoÐo qrhsimopoioÔme ja upojètoume ìti eÐnai to
mètro k�tw apì to opoÐo h stoqastik  diadikasÐa Bt eÐnai mÐa kÐnhsh Brown .
'Eqoume loipìn ìti

E[St] =
1p
2�t

1Z
�1

S0 exp

�
(r � �2

2
)t+ �x

�
exp

�
�x

2

2t

�
dx

=
S0p
2�t

exp

�
(r � �2

2
)t

� 1Z
�1

exp

�
�x

2

2t
+ �x

�
dx = S0 exp(rt)

To apotèlesma autì mac deÐqnei ìti h stoqastik  diadikasÐa St den eÐnai mÐa
martingale efìson gia mÐa martingale ja perimèname E[St] = E[S0] to opoÐo
ed¸ den isqÔei afoÔ exp(r t) 6= 1. Autì to apotèlesma bèbaia isqÔei me b�sh to
mètro k�tw apì to opoÐo h stoqastik  diadikasÐa Bt eÐnai mÐa kÐnhsh Brown.
'Opwc ja doÔme sthn sunèqeia up�rqoun mètraQ k�tw apì ta opoÐa h stoqastik 
diadikasÐa St mporeÐ na eÐnai martingale.

Par�deigma 3.1.5 Oi idiìthtec twn metabol¸n thc kÐnhshc Brown
SÔmfwna me thn idiìthta (ii) tou orismoÔ thc kÐnhshc Brown mporoÔme na
doÔme ìti

P (Bt �Bs � a) =

Z a

�1

1p
2�(t� s)

exp

�
� x2

2(t� s)

�
dx

sunep¸c h puknìthta pijanìthtac thc tuqaÐac metablht c X = Bt � Bs eÐnai
h sun�rthsh p(t� s; x; 0) = p(t� s; 0; x). Apì autì mporoÔme na doÔme ìti

E[f(Bt �Bs)] =

Z 1

�1

1p
2�(t� s)

exp

�
� x2

2(t� s)

�
dx



3.1. ORISM�OS THS K�INHSHS BROWN 95

Pio sugkekrimèna èqoume

E[(Bt �Bs)] = 0

E[(Bt �Bs)
2] = t� s

EpÐshc an Fs = �(Bu; u � s), h s-�lgebra pou par�getai apì thn kÐnhsh Brown
mèqri thn qronik  stigm  s, tìte lìgw thc idiìthtac (i) èqoume ìti h metabol 
Bt�Bs eÐnai anex�rthth apì thn s-�lgebra Fs. Qrhsimopoi¸ntac tic idiìthtec
thc upì sunj khc mèshc tim c èqoume

E[f(Bt �Bs) j Fs] = E[f(Bt �Bs)]

kai pio sugkekrimèna

E[(Bt �Bs) j Fs] = E[(Bt �Bs)] = 0

E[(Bt �Bs)
2 j Fs] = E[(Bt �Bs)

2] = t� s

KleÐnontac to par�deigma autì ja jèlame na epist soume thn prosoq  tou ana-
gn¸sth ìti h metabol  Bt � Bs eÐnai anex�rthth thc Fs kai ìqi h Ðdia h Bt!
'Etsi èqoume ìti

E[Bt j Fs] = E[Bt �Bs +Bs j Fs] = E[Bt �Bs j Fs] +E[Bs j Fs] = Bs

Ti apotèlesma ja èprepe na p�roume an h Bt  tan anex�rthth thc Fs?
Par�deigma 3.1.6 H qarakthristik  sun�rthsh thc kÐnhshc Brown
Qrhsimopoi¸ntac tic idiìthtec thc kÐnhshc Brown mporoÔme na upologiÐsoume
thn qarakthristik  sun�rthsh thc kaj¸c kai thn qarakthristik  sun�rthsh
twn metabol¸n thc.

Ja upologÐsoume pr¸ta thn qarakthristik  sun�rthsh twn metabol¸n thc
kÐnhshc Brown:

�Bt�Bs(�) = E[exp(i�(Bt �Bs))]

=

Z 1

�1

1p
2�(t� s)

exp

�
� x2

2(t� s)

�
exp(i�x)dx

Gia ton upologismì tou oloklhr¸matoc autoÔ arkeÐ na gr�youme thn posìthta
h opoÐa eÐnai mèsa sto ekjetikì san èna tèleio tetr�gwno

i�x� x2

2(t� s)
= � (x� i�(t� s))2

2(t� s)
� �2(t� s)

2

K�nontac thn antikat�stash kai ektel¸ntac tic pr�xeic brÐskoume telik� ìti

�Bt�Bs(�) = exp

�
��

2(t� s)

2

�
(3.1)

Apì thn qarakthristik  aut  sun�rthsh mporoÔme na upologÐsoume ìlec tic
poluwnumikèc ropèc twn metabol¸n thc kÐnhshc Brown. Autì mporeÐ na gÐnei
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paÐrnontac tic an¸terec parag ģouc thc �Bt�Bs(�) wc proc to � kai jètwntac
� = 0. Gia par�deigma mporoÔme na doÔme ìti

E[(Bt �Bs)
4] = 3(t� s)2

Gia thn eÔresh thc qarakthristik c sun�rthshc thc kÐnhshc Brown arkeÐ sthn
exÐs¸sh (3.1) na jèsoume s = 0 gia na l�boume

�Bt (�) = exp

�
��

2

2

�

Par�deigma 3.1.7 BreÐte thn apì koinoÔ katanom  twn tuqaÐwn metablht¸n
Bt kai Bt kai qrhsimopoi¸ntac thn upologÐste thn mèsh tim  E[BtBs].

Ac jewr soume qwrÐc bl�bh thc genikìthtac ìti s < t. K�nontac qr sh
twn idiot twn thc kÐnhshc Brown (sugkekrimèna twn idiot twn (i) kai (ii) tou
orismoÔ) mporoÔme na doÔme ìti

fBtBs(x; y) = p(s; 0; x)p(t� s; x; y) =
1

2�
p
s(t� s)

exp

�
�x

2

2s

�
exp

�
� (x� y)2

2(t� s)

�

H mèsh tim  thc posìthtac BtBs mporeÐ na grafeÐ san olokl rwma ep�nw sthn
apì koinoÔ katanom 

E[BtBs] =

Z 1

�1

Z 1

�1
xyp(s; 0; x)p(t� s; x; y)dxdy

=

Z 1

�1
xp(s; 0; x)

�Z 1

�1
yp(t� s; x; y)dy

�
dx

=

Z 1

�1
x2p(s; 0; x)dx = s

Oi leptomèreiec thc olokl rwshc af nontai ston anagn¸sth. Genik� loipìn
katal goume ìti

E[BsBt] = s ^ t = min(s; t)

3.2 DÔo shmantikèc idiìthtec

MÐa polÔ shmantik  idiìthta thc kÐnhshc Brown eÐnai ìti èqei thn idiìthta
Markov kai thn isqur  idiìthta Markov. Oi idiìthtec autèc eÐnai polÔ qr -
simec stouc upologismoÔc me thn kÐnhsh Brown. Pio sugkekrimèna, h qr sh
thc idiothtac Markov gia par�deigma mporeÐ na dieukolÔnei shmantik� to upo-
logismì upì sunj kh mèswn tim¸n orismènwn sunart sewn thc kÐnhshc Brown
wc proc sugkekrimènec s-�lgebrec pou sqetÐzontai me thn istorÐa thc kÐnhshc
Brown. Tètoioi upologismoÐ emfanÐzontai suqn� ston upologismì twn tim¸n
orismènwn parag¸gwn sumbolaÐwn ìpwc ja doÔme kai sthn sunèqeia. MÐa �llh
efarmog  eÐnai sthn arq  thc an�klashc, h opoÐa brÐskei shmantikèc efarmogèc
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ston upologismì twn tim¸n exwtik¸n parag¸gwn p.q. par�gwga sumbìlaia me
fr�gmata (barrier options). AxÐzei na tonisteÐ ìti h kÐnhsh Brown den eÐnai h
mình stoqastik  diadikasÐa pou èqei thn idiìthta Markov. Ja doÔme sta epì-
mena mÐa genik  kl�sh stoqastik¸n diadikasi¸n pou par�getai apì thn kÐnhsh
Brown kai pou èqei thn idiìthta aut . EpÐshc pollèc endiafèrousec stoqastikèc
diadikasÐec p.q. diadikasÐec ananèwshc klp èqoun thn idiìthta aut  (bl. p.q.
[8], [38]).

3.2.1 H idiìthta Markov

Diaisjhtik� to ìti h kÐnhsh Brown èqei thn idiìthta Markov shmaÐnei ìti an
p�roume k�poio s � 0 tìte h Bt+s � Bs eÐnai mÐa kÐnhsh Brown h opoÐa eÐnai
anex�rthth apì to ti sunèbh prin thn qronik  stigm  s. 'Etsi, h kÐnhsh Brown
xeqn�ei to pareljìn thc pl rwc kai ìti sumbaÐnei apì to thn qronik  stigm 
s kai pèra exart�tai mìno apì thn telik  tim  thc kÐnhshc Brown dhlad  apì
to Bs. EpÐshc, h Bt+s � Bs eÐnai kai aut  mÐa kÐnhsh Brown h opoÐa èqei mèsh
tim  0 kai diaspor� (t+ s)� s = t, dhlad  an parakolouj soume thn diadikasÐa
Bt+s �Bs eÐnai san na parakoloujoÔme mÐa diadikasÐa Brown h opoÐa xekin�ei
sto 0 kai �trèqei� gia qrìno t. H idiìthta aut  proèrqetai apì ton orismì thc
kÐnhshc Brown (deÐte epÐshc kai to par�deigma 3.1.5).

Ja prospaj soume t¸ra na metatrèyoume parap�nw diaisjhtik  prìtash
se mÐa pio akrib  prìtash. Ja qrhsimopoi soume thn ènnoia thc upì sunj kh
mèshc tim c me ton akìloujo trìpo:

'Estw Fs = �(Bu; u � s) h �� �lgebra pou par�getai apì thn kÐnhsh Brown
wc thn qronik  stigm  s. Aut  h �� �lgebra eÐnai h mikrìterh �� �lgebra h
opoÐa k�nei thn tuqaÐa metablht  Br, r � s metr simh. Kat� k�poio trìpo h
Fs perièqei ìti ìlh thn plhroforÐa sqetik� me to ti sunèbei sthn kÐnhsh Brown
mèqri thn qronik  stigm  s.

An f eÐnai fragmènh sun�rthsh tìte gia k�je x 2 Rd isqÔei ìti

Ex[f(Bt+s �Bs) j Fs] = Ex[f(Bt+s �Bs)] =

1Z
�1

f(y)
1p
2�t

exp

�
�y

2

2t

�
dy

lìgw thc anexarthsÐac twn metabol¸n thc kÐnhshc Brown. Sunep¸c mporoÔme
na gr�youme

Ex[f(Bt+s) j Fs] = Ex[f(Bt+s �Bs +Bs) j Fs]

kai afoÔ toBt+s�Bs eÐnai anex�rthto thc �lgebracFs kai toBs pl rwc gnwstì
mèqri thn qronik  stigm  s mporoÔme na jewr soume ìti èqoume dedomènh thn
tim  tou Bs = z kai gr�foume

Ex[f(Bt+s �Bs +Bs) j Fs] = Ex[f(Bt+s �Bs + z)]

To Bt+s � Bs ìmwc eÐnai kai autì mÐa kÐnhsh Brown h opoÐa arqÐzei sto 0 kai
�trèqei� gia qrìno t+s�s = t. 'Ara, h diadikasÐa Bt+s�Bs+z eÐnai isodÔnamh
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se nìmo (èqei thn Ðdia katanom ) me mÐa kÐnhsh Brown h opoÐa xekin�ei sto
shmeÐo z kai �trèqei� gia qrìno t. Sunep¸c

Ex[f(Bt+s �Bs + z)] =

1Z
�1

f(y + z)
1p
2�t

exp

�
�y

2

2t

�
dy

=

1Z
�1

f(y)
1p
2�t

exp

�
� (y � z)2

2t

�
dy = Ez[f(Bt)] = EBs [f(Bt)]

Katal goume loipìn sto ìti

Ex[f(Bt+s) j Fs] = EBs [f(Bt)] =

1Z
�1

f(y)
1p
2t

exp

�
� (y �Bs)

2

2t

�
dy (3.2)

H idiìthta aut  eÐnai mÐa èkfrash thc idiìthtac Markov gia thn kÐnhsh Brown.
Oi sqèseic pou ekfr�zoun thn idiìthta Markov wc proc tic mèsec timèc mpo-

reÐ na grafoÔn isodÔnama kai wc sqèseic gia tic pijanìthtec, an antÐ san f
epilèxoume thn deÐktria sun�rthsh enìc sunìlou. Gia par�deigma h idiìthta
Markov dÐnei

Px[Bt+s 2 A j Fs] = PBs(Bt 2 A)
gia k�je sÔnolo Borel A.

Sqìlio Ja prèpei na eÐnai fanerì ìti mÐa isodÔnamh morf  thc idiìthtac
Markov eÐnai h

Ex[f(Bt) j Fs] = EBs [f(Bt�s)]; s � t

To parap�nw mac lèei me apl� lìgia ìti an p�roume thn upì sunj kh mèsh tim 
k�poiac sun�rthshc thc kÐnhshc Brown th qronik  stigm  t èqontac upìyhn thn
�istorÐa� thc kÐnhshc Brown mèqri thn qronik  stigm  s arkeÐ na upologÐsoume
thn Ðdia posìthta ep�nw se mÐa kÐnhsh kainoÔrgia Brown pou xekin�ei sthn jèsh
pou eÐqe ft�sei h arqik  kÐnhsh Brown thn qronik  stigm  s, dhlad  thn Bs kai
�trèqei� gia qronik  di�rkeia t � s! 'Olh h istorÐa thc arqik c kÐnhshc Brown
prÐn apì thn qronik  stigm  s mac eÐnai �qrhsth!

3.2.2 H qr sh tou telest  metatìpishc

H idiìthta Markov pollèc forèc emfanÐzetai se mÐa k�pwc pio afhrhmènh mor-
f , pou ìmwc eÐnai arket� qr simh se di�forec efarmogèc. H morf  aut  k�nei
qr sh tou telest  metatìpishc �s (shift operator) o opoÐoc mac metatopÐzei
ep�nw se mÐa sugkekrimènh troqi� thc stoqastik c diadikasÐac (sthn sugke-
krimènh perÐptwsh thc kÐnhshc Brown) kat� mÐa qronik  metatìpish s. 'Enac



3.2. D�UO SHMANTIK�ES IDI�OTHTES 99

trìpoc na to gr�youme autì sumbolik� eÐnai jewr soume thn tuqaÐa metablht 
Bt san thn tuqaÐa sun�rthsh B(!(t)), ìpou !(t) eÐnai to apotèlesma tou tu-
qaÐou peir�matoc thn qronik  stigm  t apì to opoÐo kai exart�tai h tim  thc
tuqaÐac metablht c Bt. MporoÔme me ton trìpo autì na orÐsoume thn dr�sh
tou telest  �s ep�nw sto ! me ton akìloujo trìpo

(�s!)(t) = !(t+ s)

Sunep¸c

Bt Æ �s = B((�s!)(t)) = Bt+s

H dr�sh tou telest  metatìpishc �s ep�nw se mÐa troqÐa thc kÐnhshc Brown
faÐnetai sto sq ma 3.2.

H dr�sh tou telest  metatìpishc mporeÐ na genikeujeÐ me b�sh ta parap�nw,
se opoiad pote apeikìnish pou h tim  thc exart�tai apì thn kÐnhsh Brown. An
Y = Y (!(t); t) ìpou h ex�rthsh apì to !(t) upodhl¸nei thn ex�rthsh thc Y apì
thn jèsh thc kÐnhshc Brown thn qronik  stigm  t, tìte

Y Æ �s = Y ((�s!)(t); t) = Y (!(t+ s); t)

Prèpei na to tonisteÐ ìti o telest c metatìpishc dr� mìno ep�nw sto !(t)
dhlad  ep�nw sto tuqaÐo mèroc thc Y kai ìqi genik� ep�nw sto t!

Ac shmeiwjeÐ ìti an Y = f(Bt) tìte Y Æ �s = f(Bs+t).
'Eqontac wc b�sh thn idiìthtaMarkov sthn morf  thc exÐswshc (3.2) kai ton

orismì tou telest  metatìpishc mporoÔme na deÐxoume to parak�tw je¸rhma,
to opoÐo apoteleÐ mÐa enallaktik  morf  thc idiìthtac Markov.

Je¸rhma 3.2.1 (Idiìthta Markov) 'Estw Y mÐa fragmènh metr simh su-
n�rthsh kai �s o telest c metatìpishc (shift operator) o opoÐoc èqei thn akì-
loujh dr�sh (�s!)(t) = !(t+ s). Tìte

Ex[Y Æ �s j Fs] = EBs [Y ]

Apìdeixh: Bl. par�rthma tou kefalaÐou. 2

O lìgoc pou dÐnoume ed¸ thn idiìthta Markov sthn morf  aut  eÐnai giatÐ h
Y mporeÐ na eÐnai mÐa metablht  pou exart�tai apì thn Bt all� ìqi aparaÐthta
thc morf c f(Bt). Autì faÐnetai sto akìloujo par�deigma:

Par�deigma 3.2.1 OrÐzoume thn sun�rthsh u(x; t) = Ex[
R t
0 g(Br)dr], ìpou g

eÐnai mia fragmènh sun�rthsh. Qrhsimopoi ste thn idiìthta Markov gia na
sumper�nete ìti an 0 < s < t tìte

Ex[

Z t

0

g(Br)dr j Fs] =
Z s

0

g(Br)dr + u(t� s;Bs)
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B

ts0

identify

ω

θ  ωs

t’=t-s0

Sq ma 3.2: H epÐdrash tou telest  metatìpishc �s se mÐa troqi� thc kÐnhshc
Brown .

Xanagr�foume to aristerì mèloc thc exis¸sewc aut c sthn morf 

Ex[

Z s

0

g(Br)dr j Fs] +Ex[

Z t

s

g(Br)dr j Fs]

=

Z s

0

g(Br)dr +Ex[

Z t

s

g(Br)dr j Fs] (3.3)

ìpou qrhsimopoi same to gegonìc ìti
R s
0 g(Br)dr eÐnai Fs-metr simh kaj¸c kai

tic idiìthtec thc upì sunj kh mèshc tim c. OrÐzontac Y =
R t�s
0 g(Br)dr mpo-

roÔme na doÔme ìti

Ex[

Z t

s

g(Br)dr j Fs] = Ex[Y Æ �s j Fs]

kai qrhsimopoi¸ntac thn idiìthta Markov sthn teleutaÐa èkfrash katal goume
ìti

Ex[

Z t

s

g(Br)dr j Fs] = EBs [Y ] = EBs [

Z t�s

0

g(Br)dr] = u(t� s;Bs)

Antikajist¸ntac thn èkfrash aut  sthn exÐswsh (3.3) paÐrnoume to apotèlesma
pou jèloume.

Par�deigma 3.2.2 Upo sunj kh mèsh tim  twn tim¸n mi�c metoq c.
JewroÔme ìpwc kai sto par�deigma 3.1.4 ìti h tim  St mi�c metoq c thn qronik 
stigm  t dÐnetai apì th sqèsh

St = S0 exp

�
(r � �2

2
)t+ �Bt

�

ìpou r kai � eÐnai jetikèc pragmatikèc stajerèc kai Bt eÐnai mÐa monodi�stath
kÐnhsh Brown. Na eurejeÐ h upo sunj kh mèsh tim  E[St+� j Ft].
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MporoÔme na gr�youme

St+� = St exp

�
(r � �2

2
)� + �(Bt+� �Bt)

�

Qrhsimopoi¸ntac tic idiìthtec thc upo-sunj kh mèshc tim c lamb�noume:

E[St+� j Ft] = St exp

�
(r � �2

2
)

�
E[exp(�(Bt+� �Bt)) j Ft] (3.4)

Apì tic idiìthtec thc kÐnhshc Brown xèroume ìti h metabol  Bt+� � Bt eÐnai
anex�rthth apì thn Ft, sunep¸c

E[exp(�(Bt+� �Bt)) j Ft] = E[exp(�(Bt+� �Bt)]

=
1p
2��

1Z
�1

exp(�x) exp

�
�x

2

2�

�
dx = exp

�
�2�

2

�
(3.5)

Antikajist¸ntac thn exÐswsh (3.5) sthn (3.4) lamb�noume

E[St+� j Ft] = S(t) exp(r �)

Par�deigma 3.2.3 MÐa deÔterh mati� sto par�deigma 3.2.2. Epaner-
qìmaste t¸ra sto par�deigma 3.2.2 k�nontac qr sh thc idiìthtac Markov kai
tou telest  metatìpishc. Me ton trìpo autì ja gÐnei pio saf c h qr sh thc
idiìthtac Markov kai tou sumbolismoÔ thc me thn qr sh tou telest  metatì-
pishc. Me ton sumbolismì autì h idiìthta pou apodeÐxame sto par�deigma 3.2.2
paÐrnei thn morf 

E[St+s j Fs] = Ss exp(r t)

Apìdeixh: ParathroÔme pr¸ta ìti

St+s = exp(a (t+ s)) exp(� Bt+s)

ìpou a = r� �2

2 . Efìson h a eÐnai mÐa aitiokratik  (nteterministik ) sun�rthsh
kai �ra teleÐwc anex�rthth apì tic idiìthtec thc kÐnhshc Brown mèqri thn
qronik  stigm  s (dhlad  anex�rthth apì thn di jhsh Fs) èqoume ìti

E[Ss+t j Fs] = exp(a (t+ s))E[exp(�Bt+s) j Fs]

OrÐzoume Y = exp(�Bt). Blèpoume ìti

E[exp(�Bt+s) j Fs] = E[Y Æ �s j Fs] = EBs [Y ]

All� h teleutaÐa mèsh tim , eÐnai h mèsh tim  thc tuqaÐac metablht c Y ep�nw
sto mètro pou orÐzei mÐa kÐnhsh Brown pou xekin�ei sto shmeÐo y = Bs (to
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opoÐo jewroÔme ìti eÐnai dedomèno - stajerì) kai sunep¸c

EBs [Y ] = EBs [exp(�Bt)] =
1p
2�t

1Z
�1

exp(� x) exp

�
� (x� y)2

2t

�
dx

= exp

�
�2t

2

�
exp(�y) = exp

�
�2t

2

�
exp(�Bs)

(dhlad  jewroÔme t¸ra to Bt san mÐa kÐnhsh Brown h opoÐa xekÐnhse sto
shmeÐo y = Bs). Sundu�zontac ta parap�nw blèpoume ìti

E[Ss+t j Fs] = exp(a s) exp(r t) exp(� Bs) = exp(r t)Ss

Par�deigma 3.2.4 Ac epilèxoume wc f(Bt) = 1fBt2Ig, t 2 [t1; t2] ìpou I eÐnai
k�poio di�sthma tou R (me stajer� �kra). Tìte apì thn idiìthta Markov eqoume
ìti

Px(Bt 2 I; t 2 [t1; t2] j Fs) = PBs(Bt 2 I; t 2 [t1 � s; t2 � s])

3.2.3 H isqur  idiìthta Markov

H isqur  idiìthta Markov eÐnai ousiastik� to ìti h idiìthta Markov isqÔei
ìqi mìno gia aitiokratikoÔc qrìnouc all� kai gia mÐa sugkekrimènh kathgorÐa
tuqaÐwn qrìnwn touc qrìnouc st�shc. Stouc qrìnouc st�shc anaferj kame
ekten¸c sto kef�laio 2.

H b�sh thc isqur c idiìthtac Markov, gia thn kÐnhsh Brown eÐnai to para-
k�tw je¸rhma to opoÐo mac exasfalÐzei ìti h anexarthsÐa twn metabol¸n thc
kÐnhshc Brown isqÔei ìqi mìno gia aitiokratikoÔc qrìnouc all� kai gia qrìnouc
st�shc.

PrÐn anaptÔxoume thn isqur  idiìthta Markov prèpei pr¸ta na upenjumÐsou-
me ton akrib  orismì thc s-�lgebrac pou perièqei ta gegonìta pou sqetÐzontai
me thn stoqastik  diadikasÐa mèqri ton qrìno st�shc T

Orismìc 3.2.1 H s-�lgebra FT ìpou T eÐnai ènac qrìnoc st�shc orÐzetai san

FT = fA 2 F1 : A \ fT � tg 2 Ft;8t > 0g

MporoÔme t¸ra na diatup¸soume to parak�tw je¸rhma:

Je¸rhma 3.2.2 'Estw Bt mÐa kÐnhsh Brown kai T ènac peperasmènoc qrìnoc
st�shc gia thn Bt. Tìte isqÔei ìti fBt+T � BT g eÐnai mÐa kÐnhsh Brown
anex�rthth thc �lgebrac FT .
Apìdeixh: Bl. par�rthma tou kefalaÐou. 2

Me b�sh to parap�nw je¸rhma mporoÔme na deÐxoume ìti apotelèsmata an�loga
me thn idiìthta Markov gia aitiokratikoÔc qrìnouc isqÔoun kai gia kat�llhla
epilegmènouc tuqaÐouc qrìnouc. Sugkekrimèna èqoume ìti
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Je¸rhma 3.2.3 'Estw �s o telest c metatìpishc, Y mÐa fragmènh metr simh
sun�rthsh kai T ènac qrìnoc st�shc. Tìte

Ex[f(Y Æ �T ) j FT ] = EBT [Y ]

Apìdeixh: Bl. par�rthma tou kefalaÐou. 2

'Opwc kai prohgoumènwc mÐa endiafèrousa eidik  perÐptwsh tou parap�nw eÐnai
h

Ex[f(Bt+T ) j FT ] = EBT [Bt];

ìpou f eÐnai mÐa fragmènh sun�rthsh. H parap�nw idiìthta mac lèei ìti h
upì sunj kh mèsh tim  thc sun�rthshc f upologismènhc sthn jèsh pou èftase
h kÐnhsh Brown thn qronik  stigm  t + T dedomènhc thc plhroforÐac gia thn
kÐnhsh Brown wc ton qrìno st�shc (tuqaÐo qrìno) T, eÐnai h mèsh tim  thc
Ðdiac posìthtac ep�nw se mÐa kÐnhsh Brown h opoÐa xekin�ei sto shmeÐo BT pou
èftase h arqik  kÐnhsh Brown thn qronik  stigm  T , kai pou trèqei gia qrìno
t. An san f epilèxoume thn deÐktria sun�rthsh enìc sunìlou tìte h idiìthta
Markov mporeÐ na grafeÐ san mÐa sqèsh pijanot twn

Px[Bt+T 2 A j FT ] = PBT (Bt)

H isqur  idiìthta Markov mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ gia thn apìdeixh ar-
ket¸n qr simwn idiot twn thc kÐnhshc Brown. Aut  pou sunant�me pio suqn�
se di�forec efarmogèc eÐnai h arq  thc an�klashc.

Par�deigma 3.2.5 H arq  thc an�klashc. MÐa endiafèrousa efarmog 
thc isqur c idiìthtac Markov emfanÐzetai sthn apìdeixh thc arq c thc an�-
klashc gia thn kÐnhsh Brown. 'Estw ìti paÐrnoume thn monodi�stath kÐnhsh
Brown pou xekin�ei sto shmeÐo 0. OrÐzoume wc Ta = infft : Bt = ag. Tìte h
stoqastik  diadikasÐa

�Bt =

�
Bt; t < Ta

2a�Bt; t � Ta

eÐnai kai aut  mÐa kÐnhsh Brown. H �Bt eÐnai apl� h arqik  kÐnhsh Brown mìno
pou èqei anaklasjeÐ wc proc thn eujeÐa x = a met� thn pr¸th for� pou �qtÔph-
se� thn eujeÐa aut .

Gia na deÐxoume ìti h �Bt eÐnai mÐa kÐnhsh Brown ja orÐsoume tic bohjhtikèc sto-
qastikèc diadikasÐec Yt = Bt, 0 � t � Ta kai thn Zt = Bt+Ta�a = Bt+Ta�BTa .
Efìson o tuqaÐoc qrìnoc Ta eÐnai ènac qrìnoc st�shc, sÔmfwna me to je¸rhma
3.2.2 h diadikasÐa Zt ja eÐnai mÐa kÐnhsh Brown anex�rthth apì thn �lgebra
FTa kai sunep¸c anex�rthth apì thn stoqastik  diadikasÐa Y . 'Ara, apì tic
idiìthtec thc kÐnhshc Brown kai h �Z ja eÐnai mÐa kÐnhsh Brown anex�rthth
thc Y . Sunep¸c oi diadikasÐec (Y; Z) kai (Y;�Z) ja èqoun thn Ðdia katanom .
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Ac p�roume t¸ra thn apeikìnish

� : (Y; Z)! (Y 1ft�Tag + (a+ Zt�Ta)1ft>Tag)

H apeikìnish aut  eÐnai suneq c sto t = Ta. Lìgw thc sunèqeiac thc apeikìni-
shc � kai tou ìti oi diadikasÐec (Y; Z) kai (Y;�Z) ja èqoun thn Ðdia katanom ,
katal goume sto sumpèrasma ìti kai oi diadikasÐec �(Y; Z) kai �(Y;�Z) ja
èqoun thn Ðdia katanom . 'Omwc

�(Y; Z) = Bt1ft�Tag + (a+Bt+Ta�Ta � a)1ft>Tag = Bt1ft�Tag +Bt1ft>Tag = Bt

kai

�(Y;�Z) = Bt1ft�Tag + (a� (Bt+Ta�Ta � a))1ft>Tag
= Bt1ft�Tag + (2a�Bt)1ft>Tag = �Bt

Sunep¸c oi Bt kai �Bt èqoun thn Ðdia katanom  kai h �Bt eÐnai mÐa kÐnhsh Brown.

H arq  thc an�klashc mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ gia thn melèth thc diadika-
sÐac megÐstou thn kÐnhshc Brown.

Par�deigma 3.2.6 'Estw St = supfBu : u � tg. Tìte

P (St � a;Bt � a� y) = P (Bt � a+ y); a; y � 0 t � 0

Ja qrhsimopoi soume thn stoqastik  diadikasÐa �Bt (pou orÐsame sto par�-
deigma 3.2.5). OrÐzoume ton qrìno exìdou thc stoqastik c aut c diadikasÐac
�Ta = infft > 0; �Bt = ag. Efìson h �Bt eÐnai kai aut  mÐa kÐnhsh Brown (a-
koloujeÐ ton Ðdio nìmo me thn Bt) anamènoume kai oi qrìnoi exìdou Ta kai �Ta
na akoloujoÔn thn Ðdia katanom . Sunep¸c efìson oi stoqastikèc metablhtèc
(Ta; Bt) kai ( �Ta; �Bt) akoloujoÔn ton Ðdio nìmo (èqoun thn Ðdia katanom ) ja
isqÔei

P ( �Ta � t; �Bt < a� y) = P (Ta � t; Bt < a� y) (3.6)

Efìson ìmwc h �Bt kai h Bt eÐnai akrib¸c oi Ðdiec mèqri ton qrìno Ta èqoume ìti
Ta = �Ta. Epomènwc ta akìlouja gegonìta eÐnai ta Ðdia

f �Ta; �Bt < a� yg = fTa � t; 2a�Bt < a� yg = fTa � t; Bt > a+ yg (3.7)

(afoÔ gia t � Ta, �Bt = 2a�Bt). Apì tic (3.6) kai (3.7) paÐrnoume

P (Ta � t; Bt < a� y) = P (Ta � t; Bt > a+ y) (3.8)

Ja melet soume t¸ra qwrist� ta dÔo mèlh thc exÐswshc (3.8):
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� Dexiì mèloc: IsqÔei ìti fTa � tg = fSt � ag sunep¸c fTa � tg \ fBt >
a+yg = fSt � ag\fBt > a+yg. Peraitèrw èqoume thn sqèsh fBt > a+
yg � fSt � ag h opoÐa mac dÐnei ìti fSt � ag\fBt > a+yg = fBt > a+yg.
Sunep¸c

P (Ta � t; Bt > a+ y) = P (St � a;Bt > a+ y) = P (Bt > a+ y)

� Aristerì mèloc: Efìson fTa � tg = fSt � ag ja isqÔei

P (Ta � t; Bt < a� y) = P (St � a;Bt < a� y)

Katal goume loipìn sto ìti

P (St � a;Bt < a� y) = P (Bt > a+ y) =

1Z
a+y

1p
2�t

exp

�
�y

2

2t

�
dy

pou eÐnai kai to zhtoÔmeno apotèlesma.
MÐa isodÔnamh morf  tou apotelèsmatoc autoÔ eÐnai kai h akìloujh

P (St � x;Bt � y) = P (Bt � 2x� y)

Me b�sh to parap�nw apotèlesma mporoÔme na upologÐsoume kai thn kata-
nom  twn qrìnwn pr¸thc exìdou apì to qwrÐo x � a.

Par�deigma 3.2.7 Na upologisjeÐ h katanom  twn tuqaÐwn qrìnwn Ta.

'Eqoume arqik� ìti

P (Ta � t) = P (Sa � a) = P (St � a;Bt � a) + P (St � a;Bt > a)

Gia na katal xoume sto parap�nw qrhsimopoi same
(i) ìti ta gegonìta fTa � tg kai fSt � ag eÐnai tautìshma
kai
(ii) ìti to gegonìc fSt � ag mporeÐ na sumbeÐ me dÔo trìpouc: eÐte h kÐnhsh
Brown bg ke apì to qwrÐo x � a prÐn thn qronik  stigm  t kai thn qronik 
stigm  t èqei epistrèyei xan� sto qwrÐo autì, eÐte bg ke apì to qwrÐo prin thn
qronik  stigm  t kai thn qronik  stigm  t suneqÐzei na brÐsketai èxw apì to
qwrÐo autì. Ta dÔo aut� gegonìta apokleÐoun to èna to �llo.

'Omwc efìson fBt > ag � fSt � ag isqÔei

P (St � a;Bt > a) = P (Bt > a)

EpÐshc qrhsimopoi¸ntac to apotèlesma tou paradeÐgmatoc 3.2.6 epilègontac y =
0:

P (St � a;Bt � a) = P (Bt � a)
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Katal goume loipìn sto ìti

P (Ta � t) = P (St � a) = 2P (Bt � a) =
2p
2�t

1Z
a

exp

�
�x

2

2t

�
dx

=

r
2

�

1Z
ap
t

exp

�
�y

2

2

�
dy (3.9)

Me mÐa apl  parag ģish wc proc t mporoÔme na upologÐsoume thn katanom  twn
qrìnwn exìdou thc kÐnhshc Brown apì to qwrÐo x � a. To apotèlesma eÐnai

fTa(t) =
ap
2�
t�

3
2 exp

�
�a

2

2t

�

Apotelèsmata san kai aut� pou dÐnontai sta paradeÐgmata 3.2.6 kai 3.2.7,
kai pou sqetÐzontai me thn arq  thc an�klashc, eÐnai idiaÐtera qr sima sthn
qrhmatooikonomik , kai sugkekrimèna sthn apotÐmhsh orismènwn parag¸gwn
sumbolaÐwn, ta opoÐa apant¸ntai me to genikìtero ìnoma exwtik� par�gwga
(exotics). Ja epanèljoume sto jèma autì argìtera.

Ja parousi�soume t¸ra thn arq  thc an�klashc qrhsimopoi¸ntac ton te-
lest  metatìpishc � gia na exoikeiwjoÔme me thn qr sh kai tic idiìthtec tou:

Par�deigma 3.2.8 ApodeÐxte thn arq  thc an�klashc qrhsimopoi¸ntac thn
isqur  idiìthta Markov se mÐa kat�llhla epilegmènh sun�rthsh thc kÐnhshc
Brown. Sugkekrimèna, arqik� deÐxte ìti

P (Ta � t) = 2P (Ta � t; Bt � a)

ìpou Ta = infft : Bt = ag, apì to opoÐo èpetai ìti

P (Ta � t) = P (St � a) = 2P (Bt � a):

'Opwc kai prohgoumènwc St eÐnai to mègisto thc kÐnhshc Brown mèqri thn qro-
nik  stigm  t.

OrÐzoume thn tuqaÐa metablht 

Ys(!(t)) = Ys(B(!(t)) =

�
1; s < t; Bt�s < a
0; se k�je �llh perÐptwsh

ìpou me to !(t) upodhl¸noume thn ex�rthsh apì to Bt. Ac qrhsimopoi soume
ton telest  metatìpishc �. An jumhjoÔme to pwc o telest c metatìpishc dr�
ep�nw sthn troqi� thc kÐnhshc Brown blèpoume ìti

Ys Æ �Ta = Ys(B(!(t+ Ta))) =

�
1; s < t; Bt+Ta�s < a
0; se k�je �llh perÐptwsh
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(jumhjeÐte ìti o telest c metatìpishc epidr� mìno ep�nw sthn kÐnhsh Brown).
Sunep¸c

YTa Æ �Ta =
�

1; Ta < t; Bt < a
0; Se k�je �llh perÐptwsh

QrhsimopoioÔme t¸ra thn isqur  idiìthta Markov gia thn sun�rthsh aut 

E0[Y� Æ �� j F� ] = EB� [Y� ]

ìpou � eÐnai ènac qrìnoc st�shc, kai to dexiì mèloc eÐnai h sun�rthsh �(x; s) =
ExYs upologismènh sto s = � kai x = B� . Ac epilèxoume s = Ta ètsi ¸ste
B� = a.

Ac upologÐsoume t¸ra thn sun�rthsh �(x; s), gia thn epilog  aut  tou Y :

�(x; s) = Ex[Ys] =

Z
1fs<tg1fBt�s<agd�x

=

Z a

�1
1fs<tg

1p
2�(t� s)

exp(� (z � x)2

2(t� s)
)dz:

Ston parap�nw upologismì deqj kame ìti to ìti to mètro �x eÐnai to mètro
Wiener pou ep�gei h kÐnhsh Brown èqontac xekin sei sto shmeÐo B0 = x (bl.
par�grafo 3.1). Sunep¸c, to olokl rwma thc qarakthristik c sun�rthshc
1fBt�s<ag ep�nw sto d�x den eÐnai par� h pijanìthta tou gegonìtoc fBt�s < ag)
(gia kÐnhsh Brown pou xekÐnhse sto x) h opoÐa dÐnetai apì to olokl rwma pou
gr�yame parap�nw. Jètontac t¸ra x = a sthn parap�nw sqèsh brÐskoume ìti

�(a; s) = 1fs<tg

Z a

�1

1p
2�(t� s)

exp(� (z � a)2

2(t� s)
)dz =

1

2
1fs<tg:

'Etsi me thn qr sh thc isqur c idiìthtac Markov brÐskoume ìti

E0[YTa Æ �Ta j FTa ] =
1

2
1fs<tg:

T¸ra paÐrnoume thn mèsh tim  E0 kai twn dÔo mel¸n thc parap�nw exÐswshc kai
qrhsimopoi¸ntac tic idiìthtec thc upo sunj kh mèshc tim c (kai sugkekrimèna
ton nìmo thc olik c pijanìthtac) brÐskoume ìti

P (Ta � t; Bt � a) =
1

2
P (Ta � t) (3.10)

(paraleÐpoume to P0).
'Eqontac apodeÐxei thn parap�nw idiìthta mporoÔme t¸ra na apodeÐxoume thn

arq  thc an�klashc. Qrhsimopoi¸ntac epiqeir mata ìpwc kai sta prohgoÔmena
paradeÐgmata mporoÔme na gr�youme:

P (Ta � t) = P (Ta � t; Bt > a) + P (Ta � t; Bt � a)

= P (Ta � t; Bt > a) +
1

2
P (Ta � t) = P (Bt � a) +

1

2
P (Ta � t)
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apì thn opoÐa mporoÔme na doÔme ìti

P (Ta � t) = P (St � a) = 2P (Bt � a)

MÐa akìma endiafèrousa efarmog  thc isqur c idiìthtac Markov gia thn
kÐnhsh Brown eÐnai o legìmenoc nìmoc tou antistrìfou sunhmitìnou tou Levy.

Par�deigma 3.2.9 DeÐxte ìti h pijanìthta na èqei h kÐnhsh Brown toul�qi-
ston èna shmeÐo mhdenismoÔ sto di�sthma [t0; t1] dedomènou ìti B0 = 0 dÐnetai
apì thn sqèsh

p =
2

�
arccos

r
t0
t1

MporoÔme na gr�youme

P [ min
0�u�t

Bu � 0 j B0 = a] = P [ max
0�u�t

Bu � 0 j B0 = �a]
= P [ max

0�u�t
Bu � a j B0 = 0] = P (Ta � t)

=
ap
2�

Z t

0

1

s3=2
exp

�
�a

2

2s

�
ds; a > 0

Sthn pr¸th isìthta qrhsimopoi same thn summetrÐa thc kÐnhshc Brown gÔrw
apì thn tim  0, sthn deÔterh thn qwrik  omoiogèneia thc kÐnhshc Brown kai
gia thn teleutaÐa to apotèlesma tou paradeÐgmatoc 3.2.7.

To parap�nw apotèlesma mporeÐ kai na ermhneujeÐ kai wc ex c: An Bt0 = a
tìte h pijanìthta P (a), na èqei h Bt toul�qiston èna mhdenismì metaxÔ twn t0
kai t1 eÐnai

P (a) =
j a jp
2�

Z t1�t0

0

1

s3=2
exp

�
�a

2

2s

�
ds

To apotèlesma autì prokÔptei apì thn omoiogèneia ston qrìno thc kÐnhshc
Brown, en¸ h apìluth tim  prokÔptei gia lìgouc summetrÐac.

Gia na upologÐsoume thn pijanìthta na mhdenÐzetai h Bt toul�qiston mÐa
for� sto di�sthma (t0; t1) dedomènou ìti B0 = 0 ja desmeÔsoume se ìlec tic
pijanèc timèc thc Bt0 : An Bt0 = a h pijanìthta na mhdenÐzetai h Bt sto di�shma
(t0; t1) eÐnai Ðsh proc P (a). Sunep¸c,

p =

Z 1

�1
P (a)P [Bt0 = a j B0 = 0]da =

r
2

�t0

Z 1

0

P (a)exp

�
� a2

2t0

�
da

Met� apì lÐgh �lgebra

p =
1

�
p
t0

Z t1�t0

0

s�3=2
Z 1

0

aexp

�
�a

2

2

�
1

a
+

1

t0

�
da

�
ds

=

p
t0
�

Z t1�t0

0

ds

(t0 + s)
p
s
=

2

�
arctan

r
t1 � t0
t0

=
2

�
arccos

r
t0
t1
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3.3 Idiìthtec martingale thc kÐnhshc Brown

H jewrÐa thc kÐnhshc Brown mporeÐ na anaptuqjeÐ k�nontac qr sh apotelesm�-
twn apì thn jewrÐa twn diadikasi¸n martingale. 'Opwc ja deÐxoume kai sthn
par�grafo aut , h kÐnhsh Brown eÐnai martingale, kai pollèc apì tic idiì-
thtec thc mporeÐ na sunaqjoÔn apì thn idiìthta aut . Sugkekrimèna isqÔei to
parak�tw je¸rhma

Je¸rhma 3.3.1 'Estw Bt mÐa kÐnhsh Brown kai Fs = �(Bu; u � s). Oi para-
k�tw stoqastikèc diadikasÐec eÐnai martingales wc proc thn di jhsh Fs:
(i) Bt

(ii) (Bt)
2 � t

(iii) M�
t = exp

�
�Bt � �2t

2

�
.

Apìdeixh: (i) MporoÔme na doÔme ìti E[j Bt j] < 1 efìson to olokl rwmaR1
�1 j x j exp(�x2=2t)dx sugklÐnei. IsqÔei ìti

E[Bt j Fs] = E[Bt �Bs +Bs j Fs] = E[Bt �Bs j Fs] +E[Bs j Fs]
= E[Bt �Bs] +Bs = Bs

Gia ton pr¸to ìro sto �jroisma autì qrhsimopoi same to gegonìc ìti h metabo-
l  Bt�Bs eÐnai anex�rthth apì thn Fs, kai ìti h mèsh tim  thc metabol c aut c
eÐnai 0. Gia to deÔtero ìro qrhsimopoi same to ìti h Bs eÐnai Fs-metr simh.
Oi (ii) kai (iii) af nontai san �skhsh. 2

Par�deigma 3.3.1 H diadikasÐa tetragwnik c metabol c thc kÐnhshc Brown
eÐnai h < B >t= t. Autì mporeÐ na faneÐ apì to (ii) tou jewr matoc 3.3.1 kai apì
ton orismì thc diadikasÐac tetragwnik c metabol c gia mÐa martingale. MporeÐ
ìmwc na apodeiqjeÐ kai eujèwc apo ton orismì thc tetragwnik c metabol c wc

< B >t= lim
j�j!0

X
i

(Bti+1 �Bti)
2

ìpou ftig eÐnai mÐa diamèrish tou [0; t], � = supi j ti+1� ti j, kai ìrio lamb�netai
kat� pijanìthta. Ja epanèljoume sthn optik  aut  sthn par�grafo 3.5.

Par�deigma 3.3.2 Nìmoc twn qrìnwn exìdou gia thn kÐnhsh Brown
Ja qrhsimopoi soume to je¸rhma 3.3.1 gia na broÔme me diaforetikì trìpo to
nìmo gia thn tuqaÐa metablht  Ta = infft : St � ag ìpou St = sups�tBs, kai
B eÐnai h monodi�stath kÐnhsh Brown pou xekin�ei sto 0.

Apì to je¸rhma 3.3.1 blèpoume ìti gia � � 0, h stoqastik  diadikasÐa
M�

t eÐnai mÐa martingale. Ac jewr soume t¸ra thn stamathmènh martingale
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M�
t^Ta . Aut  eÐnai mÐa martingale h opoÐa eÐnai fragmènh apì to e�a kai

sunep¸c qrhsimopoi¸ntac to je¸rhma epilektik c st�shc blèpoume pwc

E[M�
Ta ] = E[M�

0 ] = 1:

Autì mac dÐnei ìti

E

�
exp

�
�a� �2Ta

2

��
= 1

opìte

E

�
exp

�
��

2Ta
2

��
= exp(��a)

OrÐzontac to s apì thn sqèsh s = �2

2 paÐrnoume

E(e�sTa) = e�
p
2sa

'Omwc, an f(t) eÐnai h puknìthta pijanìthtac thc tuqaÐac metablht c Ta tìte

E(e�sTa) =
Z 1

0

e�stf(t)dt

opìte E(e�sTa) eÐnai o metasqhmatismìc Laplace thc puknìthtac pijanìthtac
thc tuqaÐac metablht c Ta. Anastrèfontac ton metasqhmatismì Laplace
qrhsimopoi¸ntac tupikèc mejìdouc brÐskoume ìti

f(t) =
ap
2�t3

exp

�
�a

2

2t

�
:

Sqetik� me ton metasqhmatismì Laplace kai tic idiìthtec tou parapèmpoume se
egqeirÐdia efarmosmènwn majhmatik¸n (bl. pq. [23]).

Par�deigma 3.3.3 Qrhsimopoi¸ntac tic idiìthtec martingale thc kÐnhshc
Brown kai thn anisìthta submartingale tou Doob mporoÔme na deÐxoume ìti
an St = sups�tBs tìte

P (St � at) � exp

�
�a

2t

2

�

Apìdeixh: Gia � > 0 ja qrhsimopoi soume thn ekjetik  martingale M�

periorismènh sto di�sthma [0; t]. Apì tic idiìthtec thc ekjetik c sun�rthshc
(monotonÐa) èqoume ìti

exp

�
�St � �2t

2

�
� sup

s�t
M�

s
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kai apì autì paÐrnoume

P (St � at) � P

�
sup
s�t

M�
s � exp

�
�at� �2t

2

��

� exp

�
��at+ �2t

2

�
E(M�

t ):

Efìson M� eÐnai martingale isqÔei ìti E(M�
t ) = E(M�

0 ) = 1 kai afoÔ

inf
�>0

(��at+ �2t=2) = �a2t=2

(elaqistopoioÔme wc proc �) èpetai to zhtoÔmeno.

3.4 Qarakthrismìc thc kÐnhshc Brown

Ja parousi�soume t¸ra èna trìpo elègqou tou an mÐa dedomènh stoqastik 
diadikasÐa (wc proc thn di jhsh pou par�gei) eÐnai kÐnhsh Brown   ìqi. O
trìpoc elègqou basÐzetai se èna jemeli¸dec apotèlesma pou ofeÐletai ston
Paul Levy kai pou qarakthrÐzei thn kÐnhsh Brown qrhsimopoi¸ntac ousiastik�
tic idiìthtec martingale pou aut  èqei. Parajètoume to je¸rhma autì kai ja
d¸soume thn apìdeixh sto par�rthma tou kefalaÐou.

Je¸rhma 3.4.1 (Levy ) 'Estw Xt, t � 0 mÐa stoqastik  diadikasÐa kai Gt =
�(Xs; s � t) h di jhsh pou par�getai apì aut . H Xt eÐnai mÐa kÐnhsh Brown
an kai mìno an isqÔoun oi akìloujec sunj kec

(i) X0 = 0 �:�:

(ii) Oi troqÐec thc Xt eÐnai suneqeÐc sunart seic tou qrìnou.

(iii) H Xt eÐnai mÐa martingale wc proc thn di jhsh Gt = �(Xs; s � t).

(iv) H X2
t � t eÐnai mÐa martingale wc proc thn di jhsh Gt = �(Xs; s � t).

Apìdeixh: Bl. par�rthma tou kefalaÐou. 2

ShmeÐwsh: To je¸rhma autì qarakthrÐzei thn kÐnhsh Brown ousiastik� apì
thn mèsh tim  thc kai thn diakÔmansh kai fusik� thn anexarthsÐa twn metabo-
l¸n thc. Sugkekrimèna mporoÔme na antikatast soume tic sunj kec (iii) kai
(iv) tou parap�nw jewr matoc me tic sunj kec:
(iii)

0
H diadikasÐa Xt èqei st�simec (stationary ) kai anex�rthtec metabolèc

(iv)
0
Oi metabolèc Xt �Xs , s < t eÐnai katanemhmènec me thn kanonik  kata-

nom  me mèso 0 kai diaspor� t� s.
EpÐshc h sunj kh (iv) mporeÐ na antikatastajeÐ apì mÐa sunj kh sqetik� me thn
tetragwnik  metabol  thc martingale Xt kai sugkekrimèna apì thn < Xt >= t.

To je¸rhma autì eÐnai idiaÐtera qr simo kai brÐskei arketèc efarmogèc sthn
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qrhmatooikonomik . Autì pou prèpei na mac entupwjeÐ ed¸ eÐnai to ìti an mÐa
diadikasÐa eÐnai kÐnhsh Brown   ìqi exart�tai apì thn di jhsh thn opoÐa thn
sunodeÔei kaj¸c kai apì to mètro pijanìthtac k�tw apì to opoÐo thn blèpoume.
Oi idèec autèc ja xekajarÐsoun kai parak�tw ìtan anaptÔxoume to je¸rhma tou
Girsanov.

Par�deigma 3.4.1 Qrhsimopoi¸ntac to je¸rhma tou Levy apodeÐxte ìti h sto-
qastik  diadikasÐa Xt = Bt+T �BT ìpou Bt eÐnai mÐa kÐnhsh Brown kai T ènac
nteterministikìc qrìnoc eÐnai kai aut  mÐa kÐnhsh Brown.

H di jhsh Gt pou par�gei h stoqastik  diadikasÐa Xt sqetÐzetai me thn
di jhsh Ft pou par�gei h kÐnhsh Brown. Pr�gmati

Gt = �(Xs; s � t) = �(Bs+T �BT ; s � t) = �(Bs; s � t+ T ) = Ft+T
Oi idiìthtec (i) kai (ii) tou jewr matoc tou Levy eÐnai profaneÐc apì ton orismì
thc kÐnhshc Brown.

Ja elègxoume thn (iii)

E[Xt j Gs] = E[Xt �Xs +Xs j Gs] = Xs +E[Xt �Xs j Gs]
= E[Bt+T �Bs+T j Fs+T ] +Xs = E[Bt+T �Bs+T ] +Xs = Xs

(to mètro k�tw apì to opoÐo paÐrnoume tic mèsec timèc eÐnai to mètro pou par�gei
h kÐnhsh Brown).

Ja elègxoume t¸ra thn (iv)

E[X2
t � t j Gs] = E[(Xt �Xs +Xs)

2 � t j Gs]
= E[(Xt �Xs)

2 j Gs]� t+X2
s

= E[(Bt+T �Bs+T )
2 j Fs+T ]� t+X2

s

= (t+ T � (s+ T ))� t+X2
s = X2

s � s

ìpou qrhsimopoi same thn idiìthta ìti E[Xt � Xs j Gs] = 0 pou deÐxame kat�
thn apìdeixh thc idiìthtac (iii) kai tic idiìthtec thc kÐnhshc Brown.

Sunep¸c h stoqastik  diadikasÐa Xt eÐnai mÐa kÐnhsh Brown. Dokim�ste na
deÐxete tic idiìthtec (iii)

0
kai (iv)

0
san �skhsh.

Par�deigma 3.4.2 Ac orÐsoume thn stoqastik  diadikasÐa Zt =
1
cBc2t ìpou

c > 0 kai Bt h kÐnhsh Brown. H stoqastik  diadikasÐa Zt eÐnai mÐa kÐnhsh
Brown.

H apìdeixh mporeÐ na gÐnei qrhsimopoi¸ntac to jèwrhma tou Levy. Ja qrh-
simopoi soume ìti h �-�lgebra Gt pou par�getai apì thn diadikasÐa Zt eÐnai
ousiastik� h �-�lgebra Fc2t ìpou Ft eÐnai h �-�lgebra pou par�getai apì thn
kÐnhsh Brown. Ta upìloipa af nontai san �skhsh.

3.5 Idiìthtec twn troqi¸n thc kÐnhshc Brown

Oi troqièc thc kÐnhshc Brown èqoun merikèc qarakthristikèc idiìthtec, melèth
twn opoÐwn èqei apasqol sei arket� thn majhmatik  koinìthta. IdiaÐtera me to
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jèma autì asqol jhkan meg�loi majhmatikoÐ ìpwc p.q. o Levy , o Wiener k.a.
Ed¸ apl� ja anafèroume tic pio shmantikèc apo autèc. Ta apotelèsmata aut�
eÐnai arket� teqnik�, gi' autì kai anafèroume ta perissìtera qwrÐc apìdeixh.

Xekin�me me thn idiìthta thc sunèqeiac twn troqi¸n.

Je¸rhma 3.5.1 'Estw 0 < � < 1
2 kai 0 < T < 1. Tìte, up�rqei tuqaÐa

metablht  N (h opoÐa exart�tai kai apì ta � kai T ) tètoia ¸ste E[Np] <1 8p,
0 < p <1 gia thn opoÐa isqÔei

j Bt(!)�Bs(!) j� N(!) j t� s j 12��; 8s; t 2 [0; T ]

Apìdeixh: ParaleÐpetai. Bl. p.q. [21]. �

O Kintchin èqei apodeÐxei èna pio isqurì je¸rhma sqetik� me thn sumperifor�
twn troqi¸n thc kÐnhshc Brown se mikroÔc kai se meg�louc qrìnouc, pou dÐnei
èna pio kalì fr�gma apì to parap�nw. To je¸rhma autì eÐnai gnwstì wc o
nìmoc tou epanalambanìmenou logarÐjmou (law of the iterated logarithm).

Je¸rhma 3.5.2 Gia thn kÐnhsh Brown isqÔoun oi parak�tw sqèseic me pija-
nìthta 1

lim sup
t#0

Btq
lnln

�
1
t

� = lim sup
t"1

Btp
lnln(t)

= 1

lim inf
t#0

Btq
lnln

�
1
t

� = lim inf
t"1

Btp
lnln(t)

= �1

Apìdeixh:ParaleÐpetai. �

H parap�nw idiìthta thc kÐnhshc Brown , pou ousiastik� mac lèei ìti to ìrio
Btq

lnln( 1t )
sto t = 0 den up�rqei mac dÐnei mÐa idèa gia thn pajologik  sumperi-

for� twn troqi¸n thc kÐnhshc Brown. Aut  h idèa mporeÐ na epibebaiwjeÐ kai
apì ta apotelèsmata pou paratÐjentai sthn sunèqeia.

Shmantik  eÐnai h idiìthta thc autoomoiìthtac thc kÐnhshc Brown:

Je¸rhma 3.5.3 'Estw Bt mÐa kÐnhsh Brown. Tìte kai oi stoqastikèc diadika-
sÐec

(i) Xt =
1
cBc2t

(ii) Yt = tB 1
t

eÐnai epÐshc kin seic Brown.

Apìdeixh: H apìdeixh thc (i) èqei ousiastik� skiagrafhjeÐ san par�deigma
sthn par�grafo 3.4 qrhsimopoi¸ntac to je¸rhma tou Levy. H apìdeixh thc (ii)
epÐshc mporeÐ na gÐnei epÐshc k�nontac qr sh tou jewr matoc tou Levy. To
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mìno leptì shmeÐo eÐnai h apìdeixh thc sunèqeiac thc Yt sto shmeÐo t = 0. Gia
na gÐnei autì qreiazìmaste èna apotèlesma apì thn an�lush. Gia to parìn mac
arkeÐ na l�boume thn sunèqeia thc Yt sto t = 0 wc dedomènh.�

MÐa qarakthristik  idiìthta thc kÐnhshc Brown eÐnai ìti den eÐnai diaforÐsi-
mh poujen� �:�. EÐnai dhlad  èna par�deigma sun�rthshc h opoÐa eÐnai suneq c
all� mh diaforÐsimh. H apìdeixh thc idiìthtac aut c gia thn kÐnhsh Brown
diatup¸jhke gia pr¸th for� thn dekaetÐa tou 1930 apì touc Paley, Wiener kai
Zygmund. Parajètoume mÐa morf  tou apotelèsmatoc autoÔ.

Je¸rhma 3.5.4 H kÐnhsh Brown Bt eÐnai mh diaforÐsimh �:�: sto shmeÐo t,
gia k�je t � 0 .

Apìdeixh: ParaleÐpetai. 2

H tetragwnik  metabol  thc kÐnhshc Brown sto di�sthma [0; t] eÐnai Ðsh me
t. AntÐjeta h kinhsh Brown èqei �peirh metabol . Ta apotelèsmata aut� su-
noyÐzontai sto parak�tw je¸rhma

Je¸rhma 3.5.5 H kÐnhsh Brown èqei tic parak�tw idiìthtec

(i) H tetragwnik  thc metabol  sto di�sthma [0; t] eÐnai Ðsh me t.

(ii) H metabol  thc eÐnai �peirh.

Apìdeixh: (i) ProkÔptei apì to ìti h stoqastik  diadikasÐa B2
t � t eÐnai mar-

tingale. MÐa enallaktik  apìdeixh dÐnetai sto Par�deigma 3.5.1.
(ii) ProkÔptei apì to ìti h Bt eÐnai suneq c martingale kai apì to je¸rhma
2.6.3. 2

To gegonìc ìti h metabol  thc kÐnhshc Brown eÐnai �peirh eÐnai idiaÐtera shma-
ntikì gia aut� pou ja akolouj soun. Lìgw thc idiìthtac aut c den mporoÔ-
me na orÐsoume to olokl rwma mÐac sun�rthshc f ep�nw sthn kÐnhsh Brown,R
f(s; !)dBs san èna olokl rwma Riemann-Stieljes all� ja prèpei na broÔme

èna enallaktikì trìpo orismoÔ tou, ètsi ¸ste to olokl rwma autì na èqei nìh-
ma. Ja epanèljoume stic idèec autèc ìtan suzht�me thn ènnoia tou stoqastikoÔ
oloklhr¸matoc tou Itô.

Par�deigma 3.5.1 DeÐxte ìti

lim
n!1

n�1X
i=0

(�n
i B)

2 = t

ìpou �n
i B = Btni+1

� Btni
kai me tni sumbolÐzoume thn diamèrish tni = it

n tou

diast matoc [0; t]. H sÔgklish eÐnai sÔgklish kat� L2.

ArkeÐ na deÐxoume ìti

lim
n!

E

2
4 n�1X

i=0

(�n
i B)

2 � t

!2
3
5 = 0
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MporoÔme na gr�youme

E

2
4 n�1X

i=0

(�n
i B)

2 � t

!2
3
5 = E

"
n�1X
i=0

�
(�n

i B)
2 � t

n

�2
#

lìgw anexarthsÐac

=

n�1X
i=0

E

"�
(�n

i B)
2 � t

n

�2
#

=

n�1X
i=0

�
E[(�n

i B)
4]� 2t

n
E[(�n

i B)
2] +

t2

n2

�

'Omwc, apì tic idiìthtec thc kÐnhshc Brown gnwrÐzoume ìti

E[(�n
i B)

4] =
3t2

n2
; E[(�n

i B)
2] =

t

n
(3.11)

Sunep¸c,

E

2
4 n�1X

i=0

(�n
i B)

2 � t

!2
3
5 =

n�1X
i=0

�
3t2

n2
� 2t2

n2
+
t2

n2

�
=

2t2

n

apì ìpou mporoÔme na sumper�noume ìti

lim
n!1

E

2
4 n�1X

i=0

(�n
i B)

2 � t

!2
3
5 = 0

'Etsi apodeÐqjhke to zhtoÔmeno. To Ðdio apotèlesma mporeÐ na deiqjeÐ kai gia
genikìterec diamerÐseic. Apì tic idiìthtec thc sÔgklishc blèpoume ìti h L2-
sÔgklish exasfalÐzei kai thn sÔgklish se pijanìthta, opìte to par�deigma autì
mac deÐqnei me diaforetikì trìpo ìti h diadikasÐa tetragwnik c metabol c thc
kÐnhshc Brown < B >t= t.

3.6 Poludi�stath kÐnhsh Brown

Ja orÐsoume t¸ra thn poludi�stath kÐnhsh Brown.

Orismìc 3.6.1 H kÐnhsh Brown d-diast�sewn eÐnai h stoqastik  diadikasÐa
Bt = (B1;t; B2;t; :::; Bd;t) ìpou Bi;t, i = 1; :::; d eÐnai kin seic Brown anex�rthtec
metaxÔ touc.

Oi idiìthtec thc poludi�stathc kÐnhshc Brown mporeÐ na sunaqjoÔn apì tic
idiìthtec twn epi mèrouc monodi�statwn kin sewn Brown pou thn apoteloÔn.

Orismìc 3.6.2 MÐa d�di�stath kÐnhsh Brown eÐnai mÐa stoqastik  diadika-
sÐa Bt h opoÐa paÐrnei timèc ston Rd kai pou èqei tic akìloujec idiìthtec
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(i) An t0 < t1 < ::: < tn, tìte oi (dianusmatikèc) tuqaÐec metablhtècBt0 ; Bt1�
Bt0 ; :::; Btn �Btn�1 eÐnai anex�rthtec, (anex�rthtec aux seic)

(ii) If s; t � 0, tìte

P (Bs+t �Bs 2 A) =
Z
A

1

(2�t)d=2
exp

�
�j x j

2

2t

�
;

ìpou A 2 B(Rd). Oi aux seic thc kÐnhshc Brown se d�diast�seic eÐnai
katanemhmènec me thn kanonik  katanom  se d�diast�seic (katanom 
Gauss ).

(iii) Oi troqièc thc kÐnhshc Brown eÐnai suneqeÐc me pijanìthta 1, dhlad  h
sun�rthsh t! Bt eÐnai suneq c.

Oi treÐc autèc idiìthtec orÐzoun mÐa kai monadik  stoqastik  diadikasÐa. H
Ôparxh thc stoqastik c diadikasÐac me tic parap�nw idiìthtec mporeÐ na gÐnei
qrhsimopoi¸ntac genikeÔseic twn trìpwn apìdeixhc thc Ôparxhc thc monodi�-
stathc kÐnhshc Brown.

Apì tic idiìthtec thc kÐnhshc Brown mporoÔme na sun�goume tic idiìthtec
tou mètrou pou ep�gei h kÐnhsh Brown stic d-diast�seic:

�t1;t2;:::tn(A1 �A2 � :::�An) =

Z
A1

dx1

Z
A2

dx2:::

Z
An

dxn

nY
i=1

p(ti � ti�1; xi�1; xi)

ìpou x0 = x 2 Rd , t1 = 0, Ai 2 B(Rd), i = 1; :::; n kai

p(t; x; y) =
1

(2�t)d=2
exp

�
�j y � x j2

2t

�

Me ton sumbolismì j x j ennooÔme thn EukleÐdia nìrma ston Rd . H posìthta
�t1;t2;:::tn(A1�A2�:::�An) eÐnai kat� k�poio trìpo h pijanìthta na brÐsketai h
stoqastik  diadikasÐa Bt tic qronikèc stigmèc ti sta uposÔnolaAi (pou an koun
sto sÔnolo Borel pou par�getai apì to Rd . H posìthta aut  onom�zetai
peperasmènhc di�stashc katanom  kai h gn¸sh thc eÐnai polÔ shmantik  sto na
kataskeu�soume to mètro � 1

H poludi�stath kÐnhsh Brown èqei pollèc apì tic idiìthtec thc monodi�-
stathc kÐnhshc Brown. 'Ena par�deigma eÐnai h idiìthta Markov kai h isqur 
idiìthtaMarkov. 'Ena �llo par�deigma eÐnai oi idiìthtec martingale thc kÐnhshc
Brown kai diafìrwn sunart sewn thc. Pio sugkekrimèna, mporoÔme eÔkola na
doÔme thn genÐkeush tou jewr matoc tou Levy gia thn kÐnhsh Brown se peris-
sìterec thc mÐac di�stashc.

Je¸rhma 3.6.1 'Estw Xt = (X1;t; :::; Xd;t) 2 Rd , t � 0 mÐa stoqastik  diadi-
kasÐa kai Gt = �(Xs; s � t) h di jhsh pou par�getai apì aut . H Xt eÐnai mÐa
kÐnhsh Brown an kai mìno an isqÔoun oi akìloujec sunj kec

1Qrhsimopoi¸ntac to je¸rhma epèktashc tou Kolmogorov (Kolmogorov's extension theo-
rem). Blèpe p.q. [1]
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(i) X0 = 0 �:�:

(ii) Oi troqièc thc Xt eÐnai suneqeÐc sunart seic tou qrìnou.

(iii) H Xt eÐnai mÐa martingale wc proc thn di jhsh Gt = �(Xs; s � t).

(iv) Oi Xi;tXj;t � Æijt, i; j = 1; :::; d eÐnai martingale wc proc thn di jhsh
Gt = �(Xs; s � t). To Æij eÐnai to dèlta tou Kronecker.

3.7 Kataskeu  thc kÐnhshc Brown

Ja asqolhjoÔme t¸ra en suntomÐa me thn kataskeu  thc kÐnhshc Brown. An
kai mÐa apìdeixh Ôparxhc thc polÔ shmantik c aut c stoqastik c diadikasÐac
eÐnai aparaÐthth, o lìgoc pou ja to k�noume autì den phg�zei pl rwc apì jew-
rhtikì endiafèron. Oi mèjodoi kataskeu c thc kÐnhshc Brown pou ja dìsoume
eÐnai kataskeuastikèc kai sunep¸c mporeÐ na mac fanoÔn qr simec sthn arij-
mhtik  kataskeu  troqi¸n thc kÐnhshc Brown kai sthn paragwg  arijmhtik¸n
algorÐjmwn gia thn epÐlush problhm�twn.

Ja d¸soume dÔo diaforetikèc kataskeuèc thc kÐnhshc Brown, mÐa pou basÐ-
zetai sthn anapar�stash thc qrhsimopoi¸ntac kat�llhlec sunart seic b�shc,
kai mÐa kataskeu  thc san to kat�llhlo ìrio enìc tuqaÐou perip�tou.

3.7.1 Anapar�stash thc kÐnhshc Brown qrhsimopoi¸ntac
sunart seic Haar

Ja xekin soume eis�gontac mÐa b�sh tou q¸rou twn suneq¸n sunart sewn, thn
b�sh twn sunart sewn Haar.

Orismìc 3.7.1 Oi sunart seic �ij(t) : [0; 1] ! R pou orÐzontai me b�sh ton
parak�tw tÔpo

�ij(t) =

8<
:

2(i�1)=2; 2j�2
2i � t < 2j�2

2i

�2(i�1)=2; 2j�1
2i � t < 2j

2i

0; gia k�je �llo t

gia i = 1; 2; ::: kai j = 1; 2; :::; 2i�1 onom�zontai sunart seic Haar.

Oi sunart seic Haar èqoun merikèc polÔ qr simec idiìthtec:

� Oi sunart seic Haar eÐnai orjog¸niec sto [0; 1] wc proc to eswterikì

ginìmeno < f; g >=
R 1
0 �gfdt

� Oi sunart seic Haar apoteloÔn èna orjokanonikì pl rec sÔsthma ston
q¸ro L2[0; 1] = ff :< f; f ><1g.

� Oi grammikoÐ sunduasmoÐ twn sunart sewn Haar eÐnai puknoÐ sto sÔnolo
twn suneq¸n sunart sewn. Kat� sunèpeia, efìson to sÔnolo twn suneq¸n
sunart sewn eÐnai puknì ston q¸ro L2[0; 1], oi grammikoÐ sundiasmoÐ twn
sunart sewn Haar ja eÐnai puknoÐ ston q¸ro L2[0; 1].
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Me b�sh ta parap�nw blèpoume ìti opoiad pote suneq c sun�rthsh sto [0; 1]
kai opoiad pote sun�rthsh pou an kei ston L2[0; 1] ja mporeÐ na proseggisteÐ
san grammikìc sundiasmìc sunart sewn Haar. Kat� sunèpeia, kai h kÐnhsh
Brown pou empÐptei stic parap�nw kathgorÐec ja mporeÐ na ekfrasteÐ me thn
bo jeia twn sunart sewn aut¸n.

Prìseggish thc kÐnhshc Brown
OrÐzoume tic

 ij(t) =

Z t

0

�ij(s)ds

kai jewroÔme mÐa akoloujÐa apì anex�rthtec ìmoia katanemhmènec kanonikèc
metablhtèc Yij me E[Yij ] = 0 kai E[Y 2

ij ] = 1.
Kataskeu�zoume ta ajroÐsmata

V0(t) = Y00 00(t)

Vi(t) =
2i�1X
j=1

Yij ij(t); i � 1

To �jroisma

Xt =
1X
i=0

Vi(t) =
1X
i=0

2i�1X
j=1

Yij ij(t); i � 1

eÐnai mÐa prosèggish thc kÐnhshc Brown sto di�sthma [0; 1].

Gia thn prosèggish thc kÐnhshc Brown se opoiod pote di�sthma arkeÐ na qrhsi-
mopoi soume thn idiìthta thc kÐnhshc Brown ìti an Bt eÐnai kÐnhsh Brown tìte
kai h B̂t = t B1=t eÐnai kÐnhsh Brown. H idiìthta aut  epekteÐnei thn parap�nw
kataskeu  gia t apì to di�sthma [0; 1] se k�je t.

To oti h parap�nw kataskeu  eÐnai kal� orismènh kai to oti proseggÐzei thn
kÐnhsh Brown mporeÐ na ekfrasteÐ me to parak�tw je¸rhma:

Je¸rhma 3.7.1 H seir�
P1

i=0 Vi(t) sugklÐnei omoiìmorfa sto t (�:�:). An
Xt =

P1
i=0 Vi(t) tìte h Xt eÐnai m� kÐnhsh Brown gia thn opoÐa isqÔei X0 = 0.

Apìdeixh: Bl. [1]. 2.

Sqìlio: H anapar�stash thc kÐnhshc Brown qrhsimopoi¸ntac wc b�sh tic
sunart seic Haar den eÐnai h mình dunat  tètoia anapar�stash. MÐa arke-
t� dhmofil c anapar�stash thc kÐnhshc Brown eÐnai san mÐa seir� Fourier me
tuqaÐouc suntelestèc. H anapar�stash aut  onom�zetai an�ptugma Karhunen-
Lo�eve. SÔmfwna me thn anapar�stash aut  to �jroisma

Xt(!) =
1X
n=0

Zn(!)�n(t); 0 � t � T
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ìpou

�n(t) =
2
p
2T

(2n+ 1)�
sin

�
(2n+ 1)�t

2T

�
; n = 0; 1; :::

kai oi fZig, i = 0; 1; ::: eÐnai anex�rthtec kanonikèc tuqaÐec metablhtèc me
E[Zi] = 0 kai E[Z2

i ] = 1, sugklÐnei kat� L2 se mÐa kÐnhsh Brown sto di�sthma
[0; T ].

3.7.2 H embÔjish Skorokhod (Skorokhod Embedding)

Ja d¸soume t¸ra mÐa enallaktik  kataskeu  thc kÐnhshc Brown qrhsimopoi¸-
ntac wc basikì ergaleÐo ton tuqaÐo perÐpato. Qrhsimopoi¸ntac thn idèa thc
embÔjishc tou Skorokhod (Skorokhod embedding) mporoÔme na proseggÐsoume
mÐa kÐnhsh Brown xekin¸ntac apì èna tuqaÐo perÐpato kai k�nontac thn kat�l-
lhlh allag  klÐmakac.

H kentrik  idèa thc kataskeu c aut c basÐzetai sthn akìloujh parat rhsh:
'Estw �i anex�rthtec kai ìmoia katanemhmènec tuqaÐec metablhtèc tètoiec ¸ste
E[�i] = 0 kai E[�2i ] = 1. OrÐzoume ton tuq�io perÐpato Sn = �1 + ::: + �n.
Tìte up�rqei mÐa kÐnhsh Brown Bt kai qrìnoi st�shc �1 � �2 � ::: tètoioi ¸ste
B�n = Sn, �:�: gia k�je n.

H kentrik  aut  idèa mporeÐ na grafeÐ se pio austhr  morf  me thn qr sh
tou parak�tw jewr matoc:

Je¸rhma 3.7.2 (Skorokhod, Strassen) 'Estw �i anex�rthtec, ìmoia katanemh-
mènec tuqaÐec metablhtèc tètoiec ¸ste E[�i] = 0, kai E[�2i ] = 1. Ac gr�youme
Sn = �1 + :::+ �n. Tìte, up�rqei mÐa kÐnhsh Brown tètoia ¸ste

1

t1=2
sup
r�t

j S[r] �Br j! 0; t!1

ìpou me [r] sumbolÐzoume to akèraio mèroc tou r, kai to ìrio jewreÐtai wc sÔ-
gklish se pijanìthta.

Apìdeixh: H apìdeixh paraleÐpetai. Gia thn apìdeixh parapèmpoume ston [15]
2

To parak�tw je¸rhma mac deÐqnei p¸c mporoÔme na proseggÐsoume posìthtec
upologismènec sthn troqi� mÐac kÐnhshc Brown apì posìthtec upologismènec
sta diadoqik� shmeÐa pou episkèptetai ènac tuqaÐoc perÐpatoc. To je¸rhma au-
tì ofeÐletai ston Donsker kai pollèc forèc anafèretai sthn bibliografÐa san
to sunarthsiakì kentrikì oriakì je¸rhma (functional central limit
theorem).

Je¸rhma 3.7.3 'Estw �i anex�rthtec, ìmoia katanemhmènec tuqaÐec metablh-
tèc gia tic opoÐec isqÔei E[�i] = 0 kai E[�2i ] = 1. Ac orÐsoume thn stoqastik 
diadikasÐa

Xn
t =

1

n1=2

X
k�nt

�k; t 2 [0; 1]; n = 1; 2; :::
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'Estw epÐshc ìti B eÐnai mÐa kÐnhsh Brown sto [0; 1] kai ac orÐsoume san D[0; 1]
ton q¸ro twn sunart sewn sto [0; 1] pou eÐnai dexi� suneqeÐc kai èqoun arister�
ìria. 'Estw f mÐa apeikìnish f : D[0; 1]! R metr simh kai �:�: suneq c sthn
troqÐa thc B. Tìte

f(Xn)! f(B)

kai h sÔgklish eÐnai sÔgklish se katanom .

Apìdeixh: Gia thn apìdeixh parapèmpoume ston [15] 2

Me b�sh ta parap�nw mporoÔme na proteÐnoume thn parak�tw diadikasÐa pro-
sèggishc thc kÐnhshc Brown.

Prosèggish thc kÐnhshc Brown qrhsimopoi¸ntac ton tuqaÐo perÐ-
pato.
Gia na proseggÐsoume tic troqÐec thc kÐnhshc Brown mporoÔme na akolouj -
soume thn parak�tw diadikasÐa:

� Par�goume akoloujÐec tuqaÐwn metablht¸n �i oi opoÐec eÐnai anex�rthtec
kai ìmoia katanemhmènec, p.q. tètoiec ¸ste P (� = 1) = P (� = �1) = 1

2 .

� UpologÐzoume ta �jroismata

Xn
t =

1

n1=2

X
k�nt

�k; t 2 [0; 1]; n = 1; 2; ::

Ta Xn
t gia arket� meg�lo n eÐnai proseggÐseic thc troqÐac mÐac kÐnhshc

Brown Bt. H prosèggish ennoeÐtai kat� thn ènnoia pou perigr�fei to
je¸rhma 3.7.3.

� Gia thn epèktash thc diadikasÐac kataskeu c èxw apì to di�sthma [0; 1]
arkeÐ na qrhsimopoi soume thn idiìthta ìti an Bt eÐnai kÐnhsh Brown tìte
kai h B̂t = tB1=t eÐnai kai aut  kÐnhsh Brown.

3.8 Par�rthma: ApodeÐxeic jewrhm�twn

3.8.1 Apìdeixh thc idiìthtac Markov

Ja parousi�soume ed¸ mÐa apìdeixh tou jewr matoc 3.2.1 pou apoteleÐ mÐa
èkfrash thc idiìthtac Markov gia thn kÐnhsh Brown. Gia thn eukolÐa twn ana-
gnwst¸n parajètoume xan� thn diatÔpwsh tou jewr matoc.

Je¸rhma 3.2.1 'Estw Y mÐa fragmènh metr simh sun�rthsh kai �s o tele-
st c metatìpishc (shift operator ) o opoÐoc èqei thn akìloujh dr�sh (�s!)(t) =
!(t+ s). Tìte

Ex[Y Æ �s j Fs] = EBs [Y ]
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Apìdeixh: Gia thn apìdeixh akoloujoÔme ton Bass [1]. Ja xekin soume me
thn perÐptwsh Y = f(Bt) ìpou f fragmènh kai metr simh kat� Borel sun�rth-
sh. Sthn perÐptwsh aut  h proc apìdeixh sqèsh paÐrnei thn morf 

Ex[f(Xt) Æ �s j Fs] = EXs [f(Xt)]

ArkeÐ na deÐxoume to parap�nw apotèlesma gia thn perÐptwsh ìpou f(x) =
eikx ìpou i2 = �1 kai k 2 R. H genikìterh f mporeÐ na proseggisteÐ san
ènac grammikìc sunduasmìc ìrwn thc morf c eikx (an�ptugma Fourier), opìte
qrhsimopoi¸ntac thn grammik  idiìthta thc upì sunj kh mèshc tim c mporoÔme
na katal xoume sto zhtoÔmeno.

'Eqoume loipìn

Ex[f(Bt) Æ �s j Fs] = Ex[f(Bt+s) j Fs] = Ex[e
ikBt+s j Fs]

= Ex[e
ik(Bt+s�Bs)eikBs j Fs] = eikBsEx[e

ik(Bt+s�Bs) j Fs]
= eikBsEx[e

ik(Bt+s�Bs) j Fs] = e�k
2t=2eikBs

ìpou ston parap�nw upologismì qrhsimopoi same diadoqik� thn idiìthta thc
kÐnhshc Brown sÔmfwna me thn opoÐa h metabol  Bt+s � Bs eÐnai anex�rthth
thc Fs kai thn idiìthta ìti h katanom  thc metabol c aut c eÐnai h N(0; t). Gia
k�je z èqoume ìti

Ez[e
ikBs ] = E0[e

ikBteikz ] = eikze�k
2t=2

Antikajist¸ntac to z me to Xs èqoume to zhtoÔmeno.
Gia thn genikìterh perÐptwsh ja jewr soume ìti h Y eÐnai fragmènh kai

metr simh wc proc thn s-�lgebra F1. Sthn perÐptwsh aut  mporoÔme na pro-
seggÐsoume thn Y san to ginìmeno

Qn
i=1 fi(Bti), s � t1 � ::: � tn ìpou oi fi

eÐnai fragmènec sunart seic. H genik  perÐptwsh mporeÐ na epiteuqjeÐ qrhsimo-
poi¸ntac thn grammikìthta thc upì sunj kh mèshc tim c kai paÐrnontac to ìrio
n!1. Sto ìrio autì ja proseggÐsoume thn genik  fragmènh kai F1 metr si-
mh Y . H austhr  aitiolìghsh thc prosèggishc aut c basÐzetai sthn qr sh tou
jewr matoc monìtonhc kl�shc (monotone class theorem) apì thn jewrÐa mètrou
to opoÐo eÐnai ektìc twn plaisÐwn tou parìntoc. Gia perissìterec leptomèreiec
parapèmpoume sta [33], [15]. H apìdeixh thc idiìthtac Markov gia Y 2 F1 thc
parap�nw morf c mporeÐ na gÐnei me epagwg . Gia n = 1 o isqurismìc isqÔei
ìpwc deÐxame pio p�nw sthn perÐptwsh pou Y = f(Bt). Ac upojèsoume pwc
isqÔei gia genikì n. ja prospaj soume na deÐxoume ìti isqÔei kai gia n+1. Ac

jèsoume V =
Qn+1
j=2 fj(Btj �Bt1) kai h(y) = Ey[V ]. 'Eqoume

Ex[

n+1Y
j=1

fj(Btj ) j Fs] = Ex[Ex[V Æ �t1 j Ft1 ] j Fs]]

= Ex[EBt1 [V ]f1(Bt1) j Fs] = Ex[h(Bt1)f1(Bt1) j Fs]
= Ex[h f1(Bt1) j Fs] = EBs [h f1(Bt1�s)]
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All� gia k�je y èqoume

Ey[(hf1)(Bt1�s)] = Ey[EBt1�s [V ]f1(Bt1�s)]

= Ex[Ey[V Æ �t1�s j Ft1�s]f1(Bt1�s)]

= Ey[(V Æ �t1�s)f1(Bt1�s)]

Jètwntac V :=
Qn+1

j=2 fj(Btj � Bt1) kai y = Bs paÐrnoume thn isìthta pou jè-
loume gia n+ 1 kai ètsi oloklhr¸netai to b ma thc epagwg c. 2

Sqìlio: Sto parap�nw je¸rhma to Y 2 F1 ìpou Ft = �(Bs; s � t). Ta
apotelèsmata tou jewr matoc isqÔoun kai gia Y ta opoÐa eÐnai metr sima wc
proc k�poiec megalÔterec s-�lgebrec tic F+

1 ìpou F+
t =

T
�>0

~Ft+� ìpou ~F
eÐnai h s-�lgebra F sthn opoÐa èqoume sumperil�bei kai ta sÔnola ta opoÐa
èqoun mètro 0 k�tw apì to mètro Wiener. Gia thn genÐkeush parapèmpoume sto
[1].

3.8.2 Apìdeixh thc isqur c idiìthtac Markov gia thn kÐ-
nhsh Brown

Ja asqolhjoÔme t¸ra me thn apodeixh thc isqur c idiìthtac Markov. Ja apo-
deÐxoume pr¸ta to je¸rhma 3.2.2 to opoÐo kai parajètoume xan� gia thn eukolÐa
twn anagnwst¸n.

Je¸rhma 3.2.2 'Estw Bt mÐa kÐnhsh Brown kai T ènac peperasmènoc qrì-
noc st�shc gia thn Bt. Tìte isqÔei ìti fBt+T � Btg eÐnai mÐa kÐnhsh Brown
anex�rthth thc �lgebrac FT .

Apìdeixh: Gia thn apìdeixh tou jewr matoc ja qreiasteÐ na proseggÐsou-
me ton qrìno st�shc T me mÐa akoloujÐa qrìnwn st�shc Tn h opoÐa orÐzetai

san Tn = k
2n an T (!) 2 [ (k�1)2n ; k

2n ). H akoloujÐa aut  teÐnei monìtona ston
qrìno st�shc T , Tn # T . UpenjumÐzoume epÐshc kai ton orismì thc s-�lgebrac
FT

FT = fA 2 F1 : A \ fT � tg 2 Ft; 8t > 0g
Gia thn apìdeixh tou isqurismoÔ thc anexarthsÐac arkeÐ na deÐxoume ìti

Ex

h
ei�(BT+t�BT )ei�BT��

i
= Ex

h
ei�(BT+t�BT )

i
Ex
�
ei�BT��

�
(an krÐnete skìpimo sumbouleujeÐte thn par�grafo sqetik� me tic qarakthri-
stikèc sunart seic kai thn anexarthsÐa). Efìson o qrìnoc st�shc T jewreÐtai
fragmènoc mporoÔme na gr�youme

Ex[e
i�(BTn+t�BTn )ei�BTn�� ] =

1X
k=1

Ex

�
ei�(BTn+t�BTn)ei�BTn�� ; fTn = k

2n
g
�
=

1X
k=1

Ex[e
i�(BTn+t�BTn)]Ex[ei�BTn�� ]1fTn= k

2n g = Ex[e
i�(BTn+t�BTn )]Ex[ei�BTn�� ]
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ìpou sthn proteleutaÐa isothta qrhsimopoi same thn anexarthsÐa twn B k
2n+t

�
B k

2n
kai twn B k

2n�� gia k�je k. MporoÔme t¸ra na p�roume to ìrio n!1 sthn

parap�nw isìthta kai qrhsimopoi¸ntac to je¸rhma kuriarqhmènhc sÔgklishc na
per�soume to ìrio mèsa apì thn mèsh tim  katal gontac ètsi sto zhtoÔmeno
apotèlesma. ApodeÐxame loipìn thn anexarthsÐa.

Ja apodeÐxoume t¸ra ìti h BT+t � BT eÐnai mÐa kÐnhsh Brown pou m�lista
èqei thn Ðdia katanom  me thn Bt. Gia na gÐnei autì arkeÐ na upologÐsoume thn
qarakthristik  sun�rthsh thc tuqaÐac metablht c BT+t�BT . Ja qrhsimopoi-
 soume thn Ðdia diadikasÐa prosèggishc tou qrìnou st�shc T . 'Eqoume loipìn
ìti

Ex[e
i�(BTn+t�BTn)] =

1X
k=1

Ex

h
ei�(BTn+t�BTn)1fTn= k

2n g
i

=
1X
k=1

Ex

h
e
i�(B k

2n
+t
�B k

2n
)
1fTn= k

2n g
i

=

1X
k=1

e�
�2t
2 1fTn= k

2n g = e�
�2t
2 1fT<1g

T¸ra, paÐrnoume to ìrio n!1 kai qrhsimopoi¸ntac to je¸rhma kuriarqhmè-
nhc sÔgklishc gia na antimetajèsoume ton telest  thc mèshc tim c me to ìrio
katal goume sto ìti

Ex[e
i�(BT+t�BT )] = e�

�2t
2

to opoÐo deÐqnei ìti h BT+t �BT eÐnai mÐa kinhsh Brown.

Sqìlio: O periorismìc T fragmènoc den eÐnai aparaÐthtoc kai mporeÐ na pa-
raleifjeÐ. Gia tic leptomèreiec parapèmpoume sto [1].

Ja apodeixoume twra to je¸rhma 3.2.3.

Je¸rhma 3.2.3 'Estw �s o telest c metatìpishc pou orÐsthke prohgoumènwc,
U mÐa fragmènh metr simh sun�rthsh kai T ènac qrìnoc st�shc. Tìte

Ex[f(Y Æ �T ) j FT ] = EBT [Y ]

Apìdeixh: Gia thn apìdeixh tou jewr matoc 3.2.3 ja qrhsimopoi soume p�-
li thn prosèggish tou qrìnou st�shc T apì thn akoloujÐa Tn (bl. apìdeixh
jewr matoc 3.2.2). ArkeÐ na deÐxoume ìti

Ex[f(BT+t) j FT ] = EBT [f(Bt)]

gia f suneq  kai fragmènh.
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An A k�poio sÔnolo pou an kei sthn s-�lgebra FTn mporoÔme na gr�youme

Ex[f(BTn+t);A \ fTn =
k

2n
g] = Ex[f(Bt+ k

2n
);A \ fTn = k

2n
g]

Ex[EB k
2n
f(Bt);A \ fTn =

k

2n
g] = Ex[EBTnf(Bt);A \ fTn = k

2n
g]

ìpou qrhsimopoi same thn idiothta Markov gia thn kÐnhsh Brown ston qrìno
k
2n .

Me b�sh ton parap�nw upologismì èqoume

Ex[f(BTn+t);A \ fT <1g] =
1X
k=1

Ex

�
f(BTn+t);A \ fTn =

k

2n
g
�

=

1X
k=1

Ex

�
EBTn [f(Bt)];A \ fTn = k

2n
g
�
= Ex

�
EBTn [f(Bt)];A \ fT <1g�

PaÐrnoume t¸ra to ìrio n!1 kai qrhsimopoi¸ntac to je¸rhma kuriarqhmènhc
sÔgklishc katal goume sto

Ex[f(BT+t);A \ fT <1g] = Ex[EBT [f(Bt)];A \ fT <1g]

Apì ton orismì thc upì sunj kh mèshc tim c katal goume sto ìti

Ex[f(Bt+T ) j FT ] = EBT [f(Bt)]

H genikìterh Y mporeÐ na proseggisteÐ san ginìmeno thc morf c
Qn
i=1 fi(Bti)

sto ìrio ìpou n!1 me paremfer  trìpo ìpwc kai sthn idiìthta Markov. 2

3.8.3 Apìdeixh tou jewr matoc tou Levy

Ja asqolhjoÔme èd¸ me thn apìdeixh tou jewr matoc tou Levy. To je¸rhma
autì èqei thn akìloujh morf .

Je¸rhma 3.4.1 'Estw Xt, t � 0 mÐa stoqastik  diadikasÐa kai Gt = �(Xs; s �
t) h di jhsh pou par�getai apì aut . H Xt eÐnai mÐa kÐnhsh Brown an kai mìno
an isqÔoun oi akìloujec sunj kec

(i) X0 = 0 �:�:

(ii) Oi troqÐec thc Xt eÐnai suneqeÐc sunart seic tou qrìnou.

(iii) H Xt eÐnai mÐa martingale wc proc thn di jhsh Gt = �(Xs; s � t).

(iv) H X2
t � t eÐnai mÐa martingale wc proc thn di jhsh Gt = �(Xs; s � t).

Apìdeixh: To eujÔ eÐnai aplì kai ousiastik� h apìdeixh èqei dojeÐ sthn apì-
deixh tou jewr matoc 3.3.1. To antÐstrofo apaiteÐ lÐgo parap�nw kìpo. Ja
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qrhsimopoi soume kai p�li thn ènnoia thc qarakthristik c sun�rthshc. An h
Xt èqei tic idiìthtec 1-4 mporoÔme na deixoume ìti h stoqastik  diadikasÐa

Mt = exp

�
i�Xt^T +

1

2
�2(t ^ T )

�

eÐnai martingale gia k�je �, ìpou T k�poioc (fragmènoc) qrìnoc st�shc kai
i2 = �1. Gia opoiod pote A 2 Fs, s < t < T èqoume

E[1AMt j Fs] = 1AMs

apì ìpou me kat�llhlh anadiorg�nwsh twn ìrwn katal goume sto

E[1Ae
i�(Xt�Xs)] = P (A)e�

�2

2 (t�s)

Apì thn sqèsh aut  mporoÔme na sumper�noume ìti h metabol  Bt � Bs eÐnai
anex�rthth thc Fs kai eÐnai katanemhmènh me b�sh thn katanom  N(0; t � s).
Sunep¸c, h Xt eÐnai kÐnhsh Brown . 2

3.9 Basik� shmeÐa tou kefalaÐou.

Sto kef�laio autì eis�game mÐa polÔ shmantik  stoqastik  diadikasÐa, thn
kÐnhsh Brown (  diadikasÐa Wiener) kai melet same k�poiec apì tic idiìthtec
thc. H kÐnhsh Brown eÐnai polÔ basik  gia thn stoqastik  an�lush kai tic
diadikasÐec di�qushc eidikìtera, afoÔ apoteleÐ thn b�sh gia thn melèth pio
perÐplokwn diadikasi¸n.

Prèpei na jumìmaste:

� Ton orismì thc kÐnhshc Brown kai to ìti akoloujeÐ thn kanonik  kata-
nom .

� H kÐnhsh Brown èqei thn idiìthta Markov kai thn isqur  idiìthta
Markov. H isqur  idiìthta Markov eÐnai h Ðdia me thn idiìthta Markov
all� gia mÐa kathgorÐa tuqaÐwn qrìnwn, touc qrìnouc st�shc.

� H kÐnhsh Brown sqetÐzetai me merikèc martingales. Oi idiìthtec mar-
tingale thc kÐnhshc Brown eÐnai ikanèc gia ton qarakthrismì thc kÐnhshc
Brown me b�sh to je¸rhma tou Levy .
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Kef�laio 4

H jewrÐa thc stoqastik c
olokl rwshc

Sto kef�laio autì ja eis�goume merikèc basikèc ènnoiec apì thn stoqasti-
k  an�lush. Oi ènnoiec autèc sqetÐzontai me ton orismì tou oloklhr¸matoc
qrhsimopoi¸ntac wc diadikasÐa olokl rwshc (oloklhrwt ) mÐa stoqastik  dia-
dikasÐa ìpwc p.q. h kÐnhsh Brown. Ja melet soume ekten¸c thn jewrÐa thc
stoqastik c olokl rwshc ep�nw sthn kÐnhsh Brown kai tic idiìthtec tou sto-
qastikoÔ oloklhr¸matoc. Sto tèloc tou kefalaÐou ja dojoÔn nÔxeic gia epe-
kt�seic twn ennoi¸n aut¸n gia olokl rwsh ep�nw se pio genikèc stoqastikèc
diadikasÐec.

H jewrÐa thc stoqastik c olokl rwshc brÐskei pollèc efarmogèc se di�fo-
rouc episthmonikoÔc kl�douc. IdiaÐtero endiafèron parousi�zoun oi efarmogèc
thc sthn qrhmatooikonomik , kai sugkekrimèna se probl mata ìpwc p.q. timo-
lìghsh qrhmatooikonomik¸n periousiak¸n stoiqeÐwn (timolìghsh parag¸gwn
sumbolaÐwn), epilog  qartofulakÐou k.a.

4.1 To stoqastikì olokl rwma tou Itô

'Opwc eÐdame sto kef�laio sqetik� me thn kÐnhsh Brown h kÐnhsh Brown eÐnai
mÐa sun�rthsh pajologik  thc opoÐac h par�gwgoc den orÐzetai poujen�. 'Omwc
mporoÔme na oloklhr¸soume ep�nw se aut . Oloklhr¸mata ep�nw sthn kÐnhsh
Brown eÐnai polÔ qr sima ìtan qreiasteÐ na melet soume thn jewrÐa diaqÔsewn
  tic stoqastikèc diaforikèc exis¸seic. Sto kef�laio autì ja deÐxoume pwc
mporoÔme na orÐsoume to olokl rwma ep�nw sthn kÐnhsh Brown parousi�zontac
ton trìpo pou upèdeixe sta tèlh thc dekaetÐac tou 1940 o I�pwnac majhmatikìc
Kyoshi Itô . Kat� thn di�rkeia tou kefalaÐou ja anaferjoÔme en suntomÐa kai
se �llouc enallaktikoÔc trìpouc orismoÔ stoqastik¸n oloklhrwm�twn.

127
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f(t, ω)

t1 2 3 4 5t t t t t

Sq ma 4.1: Prosèggish (lept  gramm ) thc f(t; !) (paqei� gramm ) gia mÐa
mìno pragmatopoÐhsh thc stoqastik c diadikasÐac (dhlad  gi� k�poio dedomèno
!}.

4.1.1 Orismìc tou oloklhr¸matoc Itô : Eisagwg 

Ac jewr soume ìti èqoume mÐa tuqaÐa sun�rthsh f h opoÐa exart�tai me k�-
poio trìpo apì thn èkbash k�poiac kÐnhshc Brown kai jèloume na orÐsoume to
olokl rwma thc ep�nw stic metabolèc thc kÐnhshc Brown. Jèloume dhlad  na
orÐsoume to olokl rwma Z b

a

f(t; !)dBt(!)

ìpou Bt(!) eÐnai mÐa monodi�stath kÐnhsh Brown pou xekin�ei apì to 0 en¸ f
eÐnai mÐa sun�rthsh f : (0;1) � 
 ! R. JewroÔme fusik� ìti (
;F ; P ) eÐnai
ènac q¸roc pijanot twn. H ex�rthsh thc sun�rthshc apì thn tuqaÐa metablht 
kai sugkekrimèna apì thn kÐnhsh Brown enup�rqei mèsw tou !.

Ac xekin soume me to na exhg soume diaisjhtik� ti ennooÔme me to parap�nw
olokl rwma kai katìpin ja asqolhjoÔme me ton austhrì orismì thc ènnoiac
aut c.

Orismìc 4.1.1 Ac jewr soume thn diamèrish a = t0 < t1 < ::: < tn = b tou
diast matoc [a; b] kai ìti proseggÐzoume thn sun�rthsh f(t; !) wc

f(t; !) '
n�1X
i=0

f(ti; !)1[ti;ti+1)(t);

(blèpe sq ma 4.1) To olokl rwma Itô mporeÐ na oristeÐ san to ìrio ston L2Z b

a

f(t; !)dBt(!) = lim
n!1

nX
i=1

f(ti; !)[Bti+1 �Bti ](!)

Ja tonÐsoume dÔo shmeÐa tou orismoÔ sta opoÐa ja epanèljoume sthn sunè-
qeia me perissìterec teqnikèc leptomèreiec.

� H tim  thc sun�rthshc f thn qronik  stigm  t ja prèpei na exart�tai apì
tic timèc tou Bs gia s � t all� ìqi gia s � t.
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� To ìrio lamb�netai kat� thn L2 ènnoia kai ìqi shmeiak� dhlad  gia k�je
!.

Ta dÔo parap�nw shmeÐa eÐnai idiaÐtera shmantik� kai diaforopoioÔn to o-
lokl rwma tou Itô apì �llouc pijanoÔc orismoÔc stoqastik¸n   kai ntetermi-
nistik¸n oloklhrwm�twn.

Me parìmoio trìpo mporeÐ na oristeÐ to stoqastikì olokl rwma
R b
a
f(t; !)dXt

ep�nw se pio genikèc stoqastikèc diadikasÐec Xt. MÐa idiaÐtera endiafèrousa
perÐptwsh eÐnai h perÐptwsh ìpou h Xt eÐnai martingale. Ja epanèljoume sto
jèma autì sthn par�grafo 4.8.3.

Par�deigma 4.1.1 Ac xekin soume me èna par�deigma sqetik� me to pou mpo-
reÐ na qreiasteÐ èna tètoio olokl rwma. Ac jewr soume ìti ènac ependut c
mporeÐ na ependÔsei kapoio posì se ènan tÐtlo h axÐa tou opoÐou, St, eÐnai mÐ-
a stoqastik  diadikasÐa. Ac upojèsoume de ìti èna montèlo gia thn tim  tou
tÐtlou autoÔ eÐnai h kÐnhsh Brown dhlad  St = Bt. O ependut c apofasÐzei
k�je qronik  stigm  pìsa komm�tia apì ton tÐtlo ja èqei sthn katoq  tou, ac
onom�soume ht to posì autì. H apìfash tou pìsa komm�tia ja krat sei apì
ton tÐtlo sthn di�jesh tou o ependut c exart�tai apì thn exèlixh thc tim c tou
tÐtlou dhlad  eÐnai kai autì mÐa tuqaÐa metablht  pou exart�tai apì thn Bt.
Ja qrhsimopoi soume ton sumbolismì ht = h(t; !). Se k�poio qronikì di�sthma
�t = ti+1 � ti kat� to opoÐo jewroÔme ìti to ht paramènei stajerì, lìgw thc
metabol c thc tim c tou tÐtlou o ependut c ja èqei metabol  tou ploÔtou tou
kat� hti(Sti+1 � Sti) = hti(Bti+1 � Bti). O sunolikìc tou ploÔtoc, Vt, sthn
katalhktik  qronik  stigm  t, h isodÔnama met� apì thn p�rodo N qronik¸n
periìdwn, ja eÐnai to �jroisma twn metabol¸n aut¸n dhlad 

Vt = V0 +
NX
i=1

hti(Bti+1 �Bti)

ìpou tN = t. An jewr soume ìti supi(ti+1 � ti) ! 0   isodÔnama ìti N ! 1,
dhlad  ìti oi metabolèc gÐnontai se polÔ mikr� qronik� diast mata ètsi ¸ste
o qrìnoc na mporeÐ na jewrhjeÐ ìti metab�lletai suneq¸c, tìte blèpoume oti
o ploÔtoc tou ependut  mporeÐ na parastajeÐ apì èna stoqastikì olokl rwma.
Autì eÐnai mÐa polÔ apl  pr¸th efarmog . 'Opwc ja doÔme kai sthn sunèqeia
oi idèec autèc mporeÐ na epektajoÔn kai gia peript¸seic pou oi diadikasÐec twn
tim¸n mporeÐ na eÐnai kai pio perÐplokec apì thn kÐnhsh Brown.

MporoÔme na k�noume thn diaisjhtik  aut  prosèggish tou oloklhr¸matoc
kat� Itô piì austhr  me ton akìloujo trìpo:

� MporoÔme na orÐsoume mÐa sugkekrimènh kl�sh stoqastik¸n diadikasi¸n,
tic diadikasÐec b matoc (step processes ) oi opoÐec eÐnai thc morf c

fstep(t) =

n�1X
j=0

�j1[tj;tj+1)(t)



130 KEF�ALAIO 4. H JEWR�IA THS STOQASTIK�HS OLOKL�HRWSHS

ìpou �j eÐnai tetragwnik� oloklhr¸simec tuqaÐec metablhtèc oi opoÐec
eÐnai Ftj -metr simec kai tj eÐnai mÐa diamèrish tou diast matoc [a; b] tètoia
¸ste a = t0 < t1 < ::: < tn � b. MporoÔme na jewr soume mÐa akoloujÐa
diamerÐsewn tou diast matoc pou gÐnontai ìlo kai pio leptèc kaj¸c to
n ! 1 kai sunep¸c na p�roume mÐa akoloujÐa apo diadikasÐec b matoc
fstep;n.

� To stoqastikì olokl rwma mporeÐ na oristeÐ gia mÐa diadikasÐa b matoc
san èna �jroisma

I(fstep(t)) :=

Z b

a

fstep(t)dBt =

n�1X
j=0

�j(Btj+1 �Btj )

Gia to stoqastikì olokl rwma mÐac diadikasÐac b matoc isqÔei ìti

E[j I(fstep] j2) := E

2
4�����
Z b

a

fstep(t)dBt

�����
2
3
5 = E

"Z b

a

j fstep(t) j2 dt
#

(4.1)

� Dedomènhc mÐac stoqastik c diadikasÐac f(t) lème ìti èqoume mÐa pro-
sèggish thc diadikasÐac aut c apì mÐa akoloujÐa diadikasi¸n b matoc
fstep;n(t) an isqÔei

jj f � fstep;n jjM2 :=

 Z b

a

j f � fstep;n j2 dt
!1=2

! 0; kaj¸c n!1

� MporeÐ na apodeiqjeÐ ìti h akoloujÐa I(fstep;n) eÐnai mÐa akoloujÐa h
opoÐa eÐnai akoloujÐa Cauchy ston q¸ro L2 kai h opoÐa sunep¸c su-
gklÐnei1. Autì ofeÐletai sto ìti isqÔei h idiìthta (4.1) gia ta oloklh-
r¸mata diadikasi¸n b matoc. MporeÐ epÐshc na apodeiqjeÐ ìti to ìrio
thc akoloujÐac aut c eÐnai anex�rthto apì thn prosèggish thc diadika-
sÐac f apì diadikasÐec b matoc dhlad  anex�rthth thc epilog c thc a-
koloujÐac fstep;n (arkeÐ fusik� h akoloujÐa aut  na plhreÐ thn sunj kh
limn!1 jj f�fstep;n jjM2= 0). To ìrio thc akoloujÐac I(fstep;n) orÐzetai
san to stoqastikì olokl rwma I(f) thc sun�rthshc f .

� SunoyÐzontac mporoÔme na orÐsoume (a) ton q¸ro M2 pou apoteleÐtai
apì tic stoqastikèc diadikasÐec f(t) tètoiec ¸ste na mporoÔn na pro-
seggistoÔn apì akoloujÐec diadikasi¸n b matoc kai gia tic opoÐec isqÔei

E[
bR
a

j f(t) j2 dt] < 1 kai (b) ton q¸ro L2 twn tetragwnik� oloklhr¸si-

mwn tuqaÐwn metablht¸n dhlad  twn tuqaÐwn metablht¸n � gia tic opoÐec
isqÔei E[�2] <1 kai na jewr soume to stoqastikì olokl rwma san mÐa
apeikìnish apo ton q¸ro M2 ston q¸ro L2. H apeikìnish aut  eÐnai mÐa

1Bl. par�rthma tou kefalaÐou 1 kai par�rthma tou parìntoc kefalaÐou.
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grammik  apeikìnish h opoÐa eÐnai kai mÐa isometrÐa metaxÔ twn dÔo q¸rwn
dhlad  isqÔei

jj I(f) jjL2=jj f jjM2

Me b�sh thn parap�nw kataskeu , to stoqastikì olokl rwma mporeÐ na
oristeÐ gia opoiad pote stoqastik  diadikasÐa pou an kei ston q¸ro M2. Pa-
rathroÔme ìti h prosèggish thc sun�rthshc f(t; !) pou uiojet same ston orismì
tou oloklhr¸matoc tou Itô eÐnai mÐa prosèggish thc stoqastik c diadikasÐac
aut c apì mÐa diadikasÐa b matoc, ìpou �j = f(tj ; !). MporoÔme na doÔme pwc
an f 2M2 tìte kai �j 2 L2.

4.1.2 Orismìc tou oloklhr¸matoc Itô : Teqnik� shmeÐa

Sthn par�grafo aut  ja analÔsoume pio diexodik� ta parap�nw b mata.

Ac xekin soume me merikoÔc orismoÔc.

Orismìc 4.1.2 MÐa stoqastik  diadikasÐa f h opoÐa mporeÐ na grafeÐ sthn
morf 

f(t) =

n�1X
j=0

�j1[tj ;tj+1)(t) (4.2)

gia k�poia diamèrish a = t0 < t1 < ::: < tn = b tou diast matoc [a; b] ìpou
�j tuqaÐec metablhtèc oi opoÐec eÐnai Ftj metr simec kai E[�2j ] < 1 onom�-
zetai diadikasÐa b matoc. Ja sumbolÐzoume me Mstep([a; b]) to sÔnolo twn
diadikasi¸n b matoc sto di�sthma [a; b].

Ja orÐsoume t¸ra to stoqastikì olokl rwma gia mÐa diadikasÐa b matoc.

Orismìc 4.1.3 An h stoqastik  diadikasÐa f eÐnai diadikasÐa b matoc thc
morf c thc exÐswshc (4.2) tìte to stoqastikì olokl rwma thc wc proc thn
kÐnhsh Brown orÐzetai wc

Z b

a

f(t)dBt =

n�1X
j=0

�j (Btj+1 �Btj )

Par�deigma 4.1.2 An fstep eÐnai mÐa diadikasÐa b matoc apodeÐxte ìti isqÔei
h isometrÐa tou Itô dhlad  ìti

E[j I(fstep] j2) := E

2
4�����
Z b

a

fstep(t)dBt

�����
2
3
5 = E

"Z b

a

j fstep(t) j2 dt
#

H idiìthta aut  ìpwc eÐdame kai parap�nw eÐnai idiaÐtera shmantik  gia thn ka-
taskeu  tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc gia opoiad pote stoqastik  diadikasÐa
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f .

Apìdeixh: Ac jewr soume thn diadikasÐa b matoc

fstep(t) =

n�1X
j=0

�j1[tj ;tj+1)(t)

h opoÐa ìpwc eÐdame kai pio p�nw èqei to stoqastikì olokl rwma

I(fstep) :=

bZ
a

fstep(t)dt �
n�1X
j=0

�j(Btj+1 �Btj )

MporoÔme t¸ra na upologÐsoume thn mèsh tim  tou tetrag¸nou thc par�-
stashc aut c. 'Eqoume ìti

j I(fstep) j2=
n�1X
j=0

�2j (Btj+1 �Btj )
2 + 2

X
k<j

�j(Btj+1 �Btj )�k(Btk+1
�Btk )

ìpou apl� qwrÐsame touc diag¸niouc kai touc mh diag¸niouc ìrouc sto �jroisma
autì. H metabol  thc kÐnhshc Brown (Btj+1 � Btj ) eÐnai anex�rthth apì ìti
sunèbei prÐn apì thn qronik  stigm  tj . Sunep¸c, efìson h tuqaÐa metablht  �j
eÐnaiFtj metr simh, oi tuqaÐec metablhtèc (Btj+1�Btj ) kai �j eÐnai anex�rthtec.
To Ðdio isqÔei kai gia opoiad pote sun�rthsh twn metablht¸n aut¸n. Sunep¸c

E[�2j (Btj+1 �Btj )
2] = E[�2j ]E[(Btj+1 �Btj )

2] = E[�2j ](tj+1 � tj)

efìson E[(Btj+1 � Btj )
2] = (tj+1 � tj) apì tic idiìthtec thc kÐnhshc Brown.

Epiplèon efìson k < j oi tuqaÐec metablhtèc �k , Btk+1
� Btk , �j , Btj+1 � Btj

eÐnai anex�rthtec metaxÔ touc kai sunep¸c

E[�j(Btj+1 �Btj )�k(Btk+1
�Btk)] = E[�j(Btk+1

�Btk)�k ]E[Btj+1 �Btj ] = 0

efìson E[Btj+1 � Btj ] = 0 apì tic idiìthtec thc kÐnhshc Brown. Qrhsimopoi¸-
ntac ta parap�nw èqoume ìti

E[I(fstep)] =

n�1X
j=0

E[�2j ](tj+1 � tj)

O teleutaÐoc ìroc ìmwc mporeÐ polÔ eÔkola na anagnwristeÐ san h mèsh tim  tou
oloklhr¸matoc

E

"Z b

a

j fstep(t) j2 dt
#
= E

2
64Z b

a

������
n�1X
j=0

�j1[tj ;tj+1)

������
2

dt

3
75
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Pr�gmati, èqoume ìti

j fstep j2=
n�1X
j=0

�2j1[tj ;tj+1) +
X
k<j

�k�j1[tj ;tj+1)1[tk;tk+1) =

n�1X
j=0

�2j1[tj;tj+1)

afoÔ 1[tj ;tj+1)1[tk;tk+1) = 0 gia k < j 2, apì ìpou prokÔptei ìti

E

"Z b

a

j fstep(t) j2 dt
#
= E

2
64Z b

a

������
n�1X
j=0

�j1[tj ;tj+1)

������
2

dt

3
75 =

n�1X
j=0

E[�2j ](tj+1 � tj)

Sunep¸c apodeÐqjhke ìti gia diadikasÐec b matoc isqÔei h isometrÐa tou Itô . �

Ja orÐsoume t¸ra mÐa genikìterh kl�sh stoqastik¸n diadikasi¸n (ìqi a-
paraÐthta diadikasi¸n b matoc) gia tic opoÐec ja mporèsoume na orÐsoume to
stoqastikì olokl rwma.

Orismìc 4.1.4 MÐa stoqastik  diadikasÐa f lème ìti an kei ston q¸roM2([a; b])
an eÐnai prosarmosmènh sthn di jhsh Ft = �(Bs; s � t) kai ikanopoieÐ thn sun-
j kh

jj f jjM2([a;b]):= E

"Z b

a

j f j2 dt
#
<1

Sqìlio: Pollèc forèc ìtan den up�rqei amfibolÐa wc proc to di�sthma to o-
poÐo mac endiafèrei mporeÐ na paraleÐpoume thn anafor� tou diast matoc ston
orismì tou q¸rou dhlad  na gr�foume apl� M2 antÐ gia M2([a; b]).

Oi stoqastikèc diadikasÐec pou an koun ston q¸ro M2([a; b]) mporoÔn na pro-
seggistoÔn apì diadikasÐec b matoc sÔmfwna me thn ènnoia pou upodeiknÔei to
parak�tw je¸rhma.

Je¸rhma 4.1.1 Gia k�je f 2 M2([a; b]) up�rqei mÐa akoloujÐa diadikasi¸n
b matoc fstep;n tètoia ¸ste

lim
n!1

jj f(t)� fstep;n(t) jjM2([a;b])= lim
n!1

E

"Z b

a

j f(t)� fstep;n(t) j2 dt
#
= 0

Apìdeixh: Sthn apìdeixh akoloujoÔme to [24]. H apìdeixh ja gÐnei se trÐ-
a b mata. To pr¸to b ma eÐnai na deÐxoume ìti opoiad pote stoqastik  dia-
dikasÐa pou an kei sto M2([a; b]) mporeÐ na proseggisteÐ apì mÐa akoloujÐa
fragmènwn stoqastik¸n diadikasi¸n pou an koun sto M2([a; b]). To deÔte-
ro b ma eÐnai na deÐxoume ìti k�je fragmènh stoqastik  diadikasÐa pou an -
kei sto M2([a; b]) mporeÐ na proseggisteÐ apì mÐa akoloujÐa fragmènwn kai

2To t den mporeÐ na brÐsketai tautìqrona kai sto di�sthma [tj ; tj+1) kai sto di�sthma
[tk; tk+1) gia k < j



134 KEF�ALAIO 4. H JEWR�IA THS STOQASTIK�HS OLOKL�HRWSHS

suneq¸n stoqastik¸n diadikasi¸n pou an koun sto M2([a; b]). Sunep¸c, mÐa
opoiad pote stoqastik  diadikasÐa stoM2([a; b]) mporeÐ na proseggisteÐ (kat�
thn L2 ènnoia) apì mÐa akoloujÐa fragmènwn kai suneq¸n stoqastik¸n diadi-
kasi¸n tou M2([a; b]). To trÐto b ma eÐnai na apodeÐxoume ìti mÐa opoiad pote
fragmènh kai suneq c diadikasÐa touM2([a; b]) mporeÐ na proseggisteÐ apì mÐa
akoloujÐa diadikasi¸n b matoc. H sÔnjesh twn tri¸n aut¸n bhm�twn odhgeÐ
sto zhtoÔmeno. Parajètoume t¸ra analutik� ta trÐa aut� b mata.

� 'Estw f 2 M2([a; b]). OrÐzoume thn akoloujÐa stoqastik¸n diadikasi¸n
�n(t) = [�n _ f(t)] ^ n. MporoÔme eÔkola na doÔme ìti h akoloujÐ-
a �n(t) eÐnai fragmènh kai ìti �n(t) 2 M2([a; b]) gia k�je n. EpÐshc,
limn!1 �n(t) = f(t). Sunep¸c apì to je¸rhma kuriarqhmènhc sÔgklishc
mporoÔme na doÔme ìti

lim
n!1

E

"Z b

a

j f(t)� �n(t) j2 dt
#
= 0

� Ac jewr soume �(t) 2M2([a; b]) fragmènh. MporoÔme na kataskeu�sou-
me thn akoloujÐa  n(t) kat� ton akìloujo trìpo: Gia k�je n ac jew-
r soume �n : R ! R

+ mÐa suneq  sun�rthsh tètoia ¸ste �n(t) = 0 gia
t � � 1

n kai t � 0 kai
R1
�1 �n(t)dt = 1. OrÐzoume

 n(t) =

Z b

a

�n(s� t)�(s)ds

H akoloujÐa  n(t) eÐnai mÐa akoloujÐa stoqastik¸n diadikasi¸n epeid 
h �(s) eÐnai kai aut  mÐa stoqastik  diadikasÐa. To olokl rwma sunè-
lixhc pou orÐzei thn  n eÐnai èna tupikì olokl rwma Riemann. Apì tic
idÐothtec tou oloklhr¸matoc kai lamb�nontac upìyh ìti h  (t) eÐnai frag-
mènh katal goume sto ìti h akoloujÐa  n(t) apoteleÐtai apì suneqeÐc
sunart seic kai eÐnai fragmènh. EpÐshc an kei sto M2([a; b]). Apì to
je¸rhma fragmènhc sÔgklishc èqoume ìti

lim
n!1

E

"Z b

a

j f(t)� �n(t) j2 dt
#
= 0

� Tèloc an  (t) 2 M2([a; b]) kai eÐnai fragmènh kai suneq c mporoÔme na
kataskeu�soume thn akoloujÐa diadikasi¸n b matoc fstep;n wc ex c:

fstep;n(t) =  (a)1[a;a+ b�a
n ](t) +

n�1X
i=1

 

�
a+ i

b� a

n

�
1(a+i b�an ;a+(i+1) b�an ](t)

H akoloujÐa aut  eÐnai fragmènh. Qrhsimopoi¸ntac kai p�li to je¸rhma
fragmènhc sÔgklishc mporoÔme na katal xoume ìti

lim
n!1

E

"Z b

a

j  (t)� fstep;n(t) j2 dt
#
= 0
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� Me thn sÔnjesh twn tri¸n parap�nw bhm�twn kai thn qr sh thc trigwni-
k c anisìthtac katal goume ìti

lim
n!1

E

"Z b

a

j f(t)� fstep;n(t) j2 dt
#
= 0

Autì kai oloklhr¸nei thn apìdeixh. 2

Sqìlio: EÐnai shmantikì na tonÐsoume ìti to parap�nw apotèlesma ìqi mìno
mac deÐqnei thn dunatìthta na proseggÐsoume tic stoqastikèc diadikasÐec pou
an koun sto M2([a; b]) me mÐa akoloujÐa diadikasi¸n b matoc all� eÐnai kai
kataskeuastikì, dhlad  mac deÐqnei kai ton trìpo na gÐnei aut  h prosèggish.
Fusik� o trìpoc pou proteÐnei to para�nw je¸rhma den eÐnai kai o monadikìc.

Par�deigma 4.1.3 Par�deigma diamèrisewc kai prosèggisewc. MÐa
eÔlogh er¸thsh eÐnai poi� ja mporoÔse na eÐnai h epilog  thc diamèrishc tj . To
parap�nw je¸rhma dÐnei k�poiec idèec oi opoÐec fusik� den eÐnai kai monadikèc.
DÐnoume ed¸ èna par�deigma tètoiac epilog c.

An to arqikì di�sthma eÐnai to [0; T ] mÐa pijan  epilog  diamèrishc mporeÐ
na eÐnai h 0 = tn0 < tn1 < ::: < tnj < ::: < tnn = T , j = 0; :::; n me tnj = jT

n MÐ-
a pijan  prosèggish thc stoqastikhc diadikasÐac f(t; !), sto di�sthma [0; T ],
qrhsimopoi¸ntac thn diamèrish aut  mporeÐ na eÐnai h akoloujÐa apì diadikasÐec
b matoc

fstep;n(t) =

n�1X
j=0

f(tj ; !)1[tj ;tj+1)(t)

An h stoqastik  diadikasÐa f(t; !) eÐnai suneq c �:�: sthn metablht  t mpo-
roÔme na deÐxoume ìti

lim
n!1

jj f � fstep;n jjM2 := lim
n!1

E

"Z T

0

j f � fstep;n j2 dt
#
= 0

dhlad  ìti h akoloujÐa diadikasi¸n b matoc fstep;n proseggÐzei thn stoqastik 
diadikasÐa f . H diamèrish aut  kai h prosèggish aut  eÐnai h sun jhc prosèg-
gish pou akoloujoÔme ston upologismì stoqastik¸n oloklhrwm�twn kat� Itô.
An gia par�deigma f(t; !) = B2

t tìte mÐa pijan  prosèggish thc stoqastik c
diadikasÐac f apì diadikasÐec b matoc eÐnai h

fstep;n(t) =

n�1X
j=0

B2
jT
n

1
[ jTn ; (j+1)T

n )
(t);

  isodÔnama

fstep;n(t) = B2
jT
n

; an t 2 [
jT

n
;
(j + 1)T

n
) j = 0; :::; n� 1:
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'Eqontac t¸ra proseggÐsei mÐa opoiad pote stoqastik  diadikasÐa f 2M2([a; b])
me mÐa akoloujÐa diadikasi¸n b matoc fstep;n kai efìson to stoqastikì olo-
kl rwma eÐnai kal� orismèno gia mÐa stoqastik  diadikasÐa b matoc mporoÔme
na orÐsoume to stoqastikì olokl rwma kat� Itô me ton akìloujo trìpo

Orismìc 4.1.5 'Estw f 2 M2([a; b]). To olokl rwma Itô thc f orÐzetai san
to akìloujo ìrio

I(f) :=

Z b

a

f(t)dt = lim
n!1

I(fstep;n) := lim
n!1

Z b

a

fstep;n(t)dBt

opou fstep;n eÐnai mÐa akoloujÐa diadikasi¸n b matoc pou proseggÐzoun kat� L2

thn f kai ta oloklhr¸mata
R b
a fstep;n(t)dBt := I(fstep;n) orÐzontai sÔmfwna me

ton orismì 4.1.3.

Gia na èqei nìhma o parap�nw orismìc ja prèpei na deÐxoume ìti h akolou-

jÐa I(fstep;n) := limn!1
R b
a
fstep;n(t)dBt sugklÐnei. Autì eÐnai kai to basikì

apotèlesma to parak�tw jewr matoc.

Je¸rhma 4.1.2 'Estw f 2 M2([a; b]) kai fstep;n mÐa akoloujÐa diadikasi¸n
b matoc h opoÐa proseggÐzei kat� L2 thn f . Tìte h akoloujÐa I(fstep;n) =R b
a fstep;n(t)dBt ìpou to stoqastikì olokl rwma Itô èqei oristeÐ sÔmfwna me
ton orismì 4.1.3 sugklÐnei kaj¸c to n ! 1 se mÐa tuqaÐa metablht  eÐnai
tetragwnik� oloklhr¸simh (dhlad  an kei ston q¸ro L2).

Apìdeixh: Lìgw twn idiot twn tou q¸rou L2 (plhrìthta) arkeÐ na deÐxoume
ìti h akoloujÐa rn := I(fstep;n) eÐnai mÐa akoloujÐa Cauchy dhlad  ìti isqÔei

jj rn � rm jjL2 := E[j rn � rm j2]! 0 kaj¸c n;m!1:

Sto parap�nw upenjumÐzoume ìti me ton sumbolismì jj jjL2 sumbolÐzoume thn
nìrma tou q¸rou tetragwnik� oloklhr¸simwn tuqaÐwn metablht¸n L2 h opoÐa
kai orÐzetai sÔmfwna me thn sqèsh jj � jjL2 := E[�2] gia k�je � 2 L2. Gia na
deÐxoume thn idiìthta Cauchy gia thn akoloujÐa rn ja qrhsimopoi soume to
gegonìc ìti h akoloujÐa fstep;n proseggÐzei kat� L2 thn f dhlad 

lim
n!1

E

"Z b

a

[f(t)� fstep;n(t) j2 dt
#
= 0

kai thn exairetik� qr simh idiìthta tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc Itô gia
diadikasÐec b matoc sÔmfwna me thn opoÐa

E

2
4�����
Z b

a

fstep;n(t)dBt

�����
2
3
5 = E

�jfstep;n(t)j2dt�
H idiìthta aut  pou sundèei thn mèsh tim  tou tetrag¸nou tou stoqastikoÔ
oloklhr¸matoc kat� Itô mÐac diadikasÐac b matoc me thn mèsh tim  tou olo-
klhr¸matoc Riemann tou tetrag¸nou thc diadikasÐac apodeÐqjhke sto par�-
deigma 4.1.2. Tèloc ja qreiastoÔme thn grammikìthta tou oloklhr¸matoc Itô
gia diadikasÐec b matoc.
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SÔmfwna me ta parap�nw èqoume

E[j rn � rm j2] = E

2
4�����
Z b

a

fstep;n(t)dt �
Z b

a

fstep;m(t)dt

�����
2
3
5

= E

2
4�����
Z b

a

(fstep;n(t)� fstep;m(t))dt

�����
2
3
5

= E

"Z b

a

j fstep;n(t)� fstep;m(t) j2 dt
#

= E

"Z b

a

j fstep;n(t)� f(t) + f(t)� fstep;m(t) j2 dt
#

� E

"Z b

a

j fstep;n(t)� f(t) j2 dt
#
+E

"Z b

a

j fstep;m(t)� f(t) j2 dt
#

Mèqri t¸ra qrhsimopoi same thn grammikìthta tou oloklhr¸matoc Itô gia dia-
dikasÐec b matoc, thn isometrÐa tou Itô gia diadikasÐec b matoc kai thn trigwni-
k  anisìthta. Lìgw tou ìti h fstep;n(t) proseggÐzei kat� L2 thn f(t) blèpoume
ìti to dexiì mèloc thc parap�nw exÐswshc teÐnei sto 0 kaj¸c m ! 1 kai
n!1. Sunep¸c apodeÐqjhke to zhtoÔmeno. 2

Sqìlio: H idiìthta thc plhrìthtac tou q¸rou L2 apoteleÐ èna basikì apo-
tèlesma thc sunarthsiak c an�lushc. H apìdeixh thc idiìthtac thc plhrìthtac
tou L2, h opoÐa  tan aparaÐthth sthn apìdeixh tou parap�nw jewr matoc, pa-
ratÐjetai sto par�rthma tou kefalaÐou.

Par�deigma 4.1.4 UpologÐste me thn bo jeia tou orismoÔ to stoqastikì o-
lokl rwma

I(1) :=

Z T

0

dBt

H upì olokl rwsh stoqastik  diadikasÐa eÐnai h f(t; !) = 1. ja p�roume
thn diamèrish 0 < tn1 < tn2 < ::: < tnn = T , tnj = jT

n kai thn prosèggish thc kat�

olokl rwsh stoqastik c diadikasÐac fstep;n =
Pn

j=0 1[tnj ;tnj+1)
. PaÐrnoume loi-

pìn thn akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n I(fstep;n) =
Pn�1

j=0 1(Btnj+1
�Btnj

) = BT

to ìrio thc opoÐac kat� L2 ja eÐnai kai to stoqastikì olokl rwma pou zht�-
me. EÐnai profanèc ìti to L2 ìrio thc posìthtac aut c eÐnai h Ðdia h tuqaÐa
metablht  BT �B0 = BT sunep¸c

I(1) =

Z T

0

dBt = BT
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Par�deigma 4.1.5 ApodeÐxte me thn bo jeia tou orismoÔ ìti isqÔei

I(Bt) =

Z T

0

BtdBt =
1

2
B2
T �

T

2

H upì olokl rwsh stoqastik  diadikasÐa eÐnai h f(t; !) = Bt. ja p�roume
thn diamèrish 0 < tn1 < tn2 < ::: < tnn = T , tnj = jT

n kai thn prosèggish thc kat�
olokl rwsh stoqastik c diadikasÐac

fstep;n(t) =

nX
j=0

Btnj
1[tnj ;tnj+1)

(t):

PaÐrnoume loipìn thn akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n

I(fstep;n) =

n�1X
j=0

Btnj
(Btnj+1

�Btnj
);

to ìrio thc opoÐac kat� L2 ja eÐnai kai to stoqastikì olokl rwma pou zht�me.
Gia na upologÐsoume to ìrio autì ja qrhsimopoi soume thn tautìthta

a(b� a) =
1

2
(b2 � a2)� 1

2
(a� b)2

me thn epilog  a = Btnj
, b = Btnj+1

. 'Eqoume loipìn

Btnj
(Btnj+1

�Btnj
) =

1

2
(B2

tnj+1
�B2

tnj
)� 1

2
(Btnj+1

�Btnj
)2

AjroÐzontac ep�nw se ìla ta j apì j = 0 wc to j = n� 1 blèpoume ìti

I(fstep;n) =
1

2
B2
T �

1

2

n�1X
j=0

(Btnj+1
�Btnj

)2

ArkeÐ loipìn na upologÐsoume to L2 ìrio thc tuqaÐac metablht c
Pn�1

j=0 (Btnj+1
�

Btnj
). Isqurizìmaste ìti to ìrio autì eÐnai Ðso me 1

2T . Pr�gmati,

E

2
64
������
n�1X
j=0

(Btnj+1
�Btnj

)� 1

2
T

������
2
3
75 = 0

kaj¸c n!1. Autì to apotèlesma mporeÐ na prokÔyei met� apì k�poiec pr�xeic,
qrhsimopoi¸ntac thn anexarthsÐa twn metabol¸n thc kÐnhshc Brown kai tic
idiìthtec

E[Btnj+1
�Btnj

] = 0; E[(Btnj+1
�Btnj

)2] =
T

n
; E[(Btnj+1

�Btnj
)4] =

3T 2

n2

Sunep¸c oloklhr¸same ton upologismì tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc.
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To par�deigma autì mac deÐqnei ìti to stoqastikì olokl rwma kat� Itô èqei
diaforetikèc idiìthtec apì to olokl rwma kat� Riemann to opoÐo èqoume dei
thn Pragmatik  An�lush mèqri s mera. Autì faÐnetai apì to ìti

TZ
0

BtdBt =
1

2
B2
T �

1

2
T|{z}

O ìroc pou eÐnai upogrammismènoc eÐnai ènac ìroc ton opoÐo den ja perimèname
an to parap�nw olokl rwma eÐnai èna olokl rwma kat� Riemann3. O ìroc
autìc ofeÐletai stic idiìthtec kai ton orismì tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc
kat� Itô kai sto ìti h diadikasÐa ep�nw sthn opoÐa gÐnetai h olokl rwsh eÐnai h
kÐnhsh Brown. Den ja jelame na mpoÔme polÔ baji� stic lepomèreiec thc an�-
lushc all� jèloume na tonÐsoume ed¸ ìti, oi pajologikèc idiìthtec thc kÐnhshc
Brown kai pio eidik� to ìti den èqei fragmènh metabol  (bounded variation) den
epitrèpoun ton orismì enìc oloklhr¸matoc kat� Riemann ep�nw sthn kÐnhsh
Brown all� epib�lloun ton orismì tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc ìpwc autì
ègine ed¸. Ja epanèljoume sto jèma autì sthn par�grafo 4.7

EpÐshc, ìpwc faÐnetai apì to parap�nw par�deigma, o upologismìc enìc
stoqastikoÔ oloklhr¸matoc apì ton orismì den eÐnai idiaÐtera apl  diadikasÐa.
Ja doÔme sthn sunèqeia èna apotèlesma, to l mma tou Itô , to opoÐo mac
epitrèpei eÔkola ton upologismì orismènwn stoqastik¸n oloklhrwm�twn.

4.1.3 Idiìthtec tou oloklhr¸matoc Itô

Je¸rhma 4.1.3 To olokl rwma Itô èqei tic akìloujec shmantikèc idiìthtec

(1) EÐnai grammikì, dhlad  gia dÔo stoqastikèc diadikasÐec f1 kai f2 isqÔei
I(�1f1 + �2f2) = �1I(f1) + �2I(f2), ìpou �1; �2 2 R.

(2) E
hR b
a
fdBt

i
= 0

(3) E

2
4�����

bR
a

f(t; !)dBt

�����
2
3
5 = E

"
bR
a

j f(t; !) j2 dt
#

H idiìthta aut  onom�zetai h isometrÐa tou Itô

Se ìla ta parap�nw jewroÔme ìti h sun�rthsh thn opoÐa oloklhr¸noume an kei
ston kat�llhlo q¸ro M2.

Apìdeixh: Oi apodeÐxeic twn idiot twn aut¸n xekin�ne me thn apìdeixh thc
idiìthtac gia thn antÐstoiqh akoloujÐa diadikasi¸n b matoc fstep;n pou pro-
seggÐzoun thn f kai met� me to pèrasma sto ìrio n ! 1. Oi leptomèreiec
af nontai san �skhsh. 2

3An f(t)  tan mÐa paragwgÐsimh sun�rthsh tou t, tìte to olokl rwma
R T
0 f(t)df(t) =R T

0
f(t)f

0
(t)dt = 1

2
(f(T )2 � f(0)2).
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'Eqontac san b�sh tic treÐc autèc idiìthtec mporoÔme na apodeÐxoume kai �llec
qr simec idiìthtec gia to olokl rwma tou Itô.

Par�deigma 4.1.6 ApodeÐxte ìti gia k�je f; g 2M2 isqÔei ìti

E[I(f)I(g)] = E

"Z T

0

f(t)dBt

Z T

0

g(t)dBt

#
= E

"Z T

0

f(t)g(t)dt

#

Apìdeixh: Ja qrhsimopoi soume thn tautìthta

a b =
1

4
(j a+ b j2 � j a� b j2)

ìpou a = I(f) kai b = I(g). Antikajist¸ntac kai paÐrnontac thn mèsh tim 
èqoume ìti

E[I(f)I(g)] =
1

4
(E[j I(f) + I(g) j2]�E[j I(f)� I(g) j2]) = 1

4
(E[j I(f + g) j2]�E[j I(f � g) j2])

ìpou  dh qrhsimopoi same thn grammikìthta tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc.
'Omwc

E[j I(f + g) j2] = E

"Z T

0

j f + g j2 dt
#

apì thn idiìthta thc isometrÐac tou Itô kai omoÐwc

E[j I(f � g) j2] = E

"Z T

0

j f � g j2 dt
#

Antikajist¸ntac aut� sthn parap�nw sqèsh kai qrhsimopoi¸ntac thn grammi-
kìthta thc mèshc tim c èqoume ìti

E[I(f)I(g)] = E

"Z T

0

1

4
(j f + g j2 � j f � g j2)dt

#
= E

"Z T

0

f(t)g(t)dt

#

kai ètsi to zhtoÔmeno apodeÐqjhke. �

4.2 To olokl rwma Itô san stoqastik  diadika-
sÐa

4.2.1 Orismìc thc stoqastik c diadikasÐac
R t

0
f(t)dBt kai

oi idiìthtec thc

Stic prohgoÔmenec paragr�fouc orÐsame kai eÐdame tic idiìthtec tou stoqa-
stikoÔ oloklhr¸matoc kat� Itô ìtan ta ìria thc olokl rwshc a kai b  tan
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dedomèna. Ja jewr soume t¸ra ìti en¸ to k�tw ìrio thc olokl rwshc para-
mènei stajerì, kai qwrÐc bl�bh thc genikìthtac mporoÔme na to jèsoume a = 0,
epitrèpoume to ep�nw ìrio thc olokl rwshc na metab�lletai kai na eÐnai b = t.

MporoÔme loipìn na jewr soume to stoqastikì olokl rwma
R t
0
f(t)dBt ì-

pou 0 � t � T . Gia k�je tim  tou t to olokl rwma autì orÐzetai ìpwc kai
parap�nw arkeÐ h stoqastik  diadikasÐa f 2M2([0; T ]). Sunep¸c me thn para-
p�nw kataskeu , gia k�je tim  tou t paÐrnoume mÐa tuqaÐa metablht  h opoÐa
eÐnai tetragwnik� oloklhr¸simh kai h tim  thc eÐnai Ðsh me to olokl rwmaR t
0
f(t)dBt. 'Ara kataskeu�zoume mÐa stoqastik  diadikasÐa

It :=

Z t

0

f(t)dBt

H stoqastik  aut  diadikasÐa onom�zetai to aìristo olokl rwma tou Itô.
H parap�nw stoqastik  diadikasÐa, isodÔnama mporeÐ na oristeÐ san to stoqa-
stikì olokl rwma apì 0 wc to T thc f(t)1[0;t] dhlad Z t

0

f(s)dBs =

Z T

0

f(s)1[0;t](s)dBs (4.3)

Me b�sh tic idiìthtec tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc mporoÔme na deÐxoume
tic parak�tw idiìthtec gia thn stoqastik  diadikasÐa It.

Je¸rhma 4.2.1 'Estw f 2M2([0; T ]), 0 � t � T kai

It =

Z t

0

f(s)dBs

IsqÔoun ta akìlouja:
(i) H stoqastik  diadikasÐa It eÐnai mÐa tetragwnik� oloklhr¸simh martingale.
(ii) H diadikasÐa tetragwnik c metabol c thc It eÐnai

< I >t=

Z t

0

j f(s) j2 ds

Apìdeixh: (i) Gia na apodeÐxoume ìti h It eÐnai tetragwnik� oloklhr¸simh
arkeÐ na qrhsimopoi soume thn isometrÐa tou Itô kai to ìti f 2 M2([0; T ]).
MporoÔme epÐshc eÔkola na doÔme ìti h It eÐnai prosarmosmènh sthn Ft, apì ton
orismì tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc. Mènei na deÐxoume ìti E[It j Fs] = Is,
0 � s � t � T . Gia na deiqjeÐ autì arkeÐ na prosèxoume oti

It = Is +

Z t

s

f(t
0
)dBt0

kai na jumhjoÔme ìti lìgw thc anexarthsÐac tou
R t
s f(t

0
)dBt0 apì thn Fs

E

�Z t

s

f(t
0
)dBt0 j Fs

�
= E

�Z t

s

f(t
0
)dBt0

�
= 0
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Gia na p�roume to apotèlesma autì qrhsimopoi same to je¸rhma 4.1.3. Sune-
p¸c apì ta parap�nw katal goume sto ìti

E[It j Fs] = E[Is j Fs] +E

�Z t

s

f(t
0
)dBt0

����Fs
�
= Is:

Epomènwc h It eÐnai martingale.
(ii) Gia na deÐxoume ìti h diadikasÐa tetragwnik c metabol c thc It eÐnai h

< I >t=
R t
0
j f(s) j2 ds arkeÐ na deÐxoume ìti h Mt = I2t� < I >t eÐnai mÐa

suneq c martingale pou mhdenÐzetai sto t = 0. Pr�gmati

E[Mt j Fs] = E

�
I2t �

Z t

0

j f(t0) j2 dt0 j Fs
�

= E

�
(Is +

Z t

s

f(t
0
)dBt0 )

2 �
Z s

0

j f(t0) j2 dt0 �
Z t

s

j f(t0) j2 dt0 j Fs
�

= I2s �
Z s

0

j f(t0) j2 dt0 + 2IsE

�Z t

s

f(t
0
)dBt0 j Fs

�

+ E

"����
Z t

s

f(t
0
)dBt0

����
2

j Fs
#
�E

�Z t

s

j f(t0) j2 dt0 j Fs
�

Qrhsimopoi¸ntac tic idiìthtec tou oloklhr¸matoc tou Itô blèpoume ìti

E

�Z t

s

f(t
0
)dBt0 j Fs

�
= 0

kai

E

"����
Z t

s

f(t
0
)dBt0

����
2

j Fs
#
= E

"����
Z t

s

f(t
0
)dBt0

����
2
#

= E

�Z t

s

j f(t0) j2 dt0
�
= E

�Z t

s

j f(t0) j2 dt0 j Fs
�

Sunep¸c katal goume ìti

E

�
I2t �

Z t

0

j f(t0 j2 dt0 j Fs
�
= I2s �

Z s

0

j f(t0) j2 dt0

kai apì ton orismì thc diadikasÐac tetragwnik c metabol c gia mÐa martingale
apodeiknÔetai to zhtoÔmeno. 2

H teleutaÐa genÐkeush pou qreiazìmaste eÐnai o orismìc tou aìristou stoqasti-
koÔ oloklhr¸matoc ìtan to p�nw ìrio eÐnai ènac qrìnoc st�shc. H genÐkeush
aut  eÐnai anamenìmenh afoÔ to It eÐnai mÐa martingale kai  dh èqoume dei arke-
tèc endiafèrousec idiìthtec sqetik� me tic martingale kai touc qrìnouc st�shc.
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Gia ton orismì tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc me ìria qrìnouc st�shc ja
qrhsimopoi soume thn deÐktria sun�rthsh tou stoqastikoÔ diast matoc [0; � ]
ìpou � eÐnai k�poioc qrìnoc st�shc. H deÐktria sun�rthsh eÐnai mÐa tuqaÐa me-
tablht  h opoÐa eÐnai Ft-metr simh. Autì eÐnai eÔkolo na apodeiqjeÐ an kaneÐc
exet�sei thn antÐstrofh eikìna thc 1[0;� ] h opoÐa mporeÐ na deiqjeÐ ìti apote-
leÐtai apì uposÔnola tou 
 pou an koun sthn Ft. Sunep¸c, h 1[0;� ] eÐnai mÐa
tuqaÐa metablht  h opoÐa eÐnai prosarmosmènh sthn Ft kai ìpwc eÐnai eÔkolo na
doÔme fragmènh kai dexi� suneq c. MporoÔme t¸ra na orÐsoume to stoqastikì
olokl rwma me ìria to 0 kai ton qrìno st�shc � se analogÐa me ton trìpo
orismoÔ tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc me nteterministik� ìria 0 kai t pou
dÐnetai sthn exÐswsh (4.3)

Z �

0

f(t)dBt :=

Z T

0

f(t)1[0;� ](t)dBt := I�

O parap�nw orismìc mporeÐ na epektajeÐ kai ìtan tìso to aristerì ìso kai
to dexiì ìrio olokl rwshc eÐnai qrìnoi st�shc. Sugkekrimèna an �1, �2 eÐnai
dÔo qrìnoi st�shc ¸c proc thn di jhsh Ft tètoioi ¸ste 0 � �1 � �2 tìteZ �2

�1

f(t)dBt :=

Z �2

0

f(t)dBt �
Z �1

0

f(t)dBt := I�2 � I�1

'Eqontac upìyhn touc parap�nw orismoÔc, kaj¸c kai tic idiìthtecmartingale
tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc mporoÔme na katal xoume se mÐa seir� apì
qr sima sumper�smata k�nontac qr sh tou jewr matoc epilektik c st�shc.
Anafèroume merik� paradeÐgmata.

Par�deigma 4.2.1 An �1, �2 eÐnai dÔo qrìnoi st�shc wc proc thn s-�lgebra
Ft tètoioi ¸ste 0 � �1 � �2 � T upologÐste thn upì sunj kh mèsh tim 
E[
R �2
�1
f(t)dBt j F�1 ].

GnwrÐzoume ìti h stoqastik  diadikasÐa It eÐnai martingale opìte qrhsimopoi¸-
ntac to je¸rhma epilektik c st�shc4 èqoume ìti E[I�2 j F�1 ] = I�1 . Sunep¸c,

E

�Z �2

�1

f(t)dBt j F�1
�

= E[I�2 � I�1 j F�1 ] = E[I�2 j F�1 ]�E[I�1 j F�1 ]
= I�1 � I�1 = 0

Ston upologismì tou ìrou E[I�1 j F�1 ] qrhsimopoi same to gegonìc ìti h tuqaÐa
metablht  I�1 eÐnai F�1�metr simh.

Par�deigma 4.2.2 An �1, �2 eÐnai dÔo qrìnoi st�shc wc proc thn s-�lgebra
Ft tètoioi ¸ste 0 � �1 � �2 � T upologÐste thn upì sunj kh mèsh tim 

E[
���R �2�1 f(t)dBt

���2 j F�1 ].
4JumhjeÐte ìti o �2 eÐnai ènac fragmènoc qronoc st�shc
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'Eqoume ìti

E

"����
Z �2

�1

f(t)dBt

����2
�����F�1

#
= E[jI�2 � I�1 j2 jF�1 ]

= E[I2�2 � 2I�1I�2 + I2�1 j F�1 ] = E[I2�2 j F�1 ]� I2�1

Ja prèpei t¸ra na upologÐsoume ton ìro E[I2�2 j F�1 ]. Parìlo pou h stoqastik 
diadikasÐa It eÐnai martingale h I2t den eÐnai. H diadikasÐa I2t� < I >t ìmwc
eÐnai mÐa martingale. Sunep¸c

E[I2�2� < I >�2 j F�1 ] = I2�1� < I >�1

ìpou < I >�=
R �
0 j f(t) j2 dt. Qrhsimopoi¸ntac to parap�nw mporoÔme na

katal xoume ìti

E

"����
Z �2

�1

f(t)dBt

����2
�����F�1

#
= E [< I >�2 � < I >�1 jF�1 ] = E

�Z �2

�1

j f(t) j2 dtjF�1
�

Par�deigma 4.2.3 Ac jewr soume Bt mÐa kÐnhsh Brown wc proc mÐa di jhsh
Ft kai ac jewr soume thn stoqastik  diadikasÐa ~Bt h opoÐa orÐzetai apì to
stoqastikì olokl rwma Itô

~Bt :=

Z t

0

sign(Br)dBr

Me b�sh tic idiìthtec tou oloklhr¸matoc tou Itô kai to je¸rhma tou Levy mpo-
roÔme na deÐxoume ìti h stoqastik  diadikasÐa ~Bt eÐnai mÐa kÐnhsh Brown wc
proc thn di jhsh Ft.

Pr�gmati, apì ton orismì thc, h ~Bt eÐnai prosarmosmènh sthn di jhsh Ft. EpÐ-
shc, efìson mporeÐ na ekfrasteÐ san èna stoqastikì olokl rwma Itô, sÔmfwna
me to je¸rhma 4.2.1 h stoqastik  diadikasÐa ~Bt eÐnai mÐa martingale. Gia thn
efarmog  tou jewr matoc tou Levy arkeÐ na apodeixoume ìti kai h stoqastik 
diadikasÐa Zt := ~B2

t � t eÐnai mÐa martingale. 'Eqoume ìti

E[Zt j Fs] = E[ �B2
t � t j Fs] = E

" Z t

0

sign(Br)dBr

�2

� t

�����Fs
#

= E

" Z s

0

sign(Br)dBr �
Z t

s

sign(Br)dBr

�2

� t

�����Fs
#

=

�Z s

0

sign(Br)dBr

�2

+E

" Z t

s

sign(Br)dBr

�2
�����Fs

#
+

2

�Z s

0

sign(Br)dBr

�
E

�Z t

s

sign(Br)dBr

����Fs
�
� t

=

�Z s

0

sign(Br)dBr

�2

+ (t� s)� 0� t = Zs
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opìte kai h Zt eÐnai martingale. Sunep¸c sÔmfwna me to je¸rhma tou Levy h
�Bt eÐnai kÐnhsh Brown.

4.2.2 Anisìthtec sqetik� me to olokl rwma Itô

Ja kleÐsoume thn parousÐash tou oloklhr¸matoc Itô anafèrontac orismènec
shmantikèc anisìthtec pou isqÔoun gia to olokl rwma Itô. H apìdeixh twn
anisot twn aut¸n eÐnai teqnik  kai qrhsimopoieÐ to l mma tou Itô to opoÐo ja
doÔme sthn epìmenh par�grafo. H apìdeixh touc paratÐjetai sto par�rthma
tou kefalaÐou autoÔ gia touc anagn¸stec pou endiafèrontai gia pio jewrhtik�
jèmata.

Je¸rhma 4.2.2 Anisìthta Burkholder-Davis-Gundy 'Estw f 2M2([0; T ]).
Ac orÐsoume thn stoqastik  diadikasÐa

Xt =

Z t

0

f(r)dBr

Tìte gia k�je p > 0 up�rqoun stajerèc cp kai Cp pou exart¸ntai mìno apì to p
tètoiec ¸ste

cpE

"����
Z t

0

j f(r) j2 dr
����
p
2

#
� E

�
sup
0�s�t

����
Z s

0

f(r)dBr

����p
�
� CpE

"����
Z t

0

j f(r) j2 dr
����
p
2

#

gia k�je t � 0.

Apìdeixh: Blèpe par�rthma tou kefalaÐou. 2

Arket� qr simh eÐnai kai h akìloujh ekjetik  anisìthta.

Je¸rhma 4.2.3 'Estw g 2 L2 kai èstw T; a; b jetikoÐ arijmoÐ. Tìte isqÔei

P sup
0�t�T

�Z t

0

g(s)dBs � a

2

Z t

0

j g(s) j2 ds
�
> b

�
� e�ab

Apìdeixh: Blèpe par�rthma tou kefalaÐou. 2

4.3 DiadikasÐec Itô kai to l mma tou Itô

Stic paragr�fouc autèc ja eis�goume mÐa nèa kathgorÐa stoqastik¸n diadika-
si¸n oi opoÐec èqoun shmantikèc efarmogèc sta qrhmatooikonomik�, tic diadika-
sÐec Itô, kai ja melet soume tic idiìthtec pou tic qarakthrÐzoun. H shmantikì-
terh apì autèc dÐnetai apì to l mma tou Itô to opoÐo qarakthrÐzei tic idiìthtec
twn diadikasi¸n tou Itô k�tw apì allag  metablht¸n.
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4.3.1 DiadikasÐec Itô

K�nontac qr sh tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc tou Itô mporoÔme na orÐsoume
mÐa nèa kathgorÐa genikìterwn stoqastik¸n diadikasi¸n apì thn kÐnhsh Brown,
tic diadikasÐec tou Itô.

Orismìc 4.3.1 MÐa diadikasÐa Itô eÐnai mÐa stoqastik  diadikasÐa Xt thc
morf c

Xt = X0 +

Z t

0

u(s; !)ds+

Z t

0

v(s; !)dBs

ìpou oi u kai v ikanopoioÔn tic sunj kecZ t

0

v2(s; !)ds <1 �:�:;

Z t

0

u(s; !)ds <1 �:�:

H diadikasÐa aut  mporeÐ na grafeÐ se diaforik  morf 

dXt = udt+ vdBt

Blèpoume apì ton parap�nw orismì ìti mÐa diadikasÐa Itô mporeÐ na dia-

spasteÐ se dÔo mèrh: Ton ìro Mt :=
R t
0 vdBt pou eÐnai mÐa martingale kai ton

ìro At :=
R t
0 uds pou eÐnai mÐa diadikasÐa peperasmènhc metabol c. MporeÐ na

deiqjeÐ (bl. kai par�grafo 4.7) ìti

lim
�t!0

X
j

j �Aj j=
Z t

0

j u(s) j ds

en¸

lim
�t!0

X
j

j �Mj j2=
Z t

0

j v(s) j2 ds

ìpou to teleutaÐo ìrio eÐnai ìrio ston L2. H di�spash aut  sqetÐzetai me thn
aposÔnjesh Doob-Meyer kai mac deÐqnei ìti en gènei mÐa diadikasÐa Itô eÐnai èna
par�deigma enìc semimartingale.

Par�deigma 4.3.1 MÐa monodi�stath kÐnhsh Brown me taqÔthta m eÐnai mÐa
diadikasÐa Itô. Pragmatik� èqoume gia thn diadikasÐa aut  ìti Xt = x0+ mt+
Bt h opoÐa isodÔnama mporeÐ na grafeÐ wc

Xt = x0 +

tZ
0

mds+

tZ
0

dBs

h se diaforik  morf 

dXt = mdt+ dBt
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Par�deigma 4.3.2 'Ena montèlo gia tic timèc twn metoq¸n me thn
morf  mÐac diadikasÐac Itô
H stoqastik  diadikasÐa

Xt = X0 +

Z t

0

�
�(s)� �2(s)

2

�
ds+

Z t

0

�(s)dBs

ìpou oi �(t) kai �(t) ikanopoioÔn tic sunj kec tou parap�nw orismoÔ eÐnai mÐa
diadikasÐa Itô. Se diaforik  morf  h diadikasÐa aut  gr�fetai wc

dXt =

�
�(t)� �2(t)

2

�
dt+ �(t) dBt

An jèsoume Xt = lnSt tìte (ìpwc ja doÔme kai parak�tw k�nontac qr sh tou
l mmatoc tou Itô) h St eÐnai kai aut  mÐa diadikasÐa Itô, h opoÐa qrhsimopoieÐ-
tai polÔ suqn� sth qrhmatooikonomik  gia thn montelopoÐhsh twn tim¸n twn
metoq¸n. An ta � kai � eÐnai stajerèc, h St onom�zetai gewmetrik  kÐnhsh
Brown.

Par�deigma 4.3.3 'Ena montèlo gia ta epitìkia me thn morf  mÐac
diadikasÐac Itô
H stoqastik  diadikasÐa Xt

Xt = X0 + a�

Z t

0

easds+ �

Z t

0

eas dBs

eÐnai mÐa diadikasÐa Itô h opoÐa mporeÐ na grafeÐ kai se diaforik  morf  wc

dXt = a�eatdt+ �eatdBt

An jèsoume Xt = eatrt tìte ìpwc ja doÔme kai parak�tw apì to l mma tou Itô
h rt eÐnai kai aut  mÐa diadikasÐa Itô h opoÐa onom�zetai diadikasÐa Ornstein-
Uhlenbeck pou epistrèfei proc thn mèsh tim  (mean reverting Ornstein-Uhlenbeck
process) . O lìgoc pou paÐrnei autì to ìnoma eÐnai o akìloujoc: Qrhsimopoi¸-
ntac tic idiìthtec tou oloklhr¸matoc tou Itô mporoÔme na upologÐsoume thn
mèsh tim  tou rt. Pr�gmati

E[rt] = e�atX0 + �(1� e�at)! �; kaj¸c t!1

H mèsh tim  exart�tai apì ton qrìno kai gia meg�louc qrìnouc teÐnei sthn tim 
�. EpÐshc k�nontac qr sh twn idiot twn tou oloklhr¸matoc tou Itô mporoÔme
na upologÐsoume thn diakÔmansh thc rt h opoÐa eÐnai

V ar(rt) =
�2

2a
(1� e�2at)

H diadikasÐa aut  brÐskei shmantikèc efarmogèc sta qrhmatooikonomik� san
montèlo gia thn qronik  exèlixh twn epitokÐwn.
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Par�deigma 4.3.4 MÐa diadikasÐa Itô Xt thc morf c

dXt = u dt+ v dBt

eÐnai mÐa martingale an kai mìno an u = 0 �:�.

'Enac trìpoc na faneÐ autì eÐnai paÐrnontac thn mèsh tim  thc Xt. An h Xt

eÐnai martingale, apì tic idiìthtec tou oloklhr¸matoc Itô mporoÔme na doÔme oti

gia k�je t isqÔei E[
R t
0 u(s)ds] = 0. Sunep¸c prèpei na isqÔei kai

R t
0 u(s)ds = 0

�:�: gia k�je t, opìte kai u = 0 �:�:5. MÐa enallaktik  apìdeixh mporeÐ na gÐnei
k�nontac qr sh tou jewr matoc anapar�stashc twn martingale (bl. par�grafo
4.6) kai thn monadikìthta twn suntelest¸n mÐac diadikasÐac Itô6.

4.3.2 O tÔpoc tou Itô

'Ena endiafèron er¸thma eÐnai ti morf  èqei mÐa sun�rthsh mÐac diadikasÐac Itô,
dhlad  an ja eÐnai kai aut  me thn seir� thc mÐa diadikasÐa Itô kai an nai poi�
ja eÐnai h akrib  thc morf  san to �jroisma enìc oloklhr¸matoc Riemann kai
enìc oloklhr¸matoc Itô.

H ap�nthsh sto er¸thma autì dÐnetai apì to perÐfhmo L mma tou Itô, to
opoÐo mac prosfèrei ènan kanìna allag c metablht¸n tropopoihmèno kat�llhla
¸ste na isqÔei gia stoqastik� oloklhr¸mata.

Je¸rhma 4.3.1 ( To l mma tou Itô )JewroÔme ìti hXt eÐnai mÐa diadikasÐa
Itô h opoÐa mporeÐ na ekfrasteÐ wc

Xt = X0 +

Z t

0

u(s; !)ds+

Z t

0

v(s; !)dBs:

Tìte opoiad pote sun�rthsh thc Xt thc morf c g(t; x) 2 C1;2 mporeÐ na ekfra-
steÐ epÐshc san èna stoqastikì olokl rwma thc morf c

g(t;Xt) = g(0; X0) +

Z t

0

�
@g

@s
+ u

@g

@x
+

1

2
v2
@2g

@x2

�
ds+

Z t

0

v
@g

@x
dBs

To parap�nw apotèlesma mporeÐ na grafeÐ kai se isodÔnamh diaforik  morf :

dg(t;Xt) =

�
@g

@t
+ u

@g

@x
+

1

2
v2
@2g

@x2

�
dt+ v

@g

@x
dBt

Me C1;2 sumbolÐzoume ton q¸ro twn sunart sewn g(t; x) pou èqoun suneq 
pr¸th par�gwgo wc proc thn pr¸th metablht  kai suneq  deÔterh par�gwgo
wc proc thn deÔterh metablht .

5Gia mÐa pio austhr  diatÔpwsh tou epiqeir matoc autoÔ parapèmpoume sto [28] Je¸rhma
1.26, sel. 31

6Gia thn monadikìthta twn suntelest¸n mÐac diadikasÐac Itô bl. to kef�laio 5
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Sqìlio: Sta parap�nw èqei qrhsimopoihjeÐ o akìloujoc sumbolismìc:

@g

@s
:=

@g

@t
(s;Xs); u

@g

@x
:= u(s;Xs)

@g

@x
(s;Xs); klp

dhlad  h merik  par�gwgoc thc g ¸c proc to pr¸to ìrisma (qrìnoc) upologi-
smènh sta t = s kai x = Xs, h merik  par�gwgoc thc g wc proc to deÔtero
ìrisma (jèsh) upologismènh sta t = s kai x = Xs kai pollaplasiasmènh me thn
sun�rthsh u upologismènh kai aut  sta t = s kai x = Xs klp.

Mnhmonikìc kanìnac gia to L mma tou Itô: An Yt = g(t;Xt) tìte

dYt =
@g

@t
dt+

@g

@x
dXt +

1

2

@2g

@x2
(dXt)

2

ìpou upologÐzontac tic dun�meic twn diaforik¸n qrhsimopoioÔme ton kanìna

dt � dt = dt � dBt = dBt � dt = 0

dBt � dBt = dt:

Apìdeixh tou l mmatoc tou Itô: Den ja d¸soume ed¸ thn pl rh apì-
deixh tou l mmatoc tou Itô all� ja sunoyÐsoume ta basik� b mata thc.
Ac p�roume thn diamèrish tnj = jt

n tou diast matoc [0; t] kai ac gr�youme

g(t;Xt)� g(0; X0) =

n�1X
j=0

[g(tnj+1; Xtnj+1
)� g(tnj ; Xtnj

)] =

=

n�1X
j=0

g(tnj+1; Xtnj+1
)� g(tnj ; Xtnj+1

)| {z }�
n�1X
j=0

g(tnj ; Xtnj+1
)� g(tnj ; Xtnj

)| {z }
H pr¸th om�da upogrammismènwn ìrwn apoteleÐtai apì ìrouc oi opoÐoi eÐnai
upologismènoi gia thn Ðdia tim  thc diadikasÐac Itô all� gia diaforetikoÔc qrì-
nouc. Sthn pr¸th om�da ìrwn sunep¸c ja qrhsimopoi soume thn an�lush kat�
Taylor thn metablht  tou qrìnou. H deÔterh om�da ìrwn apoteleÐtai apì ì-
rouc pou eÐnai upologismènoi gia thn Ðdia tim  tou qrìnou all� gia diaforetikèc
timèc tou X . Sthn deÔterh om�da ìrwn sunep¸c ja qrhsimopoi soume an�-
lush kat� Taylor sthn metablht  X . Ja qrhsimopoi soume tic suntomeÔseic
�tj = tnj+1 � tnj kai �Xj = Xtnj+1

�Xtnj
.

� Taylor kat� t: Up�rqei �tj 2 [tnj ; t
n
j+1] tètoio ¸ste

g(tnj+1; Xtnj+1
)� g(tnj ; Xtnj+1

) =
@g

@t
(�tj ; Xtnj+1

)�tj

Qrhsimopoi¸ntac thn sunèqeia twn parag¸gwn wc proc t thc sun�rthshc
g mporoÔme na deÐxoume ìti

lim
n!1

n�1X
j=0

@g

@t
(�tj ; Xtnj+1

)�tj =

Z t

0

@g

@s
(s;Xs)ds �:�:



150 KEF�ALAIO 4. H JEWR�IA THS STOQASTIK�HS OLOKL�HRWSHS

� Taylor kat� x: Up�rqei �Xj 2 [Xtnj
; Xtnj+1

] tètoio ¸ste

g(tnj ; Xtnj+1
)� g(tnj ; Xtnj

) =
@g

@x
(tnj ; Xtnj

)�Xj +
1

2

@2g

@x2
(tnj ;

�Xj)�X
2
j

H deÔterh aut  om�da ìrwn apaiteÐ lÐgo pio perÐplokh metaqeÐrish. Sugkekri-
mèna, ja proseggÐsoume tic metabolèc thc diadikasÐac Itô wc ex c

�Xj = u(�tj ; !)�tj + v(�tj ; !)�Bj

ìpou �Bj = Btnj+1
�Btnj

kai san �tj mporoÔme na epilèxoume �tj = tnj . Qrhsimo-
poi¸ntac thn prosèggish aut  sto an�ptugma Taylor kat� x èqoume ìti

g(tnj ; Xtnj+1
)� g(tnj ; Xtnj

) =
@g

@x
(tnj ; Xtnj

)u(�tj ; !)�tj +
@g

@x
(tnj ; Xtnj

)u(�tj ; !)�Bj

+
1

2

@2g

@x2
(tnj ; �Xj)v(�tj ; !)

2�B2
j +

1

2

@2g

@x2
(tnj ; �Xj)u(�tj ; !)�t

2
j| {z }

+
@2g

@x2
(tnj ;

�Xj)u(�tj ; !)v(�tj ; !)�tj�Bj| {z }
To �jroisma ep�nw sthn diamèrish (apì j = 0 ewc j = n�1) twn dÔo teleutaÐwn
(upogrammismènwn ìrwn) mporeÐ na apodeiqjeÐ ìti teÐnei sto 0 kat� L2 kaj¸c
n!1. Apì touc ìrouc pou paramènoun mporoÔme na doÔme ìti

n�1X
j=0

@g

@x
(tnj ; Xtnj

)u(�tj ; !)�tj !
Z t

0

@g

@x
(s;Xs)u(s;Xs)ds; kaj¸cn!1

kai

n�1X
j=0

@g

@x
(tnj ; Xtnj

)u(�tj ; !)�Bj !
Z t

0

@g

@x
(s;Xs)v(s;Xs)dBs; kaj¸cn!1

ìpou to ìrio lamb�netai p�ntote ston L2. O teleutaÐoc ìroc pou paramènei
prèpei na grafeÐ sthn morf 

1

2

@2g

@x2
(tnj ;

�Xj)v(�tj ; !)
2�B2

j =
1

2

@2g

@x2
(tnj ; Xtnj

)v(tnj ; !)
2�tj

+
1

2

@2g

@x2
(tnj ; Xtnj

)v(tnj ; !)
2(�B2

j ��tj)

+
1

2

�
@2g

@x2
(tnj ;

�Xj)

� @2g

@x2
(tnj ; Xtnj

)v2�B2
j

(4:4)
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To �jroisma twn proteleutaÐwn ìrwn ep�nw sthn diamèrish mhdenÐzetai efìson
to ìrio ston L2 twn ìrwn �B2

j � �tj eÐnai 0 kai to �jroisma twn teleutaÐwn
ìrwn mhdenÐzetai lìgw thc sunèqeiac twn deutèrwn parag¸gwn thc sun�rthshc
g wc proc x. To �jroisma twn pr¸twn ìrwn sto ìrio dÐnei

n�1X
j=0

1

2

@2g

@x2
(tnj ; Xtnj

)v(tnj ; !)
2�tj ! 1

2

Z t

0

@2g

@x2
(s;Xs)v(s; !)

2dt

Autì kai oloklhr¸nei to sqèdio thc apìdeixhc. TonÐzetai ìti oi leptomèreiec
pou af same den eÐnai tetrimènec kai qrei�zontai lÐgh akìma doulei� thn opoÐa
af noume san �skhsh stouc pio majhmatik� prosanatolismènouc apì touc a-
nagn¸stec. �

Jèloume na tonisoume ta akìlouja shmeÐa:
(1) To L mma tou Itô eÐnai Ðswc èna apì ta plèon shmantik� apotelèsmata thc
stoqastik c an�lushc, to opoÐo apoteleÐ ton akrogwniaÐo lÐjo se opoiad pote
efarmog . H katanìhsh tou kai h dunatìthta na to efarmìsoume eÐnai aparaÐ-
thth. Sthn par�grafo 4.5 dÐnontai mÐa seir� apì paradeÐgmata efarmog c tou
L mmatoc tou Itô tìso se genikèc efarmogèc ìso kai sta oikonomik�.
(2) To L mma tou Itô exakoloujeÐ na isqÔei kai sthn perÐptwsh pou to t eÐnai
ènac qrìnoc st�shc o opoÐoc eÐnai fragmènoc. H morf  aut  tou L mmatoc tou
Itô mporeÐ na mac faneÐ qr simh se mÐa plhj¸ra efarmog¸n.
(3) Up�rqoun genikeÔseic tou L mmatoc tou Itô kai gia sunart seic pou ikano-
poioÔn asjenèsterec sunj kec apì to na eÐnai C1;2.

4.4 DiadikasÐec Itô se pollèc diast�seic

Ja asqolhjoÔme t¸ra me thn genÐkeush thc ènnoiac thc diadikasÐac Itô kai twn
idiot twn touc se parap�nw apì mÐa di�stash, dhlad  ìtan h kÐnhsh Brown h
opoÐa qrhsimopoieÐtai wc oloklhrwt c eÐnai poludi�stath kai h upì olokl rwsh
posìthta eÐnai pijanìn mÐa dianusmatik  sun�rthsh.

4.4.1 To olokl rwma Itô ep�nw se mÐa poludi�stath kÐ-
nhsh Brown

Ja xekin soume me thn genÐkeush tou oloklhr¸matoc tou Itô ep�nw se mÐa
poludi�stath kÐnhsh Brown .

Orismìc 4.4.1 Ac jewr soume Bt = (B1;t; :::; Bd;t)
T mÐa d�di�stath kÐnhsh

Brown kai f 2 R
n�d mÐa oikogèneia apì prosarmosmènec stoqastikèc diadi-

kasÐec sthn di jhsh Ft = �(Bs; s � t) oi opoÐec paÐrnoun timèc ston q¸-
ro twn pin�kwn n � d. IsodÔnama mporoÔme na jewr soume ìti f = ffijg,
i = 1; :::; n,j = 1; :::; d ìpou fij 2 R monodi�statec stoqastikèc diadikasÐec pou
eÐnai prosarmosmènec sthn di jhsh Ft = �(Bs; s � t). To (aìristo) stoqasti-

kì olokl rwma Itô
R t
0
fdBs eÐnai h stoqastik  diadikasÐa It 2 Rn�1 (di�nusma
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st lh di�stashc n) to opoÐo èqei thn morf  It = (I1;t; :::; In;t)
T ìpou

Ii;t =

dX
j=1

Z t

0

fijdBj;s; i = 1; :::; n

kai
R t
0 fijdBj;s; eÐnai to monodi�stato olokl rwma Itô pou orÐsame prohgoumènwc.

Sqìlio: O parap�nw orismìc eÐnai arket� fusikìc afoÔ mporoÔme na gr�you-
me

Z t

0

fdBs =

Z t

0

0
B@ f11 ::: f1d

...
...

fn1 ::: fnd

1
CA
0
B@ dB1;s

...
dBd;s

1
CA =

0
BB@

Pd
j=1

R t
0 f1jdBj;s

...Pd
j=1

R t
0 fnjdBj;s

1
CCA

H genÐkeush gia to poludi�stato olokl rwma ìtan ta ìria eÐnai qrìnoi st�-
shc,   genikìtera gia to orismèno polud�stato stoqastikì olokl rwma eÐnai
profan c.

To poludi�stato olokl rwma tou Itô ikanopoieÐ idiìthtec oi opoÐec eÐnai
polÔ sqetikèc me tic idiìthtec tou monodi�statou olokl r¸matoc. M�lista
oi idiìthtec autèc mporoÔn na apodeiqjoÔn k�nontac qr sh twn antistoÐqwn
idiot twn tou monodi�statou oloklhr¸matoc.

4.4.2 Poludi�statec diadikasÐec Itô

'Eqontac san b�sh thn genÐkeush tou oloklhr¸matoc tou Itô ep�nw se poludi�-
statec kin seic Brown mporoÔme na orÐsoume kai thn ènnoia twn poludi�statwn
diadikasi¸n Itô.

Ja xekin soume pr¸ta me thn genÐkeush thc ènnoiac thc diadikasÐac tou Itô
ìtan h kÐnhsh Brown wc proc thn opoÐa gÐnetai h olokl rwsh eÐnai poludi�stath.

Orismìc 4.4.2 H Xt eÐnai mÐa monodi�stath diadikasÐa Itô an

Xt = X0 +

tZ
0

u(s; !) ds+

dX
i=1

tZ
0

vi(s; !)dBi;s

ìpou oi u kai vi eÐnai prosarmosmènec stic Ft gia k�je i kai ikanopoioÔn tic
sunj kec

TZ
0

j u(s; !) j ds <1;

TZ
0

j ui(s; !) j2 ds <1 �:�: 1 � i � d:

Se diaforik  morf  autì mporeÐ na grafeÐ san

dXt = u(t; !)dt+

dX
i=1

vi(s; !)dBi;t
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MporoÔme t¸ra na orÐsoume thn ènnoia thc n�di�stathc diadikasÐac Itô
Orismìc 4.4.3 n�di�stath diadikasÐa Itô : MÐa n�di�stath diadikasÐa
Itô eÐnai mÐa stoqastik  diadikasÐa Xt = (X1;t; :::; Xn;t) ìpou h k�je sunist¸sa
eÐnai mÐa diadikasÐa Itô me thn ènnoia pou orÐsthke pio p�nw. Pio sugkekrimèna
mÐa n�di�stath diadikasÐa Itô eÐnai mÐa stoqastik  diadikasÐa thc morf c Xt =
(X1;t; :::; Xn;t)

T ìpou

Xi;t = Xi;0 +

tZ
0

ui(s; !)ds+

dX
i=1

tZ
0

vij(s; !) dBj;s

DÐnoume merik� paradeÐgmata poludi�statwn diadikasi¸n Itô.

Par�deigma 4.4.1 H piì apl  poludi�stath diadikasÐa Itô eÐnai mÐa n�di�stath
kÐnhsh Brown Bt = (B1;t; :::; Bn;t)

T .

Par�deigma 4.4.2 Montèla poll¸n paragìntwn gia tic timèc twn
qreogr�fwn 'Ena par�deigma poludi�stathc diadikasÐac Itô eÐnai h diadika-
sÐa twn tim¸n perissìterwn tou enìc qreogr�fwn, ta opoÐa ephre�zontai apì
koinoÔc stoqastikoÔc par�gontec thc oikonomÐac (p.q. di�fora makrooikonomik�
megèjh). Ja d¸soume ed¸ èna montèlo dÔo qreogr�fwn kai dÔo paragìntwn thc
oikonomÐac. 'Estw S1;t; S2;t oi timèc twn qreogr�fwn 1; 2 thn qronik  stigm  t.
Oi log�rijmoi twn tim¸n akoloujoÔn thn poludi�stath diadikasÐa Itô

d(lnS1;t) =

�
�1 � �21

2

�
dt+ �1dB1;t

d(lnS2;t) =

�
�2 � �22

2

�
dt+ ��2dB1;t +

p
1� �2�2dB2;t

Sto parap�nw montèlo jewroÔme ìti oi stoqastikoÐ par�gontec thc oikonomÐac
mporeÐ na prosomoiwjoÔn me dÔo anex�rthtec kin seic Brown. Oi par�gontec au-
toÐ ephre�zoun tic timèc kai twn dÔo qreogr�fwn, me k�poio suntèlest  susqè-
tishc �. Oi par�gontec �1; �2 eÐnai oi suntelestèc olÐsjhshc (drift coeÆcients)
twn qreogr�fwn en¸ oi suntelestèc �1; �2 eÐnai oi suntelestèc pthtikìthtac
(volatility) twn qreogr�fwn. Oi ermhneÐec twn suntelest¸n aut¸n mporeÐ na
gÐnoun pio kajarèc an doÔme thn isodÔnamh morf  tou parap�nw montèlou

dS1;t = S1;t(�1dt+ �1dB1;t)

dS2;t = S2;t(�2dt+ ��2dB1;t +
p
1� �2�2dB2;t)

H isodunamÐa twn dÔo aut¸n morf¸n ja gÐnei saf c sthn epìmenh par�grafo
ìpou ja eis�goume ton poludi�stato tÔpo tou Itô.

4.4.3 O tÔpoc tou Itô se perissìterec diast�seic

O tÔpoc tou Itô mporeÐ na genikeujeÐ se perissìterec diast�seic. An Xt =
(X1;t; :::; Xn;t) kai

dX1;t = u1dt+ v11dB1;t + :::+ v1ddBd;t
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:::

dXn;t = undt+ vn1dB1;t + :::+ vnddBd;t

kai g(t; x) eÐnai mÐa C1;2 sun�rthsh7 g : R � Rn ! R, tìte h stoqastik  diadi-
kasÐa Y (t; !) = g(t;Xt) eÐnai mÐa diadikasÐa Itô me diaforik  morf 

dYt =
@g

@t
dt+

X
i

@g

@xi
dXi;t +

1

2

X
ij

@2g

@xi@xj
dXi;tdXj;t

ìpou qrhsimopoioÔme touc kanìnec

dBi;tdBj;t = Æijdt; dBi;tdt = dtdBi;t = 0 (4.5)

Met� apì k�poiec pr�xeic mporoÔme na katal xoume sthn morf 

dYt =

0
@@g
@t

+

nX
j=1

@g

@xj
uj +

1

2

nX
i=1

nX
j=1

vijvji
@2g

@xi@xj

1
A dt+

nX
j=1

dX
k=1

@g

@xj
vjkdBk;t

H parap�nw morf  mporeÐ na grafeÐ kai se pio sumpag  morf  qrhsimo-
poi¸ntac ton sumbolismì me pÐnakec kai dianÔsmata wc ex c

dYt = gtdt+ gxdXt +
1

2
dXT gxxdXt

  met� tic aparaÐthtec pr�xeic

dYt =

�
gt + gxu+

1

2
trace(vT gxxv)

�
dt+ gxvdBt

ìpou gt :=
@g
@t , me gx sumbolÐzoume to di�nusma pou apoteleÐtai apì tic merikèc

parag¸gouc thc g wc proc tic sunist¸sec xj tou dianÔsmatoc x,

gx =

�
@g

@x1
; :::;

@g

@xn

�
;

me gxx sumbolÐzoume ton pÐnaka twn deÔterwn parag¸gwn thc g wc proc tic
sunist¸sec tou x,

[gxx]ij =
@2g

@xi@xj

kai u kai v eÐnai to di�nusma twn taqut twn kai o pÐnakac twn suntelest¸n
di�qushc antÐstoiqa.

H apìdeixh tou tÔpou tou Itô se parap�nw thc mÐac di�stashc gÐnetai me
parìmoio trìpo me thn apìdeixh tou tÔpou tou Itô gia thn mÐa di�stash kai

7H sun�rthsh g prèpei na eÐnai C2 (dhlad  na èqei suneqeÐc parag¸gouc deÔterhc t�xhc)
sthn metablht  x = (x1; :::; xn) kai C1 (dhlad  na èqei suneq  par�gwgo pr¸thc t�xhc) sthn
metablht  t.
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af netai san �skhsh ston anagn¸sth.

Sqìlio: Ja sumbouleÔame, toul�qiston sthn arq , touc anagn¸stec ìtan
jèloun na qrhsimopoi soun ton tÔpo tou It�, tìso sthn mÐa ìso kai stic pe-
rissìterec diast�seic, na xekin�ne apì thn sumpag  morf  tou anaptÔgmatoc
Taylor kai met� na sqhmatÐzoune ta ginìmena dXidXj qrhsimopoi¸ntac touc
kanìnec thc �lgebrac kai touc mnhmonikoÔc kanìnec sqetik� me ta ginìmena
dBidBj . 'Etsi, elaqistopoioÔntai ta perij¸ria sf�lmatoc.

4.5 ParadeÐgmata thc qr shc tou tÔpou tou Itô

4.5.1 Genik� paradeÐgmata.

AkoloujoÔn merik� paradeÐgmata thc efarmog c tou tÔpou tou Itô.
MÐa shmantik  efarmog  tou tÔpou tou Itô eÐnai ston upologismì stoqasti-

k¸n oloklhrwm�twn

Par�deigma 4.5.1 Ja qrhsimopoi soume ton tÔpo tou Itô sthn sun�rthsh

g(t; x) = 1
2x

2 gia na upologÐsoume to olokl rwma I =
R t
0
BsdBs.

'Estw Yt = g(t; Bt) =
1
2B

2
t . Qrhsimopoi¸ntac ton tÔpo tou Itô sthn sun�rthsh

aut  brÐskoume ìti

1

2
B2
t =

Z t

0

BsdBs +
1

2

Z t

0

dt =

Z t

0

BsdBs +
1

2
t

ètsi ¸ste

I =
1

2
B2
t �

1

2
t:

O deÔteroc ìroc kajist� fanerì ìti to olokl rwma tou Itô diafèrei apì ta su-
n jh oloklhr¸mata!

O tÔpoc tou Itô isqÔei genik� kai sthn perÐptwsh pou h diadikasÐa Itô a-
pì thn opoÐa xekin�me dÐnetai se peplegmènh morf  dhlad  an eÐnai thc morf c
dXt = b(Zt; t; !)dt + �(Zt; t; !)dBt ìpou Zt eÐnai kai aut  mÐa diadikasÐa Itô.
Sthn perÐptwsh aut  bèbaia h Yt = f(Xt) ja eÐnai mÐa diadikasÐa Itô thc opoÐac
oi suntelestèc ja exart¸ntai kai apì thn Zt mèsw thc ex�rthshc twn sunte-
lest¸n b; � apì aut . MÐa endiafèrousa eidik  perÐptwsh eÐnai h perÐptwsh
Zt = Xt.Tìte lème ìti h Xt eÐnai h lÔsh mÐac stoqastik c diaforik c exÐswshc.
ja epanèljoume sto jèma autì sto epìmeno kef�laio.

Par�deigma 4.5.2 'Estw Xt mÐa diadikasÐa Itô pou mporeÐ na grafeÐ se diafo-
rik  morf  wc dXt = �Xtdt+�XtdBt. Tìte h Yt = ln(Xt) eÐnai mÐa diadikasÐa
Itô me diaforik  morf 

dYt = (�� �2

2
) dt+ �dBt

dhlad  eÐnai anex�rthth tou Yt!
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Par�deigma 4.5.3 Ac jewr soume to deÔtero montèlo gia thn tim  twn qre-
ogr�fwn me dÔo stoqastikoÔc par�gontec gia thn oikonomÐa pou diatup¸sa-
me sto par�deigma 4.4.2. Efarmìzontac ton tÔpo tou Itô gia tic sunart seic
f1(S1) = ln(S1) kai f2(S2) = ln(S2) mporoÔme na katal xoume sto ìti oi lo-
g�rijmoi twn tim¸n twn qreogr�fwn eÐnai poludi�statec diadikasÐec Itô pou
perigr�fontai apì to pr¸to montèlo tou paradeÐgmatoc 4.4.2. Pr�gmati èqoume
ìti

d(ln(Si;t) =
1

Si;t
dSi;t � 1

2

1

S2i;t
(dSi;t)

2; i = 1; 2 (4.6)

Oi tetragwnikoÐ ìroi mporeÐ na upologistoÔn k�nontac qr sh twn exis¸sewn tou
deÔterou montèlou. Qrhsimopoi¸ntac ton mnhmonikì kanìna gia thn efarmog 
tou l mmatoc tou Itô se parap�nw thc mÐac di�stashc èqoume ìti

(dS1;t)
2 = S21;t(�

2
1dt

2 + �21(dB1;t)
2 + 2�1�1dtdB1;t) = �21S

2
1;tdt

kai

(dS2;t)
2 = S22;t

�
�22dt

2 + 2��2�2dtdB1;t + 2�2�2
p
1� �2dtdB2;t

+ ��22
p
1� �2dB1;tdB2;t + �2�2(dB1;t)

2 + (1� �2)�22(dB2;t)
2
�

= S22;t
�
�2�22dt+ (1� �2)�22dt

�
= �2S22;tdt

Antikajist¸ntac tic sqèseic autèc stic exis¸seic (4.6) katal goume sto pr¸to
montèlo pou parajèsame sto par�deigma 4.4.2.

Par�deigma 4.5.4 H kÐnhsh Brown ston monadiaÐo kÔklo 'Estw Bt mÐa
kÐnhsh Brown kai ac jewr soume thn stoqastik  diadikasÐaXt = (X1;t; X2;t)

T =
(cos(Bt); sin(Bt))

T . ParathroÔme ìti X2
1;t+X

2
2;t = 1 gia k�je t sunep¸c h sto-

qastik  diadikasÐa aut  eÐnai mÐa kÐnhsh Brown ep�nw ston monadiaÐo kuklo
S1. Qrhsimopoi¸ntac to poludi�stato l mma tou Itô eÐnai eÔkolo na apodeÐxou-
me, met� apì lÐgh �lgebra, ìti h stoqastik  diadikasÐa Xt eÐnai kai aut  mÐa
poludi�stath diadikasÐa Itô h opoÐa èqei thn diaforik  morf 

dX1;t = �1

2
X1;tdt�X2;tdBt

dX2;t = �1

2
X2;tdt+X1;tdBt

  se pio sumpag  morf  me thn qr sh pin�kwn

dXt = �1

2
Xtdt+KXtdBt

ìpou

K =

�
0 �1
1 0

�



4.5. PARADE�IGMATA THS QR�HSHS TOU T�UPOU TOU ITÔ 157

Shmei¸ste ìti h diaforik  morf  pou dÐnoume gia aut  thn diadikasÐa Itô pe-
rilamb�nei stoqastik� oloklhr¸mata thc diadikasÐac aut c ep�nw sthn kÐnhsh
Brown. Autì mporeÐ na faÐnetai par�xeno all� ac to deqjoÔme mèqri na eis�-
goume thn ènnoia thc stoqastik c diaforik c exÐswshc sto epìmeno kef�laio.

Par�deigma 4.5.5 'Estw B = (B1;t; B2;t; :::; BN;t) mÐa N�di�stath kÐnhsh
Brown pou xekin�ei apì to 0. OrÐste thn diadikasÐa Rt =j B j:= (B2

1;t + ::: +

B2
N;t)

1=2, ìpou j : j sumbolÐzei thn EukleÐdia apìstash sto RN . Efarmìste ton
tÔpo tou Itô se perissìterec diast�seic gia na breÐte thn diaforik  morf  tou
Rt. H Rt onom�zetai diadikasÐa tou Bessel kai brÐskei shmantikèc efarmogèc
sthn melèth orismènwn tÔpwn parag ģwn sumbolaÐwn sta qrhmatooikonomik�
majhmatik�.

Ja efarmìsoume to poludi�stato l mma tou Itô sthn sun�rthsh f(x1; :::; xN ) =
(x21 + :::+ x2N )

1=2 sthn opoÐa ja jèsoume xi = Bi;t; i = 1; :::; N . Met� apì lÐgo
�lgebra brÐskoume ìti

@f

@xi
=

xi
(x21 + :::+ x2N )

1=2
=
xi
R

@2f

@xi@xj
= � xixj

(x21 + :::+ x2N )
1=2

= �xixj
R

; i 6= j

@2f

@x2i
=

PN
j=1;j 6=i x

2
j

R3

Lamb�nontac upìyhn ìti ston tÔpo tou Itô jewroÔme ìti (dBi;t)
2 = t; i = 1; :::; N

kai dBi;tdBj;t = 0,i 6= j katal goume ìti

dRt =

PN
i=1 Bi;tdBi;tq

B2
1;t + :::+B2

N;t

+
(N � 1)

2

1q
B2
1;t + :::+B2

N;t

dt (4.7)

ìpou qrhsimopoi same to gegonìc ìti

NX
j=1

NX
j=1;j 6=i

x2j = (N � 1)

NX
i=1

x2i = (N � 1)R2

H exÐswsh (4.7) mac exasfalÐzei ìti h stoqastik  diadikasÐa Rt (diadikasÐa
Bessel) eÐnai mÐa diadikasÐa Itô. K�nontac ìmwc qr sh tou jewr matoc tou
Levy mporoÔme na fèroume thn parap�nw exÐswsh se pio apl  morf . Autì
mporeÐ na gÐnei an parathr soume ìti h stoqastik  diadikasÐa

�Bt :=

Z t

0

PN
i=1Bi;tdBi;tq

B2
1;t + :::+B2

N;t
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eÐnai mÐa kÐnhsh Brown. Pr�gmati k�nontac qr sh twn idiot twn tou oloklh-
r¸matoc tou Itô blèpoume ìti

E[ �Bt] = E

2
4Z t

0

PN
i=1 Bi;tdBi;tq

B2
1;t + :::+B2

N;t

3
5 = 0

kai ìti

E[ �B2
t � t] = E

2
64
0
@Z t

0

PN
i=1Bi;tdBi;tq

B2
1;t + :::+B2

N;t

1
A2

� t

3
75

=

Z t

0

E

" PN
i=1 B

2
i;t

B2
1;t + :::B2

N;t

dt

#
� t = t� t = 0

apì ta opoÐa mporoÔme, me thn qr sh tou jewr matoc tou Levy, na katal -
xoume sto ìti h stoqastik  diadikasÐa �Bt eÐnai mÐa kÐnhsh Brown. Sunep¸c, h
diadikasÐa Bessel mporeÐ na grafeÐ isodÔnama sthn morf 

dRt = d �Bt +
(N � 1)

2

1

Rt
dt

ìpou fusik� kai p�li eÐnai sthn morf  mÐac diadikasÐac Itô.

Par�deigma 4.5.6 Olokl rwsh kat� mèrh DeÐxte oti an Xt, Yt eÐnai dia-
dikasÐec Itô tìte

d(Xt Yt) = Xt dYt + Yt dXt + dXt dYt

  isodÔnama se oloklhrwtik  morf Z t

0

Xs dYs = Xt Yt �X0 Y0 �
Z t

0

Ys dXs �
Z t

0

dXs dYs

Gia na deiqjeÐ autì arkeÐ na efarmìsoume ton tÔpo tou Itô gia thn sun�rthsh
f(x; y) = xy kai na jèsoume x = Xt kai y = Yt. Sthn sunèqeia mporeÐ na
aplopoi soume thn èkfrash dXt dYt k�nontac qr sh twn kanìnwn pou qrhsimo-
poioÔme gia ton tÔpo tou Itô, dhlad  touc kanìnec pou perigr�yame sthn exÐswsh
(4.5).

MÐa endiafèrousa perÐptwsh eÐnai h perÐptwsh ìpou h Xt eÐnai mÐa diadikasÐa
Itô kai h Yt eÐnai thc morf c dYt = adt. Tìte mporoÔme eÔkola na doÔme ìtiZ t

0

Xs dYs =

Z t

0

Xs a ds = Xt Yt �X0 Y0 �
Z t

0

Ys dXs

To parap�nw apotèlesma mporeÐ na genikeujeÐ gia thn perÐptwsh ìpou h Yt
eÐnai mÐa diadikasÐa peperasmènhc metabol c, me tic kat�llhlec allagèc. To
olokl rwma ep�nw sthn Y ja prèpei na ennoeÐtai san to olokl rwma Stieltjes
(bl. par�grafo 4.7).
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Par�deigma 4.5.7 MÐa eidik  perÐptwsh tou tÔpou tou Dynkin O
tÔpoc tou Itô den isqÔei mìno gia nteterministikoÔc qrìnouc all� kai gia qrìnouc
st�shc! Qrhsimopoi¸ntac thn plhroforÐa aut  deÐxte ìti an f 2 C2

0 (R) kai �
eÐnai ènac qrìnoc st�shc gia ton opoÐo isqÔei Ex[� ] <1 tìte

Ex[f(B� )] = f(x) +Ex

2
4 �Z
0

1

2

d2f(Xs)

dx2
ds

3
5

ìpou Bt eÐnai mÐa kÐnhsh Brown. O tÔpoc autìc mporeÐ na genikeujeÐ gia opoia-
d pote diadikasÐa Itô kai se opoiod pote arijmì diast�sewn.

Apìdeixh: Efarmìzoume ton tÔpo tou Itô sthn f(Bt) kai qrhsimopoioÔme to

gegonìc ìti to olokl rwma
R t
0
f
0
(Bs)dBs eÐnai mÐa martingale. To shmeÐo pou

qrei�zetai lÐgo prosoq  eÐnai sto na deÐxoume ìti

E

�Z �

0

df

dx
(Bs)dBs

�
= 0

O lìgoc pou to shmeÐo autì eÐnai leptì eÐnai parìmoioc me touc lìgouc pou ana-
fèrame sthn suz thsh tou jewr matoc epilektik c st�shc. 'Etsi, ja grayoume

E

�Z �^t

0

df

dx
(Bs)dBs

�
= 0

kai ja p�roume to ìrio t ! 1 prospaj¸ntac na aitiolog soume thn enallag 
tou orÐou me thn mèsh tim . To b ma autì af netai wc �skhsh.2

4.5.2 ParadeÐgmata thc qr shc tou tÔpou tou Itô sthn
oikonomik : Perij¸rio diakum�nsewc isotimi¸n

Oi stajerèc isotimÐec parousi�zoun diakum�nseic entìc peperasmènwn zwn¸n
oi opoÐec onom�zontai perij¸ria diakum�nsewc isotimi¸n. EpÐ paradeÐgmati tic
mèrec pou up rqe to gold standard h tim  tou qrusoÔ parousÐaze diakum�nseic
metaxÔ twn apokaloÔmenwn qrus¸n shmeÐwn (gold points ). Sthn perÐptwsh tou
sust matoc tou Bretton Woods ta ìria  tan �1% gÔrw apì thn isotimÐa tou
dolarÐou kai sthn perÐptwsh tou mhqanismoÔ isotimi¸n sunall�gmatoc (ERM)
tou EurwpaðkoÔ nomismatikoÔ sust matoc (prin thn kat�reush tou 1993) ta ìria
 tan �2:25% gÔrw apì mÐa kentrik  isotimÐa. 'Ena montèlo gia ta perij¸ria twn
diakum�nsewn isotimi¸n ofeÐletai ston Paul Krugman (1991). Upojètoume ìti
h isotimÐa sunall�gmatoc, ìpwc kai h tim  k�je �llou qreogr�fou, exart�tai
apì orismèna trèqonta jemeli¸dh kai apì thn anamenìmenh tim  (mèsh tim )
twn mellontik¸n tim¸n thc sunallagmatik c isotimÐac dhlad 

s = f + a
E[ds]

dt
(4.8)

ìpou s eÐnai o log�rijmoc thc sunallagmatik c isotimÐac, f o log�rijmoc twn
jemeliwd¸n, E

�
ds
dt

�
h anamenìmenh upotÐmhsh thc sunallagmatik c isotimÐac

kai a mÐa stajer�.



160 KEF�ALAIO 4. H JEWR�IA THS STOQASTIK�HS OLOKL�HRWSHS

To jemeli¸dec apoteleÐtai apì dÔo sunist¸sec

f = m+ v

ìpou mt eÐnai o log�rijmoc thc prosfor�c tou qr matoc pou elègqetai apì
thn kentrik  tr�peza kai ut eÐnai o log�rijmìc thc taqÔthtac kukloforÐac tou
qr matoc pou eÐnai mÐa stoqastik  metablht  èxw apì ton èlegqo thc kentrik c
tr�pezac. Elègqontac thn prosfor� tou qr matoc h kentrik  tr�peza elègqei
to ft kai me ton trìpo autì kai thn sunallagmatik  isotimÐa. O skopìc thc
me autì eÐnai na krat sei to s entìc mÐac kajorismènhc z¸nhc (kajorismènou
perijwrÐou).H z¸nh aut  kajorÐzetai apì thn sqèsh

smin � s � smax

ìpou smin eÐnai to k�tw fr�gma twn diakum�nsewn twn sunallagmatik¸n iso-
timi¸n kai smax eÐnai to �nw fr�gma.

To montèlo tou Krugman basÐzetai ep�nw se treÐc upojèseic:

1. Ta perij¸ria twn diakum�nsewn sunallagmatik¸n isotimi¸n eÐnai apìluta
pisteut�. Autì shmaÐnei ìti oi paÐktec pisteÔoun ìti ta �kra thc z¸nhc
ja parameÐnoun stajer� gia p�ntote.

2. Ta perij¸ria twn isotimi¸n �prostateÔontai� mìno me oriakèc paremb�seic.
Autì shmaÐnei ìti h sunallagmatik  isotimÐa af netai na metab�lletai e-
leÔjera mèsa sthn z¸nh twn diakum�nsewn. 'Otan ìmwc h sunallagmatik 
isotimÐa ft�nei sto �nw ìrio (kai sunep¸c to topikì nìmisma upotim�-
tai) h kentrik  tr�peza agor�zei to topikì nìmisma prosfèrontac xèno
sun�llagma. Sunep¸c h prosfor� tou qr matoc elatt¸netai kai ètsi a-
pofeÔgetai h peraitèrw upotÐmhsh tou topikoÔ nomÐsmatoc. To antÐjeto
sumbaÐnei ìtan ft�soume sto k�tw ìrio.

3. 'O ìroc thc taqÔthtac vt eÐnai mÐa kÐnhsh Brown me taqÔthta � kai diakÔ-
mansh �2,

dv = �dt+ �dBt

O Krugman upojètei ìti � = 0. H upojèsh ìti h vt eÐnai mÐa kÐnhsh
Brown sunep�getai ìti oi eleÔjerec sunallagmatikèc isotimÐec ja eÐnai
epÐshc kÐnhsh Brown 8.

Oi upojèseic 1,2 kai 3 mac epitrèpoun na ekfr�soume thn sunallagmatik  iso-
timÐa san mÐa sun�rthsh twn jemeliwd¸n dhlad  na gr�youme

s = �(f)

8Shmei¸noume ìti mèsa sthn z¸nh den up�rqei kamÐa parèmbash apì tic arqèc sthn agor�
sunallagmatik¸n isotimi¸n ètsi ¸ste m = 0. Apì thn upìjesh ìti h v akoloujeÐ èna tuqaÐo
perÐpato, den ja prèpei na up�rqei problèyimh allag  thn sunallagmatik  isotimÐa ètsi ¸ste

E
h
ds
dt

i
= 0. Sunep¸c h exÐswsh (4.8) gÐnetai s = v h opoÐa eÐnai kai h exÐswsh gia tic

sunallagèc entìc thc z¸nhc.
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ìpou h f periorÐzetai sto di�sthma fmin � f � fmax pou antistoiqeÐ sthn z¸nh
sunallagmatik¸n isotimi¸n.

OrÐsame loipìn thn isorropÐa san mÐa sqèsh metaxÔ twn jemeliwd¸n mege-
j¸n m kai v kai thc sunallagmatik c isotimÐac. Autì majhmatik� gr�fetai

s = g(m; v; smin; smax) (4.9)

H parap�nw sqèsh ja prèpei na eÐnai sunep c me thn sqèsh (4.8). Ja mporoÔme
na orÐsoume to s = g brÐskontac mÐa oikogèneia tètoiwn kampul¸n.

Ac upojèsoume ìti krat�me to m stajerì kai ac p�roume thn perÐptwsh pou
to s brÐsketai entìc thc z¸nhc. Tìte h mình phg  anamenìmenwn allag¸n tou
s eÐnai lìgw twn tuqaÐwn metabol¸n to v.

Qrhsimopoi¸ntac touc sun jeic kanìnec tou logismoÔ tou Itô mporoÔme na
broÔme to ds (efarmìzoume ton tÔpo tou Itô sthn (4.9) kai paÐrnoume

E[ds]

dt
=
�2

2
gvv(m; v; smin; smax)

ìpou me gvv sumbolÐzoume thn deÔterh merik  par�gwgo thc g wc proc thn
metablht  v. Antikajist¸ntac autì sthn (4.8) paÐrnoume

g(m; v; smin; smax) = m+ v +
�2

2
gvv(m; v; smin; smax)

MporoÔme t¸ra na qeiristoÔme thn parap�nw sqèsh san mÐa sun jh diaforik 
exÐswsh h lÔsh thc opoÐac mporeÐ na mac d¸sei to g. H genik  lÔsh thc exÐswshc
aut c eÐnai

g(m; v; smin; smax) = m+ v +A exp(�v) +B exp(��v)

ìpou � = ( 2
�2 )

1=2 kai A, B eÐnai stajerèc pou ja kajoristoÔn wc ex c: Lìgw
summetrÐac anamènoume h kampÔlh na pern� apì to shmeÐo s = 0 ìtan v = 0 kai
m = 0. H sunj kh aut  mporeÐ na pragmatopoihjeÐ mìno ìtan A = �B. Me
thn epilog  aut  paÐrnoume ìti h s eÐnai mÐa sigmoeid c kampÔlh wc proc to v
kai oi timèc tou s teÐnoun se mÐa stajer  tim  gia arket� meg�la v. H tim  tou
A mporeÐ na kajoristeÐ apì thn sunj kh h kampÔlh tou s na eÐnai efaptomenik 
sthn oriak  thc tim . An �s eÐnai h tim  tou s sthn opoÐa to v ft�nei thn
koruf  thc perioq c pou thc epitrèpetai, majhmatik� h sunj kh aut  mporeÐ na
ekfrasteÐ wc

�s = �v + 2Asinh(��v)

0 = 1 + 2�A cosh(��v)

apì tic opoÐec mporoÔme na lÔsoume wc proc A kai �v.
O Krugman qrhsimopoieÐ to montèlo autì gia thn melèth diafìrwn pro-

blhm�twn pou sqetÐzontai me ta target zones ìpwc p.q. thn epÐdrash tou sthn
eust�jeia twn agor¸n k.a. Gia leptomèreiec sqetik� me to montèlo parapè-
mpoume sta [11] kai [20].
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4.6 To je¸rhma anapar�stashc twn martingale

To stoqastikì olokl rwma mporeÐ na genikeujeÐ gia na melet soume olokl rw-
sh ep�nw se opoiad pote martingale kai ìqi mìno kÐnhsh Brown. 'Omwc akìma
kai h apl  perÐptwsh thc olokl rwshc ep�nw sthn kÐnhsh Brown eÐnai arket 
gia thn melèth polÔ endiafèrontwn efarmog¸n.

MÐa shmantik  idiìthta tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc wc prìc thn kÐnhsh
Brown eÐnai to je¸rhma anapar�stashc twn martingale (martingale represen-
tation theorem).

Je¸rhma 4.6.1 (Jewrhma anapar�stashc twn martingale) 'Estw Mt

mÐa suneq c topik  martingale (pijanìn poludi�stath) h opoÐa eÐnai prosarmo-
smènh sthn di jhsh Ft = �(Bs; s � t), ìpou Bt mÐa kÐnhsh Brown (pijanìn
poludi�stath). Tìte up�rqei diadikasÐa �t h opoÐa eÐnai tetragwnik� oloklhr¸-
simh, tètoia ¸ste

Mt =M0 +

Z t

0

�sdBs; t � 0

H di�stash thc diadikasÐac �t exart�tai apì thn di�stash thc kÐnhshc Brown
Bt kai ja prèpei na eÐnai tètoia ¸ste na èqei nìhma to stoqastikì olokl -
rwma. Gia par�deigma an h Mt paÐrnei timèc ston Rd kai h Bt paÐrnei timèc
ston Rm , tìte h � paÐrnei timèc sto Rd�m kai prèpei na an kei ston q¸ro

M2([0; T ]; jmathbbRd�m).
Apìdeixh: Bl. to par�rthma tou kefalaÐou. 2

Sunep¸c opoiad pote suneq c topik  martingale mporeÐ na grafeÐ san èna sto-
qastikì olokl rwma ep�nw sthn kÐnhsh Brown. To apotèlesma autì qrhsimo-
poieÐtai polÔ sta qrhmatooikonomik� majhmatik�.

4.7 SÔntomh anafor� sto olokl rwma tou Stieltjes

Sto shmeÐo autì ja jèlame na k�noume mÐa sÔntomh anafor� sthn ènnoia tou
oloklhr¸matoc Stieltjes apì thn pragmatik  an�lush kai na tonÐsoume ton lìgo
pou h ènnoia aut  den eparkeÐ gia ton orismì tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc.
Autìc  tan o lìgoc pou o Itô anagk�sthke na orÐsei to stoqastikì olokl rwma
diaforetik�.

Ja xekin soume thn sÔntomh anafor� mac sto olokl rwma tou Stieltjes je-
wr¸ntac arqik� mh tuqaÐec sunart seic kai ja genikeÔsoume gia thn perÐptwsh
tuqaÐwn metablht¸n kai stoqastik¸n diadikasi¸n.

Ja xekin soume me ton orismì tou oloklhr¸matoc Stieltjes gia mÐa sun�r-
thsh b matoc.

Orismìc 4.7.1 'Estw mÐa sun�rthsh b matoc

h = h010 +
nX
i=1

hi1(ti;ti+1]
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ìpou ftig eÐnai mÐa diamèrish tou diast matoc [0; t], kaim opoiad pote sun�rthsh
sto R+ . To olokl rwma Stieltjes thc h ep�nw sthn m orÐzetai san to �jroismaZ t

0

h dm :=

nX
i=1

hi [m(ti+1)�m(ti)]

'Opwc eÐdame kai se �lla shmeÐa pou sqetÐzontan me to olokl rwma e¸c
t¸ra (p.q. ìtan suzhtoÔsame gia thn ènnoia thc mèshc tim c) mÐa dexi� suneq c
sun�rthsh h mporeÐ na proseggisteÐ apì mÐa akoloujÐa hn sunart sewn b matoc
me thn ènnoia ìti hn ! h ìpou to ìrio lamb�netai me thn sun jh ènnoia. Apì thn
akoloujÐa aut  mporoÔme na kataskeu�soume mÐa akoloujÐa apì oloklhr¸mata

Stieltjes
R t
0
hn dm to kajèna apì ta opoÐa orÐzetai sÔmfwna me ton orismì 4.7.1.

MporeÐ na apodeiqjeÐ ìti to ìrio n!1 up�rqei kai m�lista an hn kai h
0
n eÐnai

dÔo diaforetikèc akoloujÐec sunart sewn b matoc pou proseggÐzoun thn Ðdia

sun�rthsh h tìte ta ìria
R t
0 hm dm kai

R t
0 h

0
n dm sumpÐptoun. Sunep¸c

Orismìc 4.7.2 'Estw h mÐa dexi� suneq c sun�rthsh kai hn mÐa akoloujÐa
sunart sewn b matoc pou proseggÐzei thn h. To olokl rwma Stieltjes thc h
ep�nw se mÐa sun�rthsh m orÐzetai sanZ t

0

h dm := lim
n!1

hn dm

H sun�rthsh m onom�zetai oloklhrwt c (integrator).

To parak�tw je¸rhma mac deÐqnei pìso shmantikì rìlo paÐzei h ènnoia thc
sunolik c metabol c tou oloklhrwt  sto olokl rwma tou Stieltjes.

Je¸rhma 4.7.1 'Estw ìti h m èqei topik� fragmènh metabol  kai ìti h h eÐnai

dexi� suneq c kai kanonik . Tìte to olokl rwma Stieltjes
R t
0 h dm up�rqei kai

ikanopoieÐ thn sqèsh����
Z t

0

h dm

���� �
Z t

0

j h jj dm j� sup
0�s�t

h(s)

Z t

0

j dm j

ìpou Z t

0

j dm j:= supf
nX
i=1

j m(ti+1)�m(ti) jg

kai ftig opoiad pote diamèrish tou [0; t]. To sup lamb�netai ep�nw se ìlec tic
diamerÐseic.

To je¸rhma autì mac deÐqnei ìti an o oloklhrwt c den èqei peperasmènh
metabol  tìte up�rqoun probl mata me ton orismì tou oloklhr¸matoc tou
Stieltjes qrhsimopoi¸ntac thn sun�rthsh aut  san oloklhrwt .

To olokl rwma Riemann eÐnai mÐa eidik  morf  tou oloklhr¸matoc tou
Stieltjes an epilèxoume gia oloklhrwt  thn m = t. H sun�rthsh aut  mporeÐ
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na faneÐ polÔ eÔkola ìti èqei peperasmènh metabol  opìte sÔmfwna me to
parap�nw je¸rhma to olokl rwma tou Riemann eÐnai kal� orismèno. M�lista,
sthn genikìterh perÐptwsh pou h m eÐnai paragwgÐsimh sun�rthsh tou t to
olokl rwma Stieltjes mÐa opoiad pote sun�rthshc h p�nw sthn m mporeÐ na
grafeÐ san èna olokl rwma Riemann sÔmfwna me to akìloujo

Z t

0

h(t)dm(t) =

Z t

0

�
h(t)

dm

dt

�
dt

Ac jewr soume t¸ra ìti tìso h h ìso kai h m eÐnai stoqastikèc diadikasÐec
dhlad  ìti h = h(t; !) kai m = m(t; !). Ja mporoÔsame kat� analogÐa na

orÐsoume èna stoqastikì olokl rwma thc morf c
R t
0
h(t; !) dm(t; !). Autì ja

gÐnontan orÐzontac ta ìria shmeiak�, dhlad  gia k�je ! an orÐzame to olokl -

rwma Is(!) =
R t
0
h(t; !) dm(t; !) kai met� metab�llontac ta ! kataskeu�zame

thn stoqastik  diadikasÐa.

MÐa eidik  perÐptwsh eÐnai h perÐptwsh ìpou m(t; !) = Bt dhlad  o o-
loklhrwt c eÐnai mÐa kÐnhsh Brown. H diafor� me thn prosèggish tou Itô
eÐnai ìti t¸ra ja èqoume mÐa akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n (stoqastik¸n
diadikasi¸n)hn(t; !) pou ja eÐnai diadikasÐec b matoc kai pou sto ìrio ! 1
ja teÐnoun se mÐa tuqaÐa metablht  all� to ìrio autì lamb�netai gia k�je
! (shmeiak�) kai ìqi kat� thn L2 ènnoia dhlad  k�tw apì thn mèsh tim  tou
tetrag¸nou thc posìthtac pou mac endiafèrei kai pou ousiastik� perilamb�-
nei èna olokl rwma ep�nw se ìla ta ! qrhsimopoi¸ntac wc b�roc to mètro
pijanìthtac.

To giatÐ to na p�roume to ìrio shmeiak� sthn perÐptwsh ìpou m = Bt den
eÐnai eparkèc faÐnetai apì to je¸rhma 4.7.1. 'Eqoume deÐ sto kef�laio sqetik�
me thn kÐnhsh Brown ìti eÐnai mÐa sun�rthsh h opoÐa èqei fragmènh tetragwnik 
metabol  all� mh fragmènh metabol . Sunep¸c to olokl rwma Stieltjes den
mporeÐ na oristeÐ an o oloklhrwt c eÐnai h kÐnhsh Brown kai qrei�zetai mÐa
genÐkeush thc ènnoiac tou oloklhr¸matoc gia na xeper�soume to empìdio autì.
To shmantikì b ma sthn epÐlush tou probl matoc autoÔ eÐnai na antilhfjoÔme
ìti arkeÐ na l�boume to ìrio n ! 1 sthn L2 ènnoia kai ìqi shmeiak� (gia
k�je !). H allag  aut  sthn ènnoia tou orÐou eÐnai kai h eidopoiìc diafor� tou
oloklhr¸matoc tou Itô .

4.8 GenikeÔseic tou oloklhr¸matoc tou Itô

Sthn par�grafo aut  ja asqolhjoÔme me merikèc genikeÔseic tou stoqastikoÔ
oloklhr¸matoc.

4.8.1 Olokl rwsh ep�nw se diadikasÐec Itô

'Opwc anafèrame kai prohgoumènwc mporeÐ na oristoÔn stoqastik� oloklhr¸-
mata kai wc proc pio genikèc stoqastikèc diadikasÐec. To jèma autì parousi�zei
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exairetikì endiafèron all� dustuq¸c den mporoÔme na to diapragmateutoÔme e-
d¸. Ja arkestoÔme sto na orÐsoume thn olokl rwsh ep�nw se diadikasÐec tou
Itô.

Ac jewr soume loipìn ìti Xt eÐnai mÐa diadikasÐa Itô (pijanìn N�di�stath)
thc morf c

dXt = udt+ vdBt

Tìte mporoÔme na orÐsoume to stoqastikì olokl rwma tou  wc proc th Xt wc
ex c

tZ
0

 dXt =

tZ
0

uds+

tZ
0

vdBs

  se diaforik  morf 

dXt = udt+ vdBt

Fusik� prèpei na eÐmaste prosektikoÐ na orÐsoume to  sthn kl�sh twn sunar-
t sewn pou eÐnai tètoiec ¸ste oi u kai v na ikanopoioÔn tic sunj kec pou
qrei�zontai ¸ste aut  h nèa diadikasÐa na eÐnai èna olokl rwma Itô dhlad 
prèpei na èqoume

tZ
0

j u j ds <1 �:�:

tZ
0

j u j2 ds <1 �:�:

4.8.2 To olokl rwma tou Stratonovich

Ston orismì tou oloklhr¸matoc tou Itô qrhsimopoi same thn sÔmbash ìti

Z t

0

h(t; Bt)dBt = lim
n!1

n�1X
i=0

h(ti; Bti)(Bti+1 �Bti)

ìpou ftig eÐnai mÐa diamèrish tou [0; t] kai to ìrio lamb�netai ston L2.
MÐa genÐkeush ja eÐnai h akìloujh:

Z t

0

h(t; Bt)dBt = lim
n!1

n�1X
i=0

h(�ti; B�ti)(Bti+1 �Bti)

ìpou ftig eÐnai mÐa diamèrish tou [0; t], �ti 2 (ti; ti+1) kai to ìrio lamb�netai
ston L2. An to olokl rwma orÐzontan sÔmfwna me thn klassik  ènnoia kat�
Stieltjes to ìrio ja  tan anex�rthto apì thn epilog  tou �ti ìpwc gnwrÐzoume
apì thn klassik  an�lush. Lìgw ìmwc thc idiaiterìthtac tou oloklhrwt  sthn
perÐptwsh aut  to apotèlesma exart�tai apì thn epilog  tou �ti. MÐa epilog 
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ìpwc eÐdame eÐnai h epilog  �ti = ti h opoÐa kai odhgeÐ sto olokl rwma tou Itô.
MÐa �llh epilog  eÐnai h �ti =

ti+ti+1

2
9. An loipìn orÐsoume

Z t

0

h(t; Bt) Æ dBt := lim
n!1

n�1X
i=0

h

�
ti + ti+1

2
; B ti+ti+1

2

�
(Bti+1 �Bti)

ìpou kai p�li to ìrio lamb�netai ston L2, tìte ja p�roume èna nèo stoqasti-
kì olokl rwma to opoÐo prot�jhke apì ton R¸sso mhqanikì Stratonovich to
1964. To olokl rwma kat� Stratonovich mÐac stoqastik c diadikasÐac ep�nw
sthn kÐnhsh Brown den eÐnai Ðso anagkastik� me to olokl rwma Itô thc Ðdiac
stoqastik c diadikasÐac ep�nw sthn kÐnhsh Brown! Ta dÔo oloklhr¸mata èqoun
diaforetikèc idiìthtec all� me kat�llhlh allag  thc upì olokl rwsh posìth-
tac èna olokl rwma Stratonovich mporeÐ na metatrapeÐ se èna olokl rwma Itô

kai antÐstrofa. TonÐzetai ìti en¸ h stoqastik  diadikasÐa
R t
0 h(t; !)dBt eÐnai

martingale h
R t
0
h(t; !) Æ dBt den eÐnai.

Par�deigma 4.8.1 MporoÔme na upologÐsoume to olokl rwma Stratonovich
thc h(t; !) = Bt ep�nw sthn kÐnhsh Brown kai na deÐxoume ìti eÐnai Ðso me

Z t

0

Bt Æ dBt := lim
n!1

n�1X
i=0

B ti+ti+1
2

(Bti+1 �Bti) =
B2
t

2

To apotèlesma den eÐnai martingale.

To olokl rwma Stratonovich den qrhsimopoieÐtai suqn� se qrhmatooikono-
mikèc efarmogèc. QrhsimopoieÐtai ìmwc arket� stic fusikèc epist mec   sthn
melèth stoqastik¸n diadikasi¸n ep�nw se pollaplìthtec.

4.8.3 Olokl rwsh ep�nw se martingales

MÐa eÔlogh genÐkeush tou oloklhr¸matoc tou Itô eÐnai ìtan o oloklhrwt c
eÐnai mÐa genikìterh martingale   akìmh kai mÐa semimartingale antÐ gia thn
kÐnhsh Brown. MÐa perÐptwsh ìpou eÐdame k�ti tètoio mèqri t¸ra  tan ìtan
suzht same to jèma tou oloklhr¸matoc ep�nw se mÐa genikìterh diadikasÐa
Itô.

Ja xekin soume me ton genikì orismo tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc.

Orismìc 4.8.1 'Estw Xt mÐa stoqastik  diadikasÐa h opoÐa eÐnai dexi� sune-
q c kai èqei aristerì ìrio se k�je shmeÐo10 kai Mt mÐa tetragwnik� oloklhr¸-

simh (L2) martingale. To stoqastikì olokl rwma
R t
0 Xs dMs orÐzetai wcZ t

0

Xs dMs := lim
n!1

n�1X
i=0

Xti (Mti+1 �Mti)

9Aut  h epilog  eÐnai to an�logo tou kanìna tou mèsou shmeÐou (midpoint rule)o opoÐoc kai
qrhsimopoieÐtai arket� suqn� sthn arijmhtik  an�lush gia ton upologismì oloklhrwm�twn

10Tètoiec stoqastikèc diadikasÐec onom�zontai sthn diejn  bibliografÐa cadlag
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ìpou to ìrio lamb�netai ston L2. To ftig, i = 0; :::; n eÐnai mÐa diamèrish tou
[0; t] gia thn opoÐa isqÔei j �t j:= supn j ti+1 � ti j= 0 kaj¸c n!1.

Sqìlio: K�tw apì orismènec peript¸seic mporeÐ na apodeiqjeÐ ìti to ìrio u-
p�rqei kai upì thn ènnoia thc pijanìthtac kai ìqi mìno kat� thn L2 ènnoia.

Oi perissìterec apì tic idiìthtec tou oloklhr¸matoc tou Itô mporoÔn na geni-
keujoÔn gia to olokl rwma ep�nw se mÐa genikìterhmartingale. Gia par�deigma
mporeÐ na apodeiqjeÐ to akìloujo je¸rhma

Je¸rhma 4.8.1 'Estw ìti h Mt eÐnai mÐa tetragwnik� oloklhr¸simh martin-
gale tètoia ¸ste

E

�Z t

0

X2
s d < M >s

�
<1

ìpou < M >t h diadikasÐa tetragwnik c metabol c thc M . IsqÔei ìti

E

"�Z t

0

XsdMs

�2
#
= E

�Z t

0

X2
s d < M >s

�

Sqìlio: To parap�nw je¸rhma apoteleÐ genÐkeush thc isometrÐac tou Itô .
Pr�gmati an Mt = Bt tìte < M >t=< B >t= t kai xanapaÐrnoume to gnwstì
apotèlesma.

Se pl rh analogÐa èqoume kai thn genÐkeush tou l mmatoc tou Itô

Je¸rhma 4.8.2 'Estw f(t; x) mÐa C1;2 sun�rthsh kai Mt mÐa suneq c mar-
tingale. Tìte isqÔei

f(t;Mt) = f(0;M0) +

Z t

0

@f

@t
(s;Ms)ds+

Z t

0

@f

@x
(s;Ms)dMs

+
1

2

Z t

0

@2f

@x2
(s;Ms)d < M >s

O orismìc tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc kai ta parap�nw jewr mata i-
sqÔoun kai ìtan h Mt eÐnai mÐa semi-martingale antÐ gia mÐa martingale. Sthn
perÐptwsh aut  to an�logo me ìti eÐpame prohgoumènwc eÐnai to olokl rwma e-
p�nw se mÐa genikìterh diadikasÐa Itô. EpÐshc, ta parap�nw genikeÔontai kai gia
poludi�statec semi-martingalesme kat�llhlec allagèc. Tèloc shmei¸noume ìti
an h Mt eÐnai martingale tìte k�tw apì orismènec sunj kec kai to stoqastikì

olokl rwma
R t
0
X(s)dMs eÐnai kai autì martingale.

H genik  jewrÐa thc olokl rwshc ep�nw se semimartingales eÐnai exairetik�
endiafèrousa kai qr simh. 'Eqei de shmantikèc efarmogèc sta qrhmatooiko-
nomik�. Ed¸ arkest kame na jÐxoume qwrÐc apìdeixh orismèna mìno kentrik�
shmeÐa. Gia mÐa pio pl rh perigraf  thc jewrÐac aut c mporeÐte na sumbouleu-
teÐte p.q. to [30].
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4.9 Par�rthma: ApodeÐxeic jewrhm�twn

4.9.1 Apìdeixh thc plhrìthtac tou L2

O q¸roc L2 eÐnai ènac pl rhc metrikìc q¸roc dhlad  k�je akoloujÐa Cauchy
ston L2 sugklÐnei se èna stoiqeÐo tou L2. H idiìthta aut  eÐnai mÐa genikìterh
idiìthta twn q¸rwn Lp, p > 0. Ja deÐxoume to parakatw je¸rhma.

Je¸rhma 4.9.1 'Estw fn mÐa akoloujÐa Cauchy ston Lp, p > 0. Tìte,

jj fn � f jjLp! 0; n!1

gia k�poio f 2 Lp.
Apìdeixh: JewroÔme mÐa up�koloujÐa fnkg � N gia thn opoÐa isqÔeiX

k

jj fnk+1
� fnk jjp^1Lp <1:

Ja qrhsimopoi soume thn anisìthta tou Minkowski sÔmfwna me thn opoÐa

jj f + g jjp^1Lp �jj f jjp^1Lp + jj g jjp^1Lp ; p > 0

K�nontac qr sh thc anisìthtac mporoÔme na doÔme ìti

jj
X
k

j fnk+1
� fnk j jjp^1Lp �

X
k

jj fnk+1
� fnk jjp^1Lp <1

Autì mac deÐqnei oti
P

k j fnk+1
�fnk j<1 sqedìn pantoÔ, opìte kai h akolou-

jÐa fnk eÐnai Cauchy sqedìn pantoÔ sto R kai sunep¸c sugklÐnei sqedìn pantoÔ
se k�poia metr simh sun�rthsh. Ac onom�soume f to ìrio thc upakoloujÐac
fnk , dhl�d  fnk ! f . K�nontac qr sh tou l mmatoc tou Fatou mporoÔme na
deÐxoume ìti jj f � fn jjLp! 0. Pr�gmati,

jj f � fn jjLp= lim inf
n!1 jj fnk � fn jjLp� sup

m�n
jj fm � fn jjLp! 0

kaj¸c n ! 1 lìgw tou ìti h akoloujÐa fn eÐnai Cauchy ston Lp. Sunep¸c,
fn ! f ston Lp.2

H plhrìthta tou q¸rou M2([a; b]) mporeÐ na apodeiqjeÐ me parìmoio trìpo.

4.9.2 Apìdeixh thc anisìthtac Burkholder-Davis-Gundy

Sthn par�grafo aut  ja apodeÐxoume thn anisìthta Burkholder-Davis-Gundy.
Gia dieukìlunsh twn anagnwst¸n xanadÐnoume thn ekf¸nhsh tou jewr matoc
4.2.2
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Je¸rhma 4.2.2 Anisìthta Burkholder-Davis-Gundy 'Estw f 2M2([0; T ]).
Ac orÐsoume thn stoqastik  diadikasÐa

Xt =

Z t

0

f(r)dBr

Tìte gia k�je p > 0 up�rqoun stajerèc cp kai Cp pou exart¸ntai mìno apì to
p tètoiec ¸ste

cpE

"����
Z t

0

j f(r) j2 dr
����
p
2

#
� E

�
sup
0�s�t

����
Z s

0

f(r)dBr

����p
�
� CpE

"����
Z t

0

j f(r) j2 dr
����
p
2

#

gia k�je t � 0.

Apìdeixh: H apìdeixh eÐnai teqnik  kai ètsi skiagrafoÔme ta basikìtera thc
shmeÐa kai af noume ston anagn¸sth tic leptomèreiec efìson endiafèretai. Gia
thn pl rh apìdeixh parapèmpoume sto [24].

Ja melet soume dÔo peript¸seic xeqwrist�, thn perÐptwsh p = 2 kai thn
perÐptwsh p 6= 2.

Sthn perÐptwsh p = 2 dedomènou ìti h It eÐnai mÐa martingale mporoÔme na
katal xoume sto apotèlesma k�nontac qr sh thc anisìthtac tou Doob gia thn
martingale It.

Ac jewr soume t¸ra ìti p � 2. Ac jewr soume thn stoqastik  diadikasÐa
j It jp kai ac efarmìsoume ton tÔpo tou Itô se aut . K�nontac qr sh twn
idiot twn tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc mporoÔme na doÔme ìti

E[j It jp � p(p� 1)

2
E

�Z t

0

j Is jp�2j g(s) j2
�

� p(p� 1)

2
E[

Z t

0

j Is jp�2j g(s) j2 ds]

� p(p� 1)

2
E[j I�(t) jp�2

Z t

0

j g(s) j2 ds]

=
p(p� 1)

2
E[j I�(t) jp�2 A(t)]

(qrhsimopoi¸ntac thn anisìthta H�older)

� p(p� 1)

2
fE[j I�(t) jp]g p�2

p fE[j A(t) j p2 ]g 2
p (4.10)

All�, qrhsimopoi¸ntac tic idiìthtec tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc blèpou-
me ìti h It eÐnai mÐa martingale sunep¸c mporoÔme na qrhsimopoi soume thn
anisìthta martingale tou Doob gia na katal xoume ìti

E[j I�(t) jp] � CE[j It jp]
Antikajist¸ntac to apotèlesma autì sthn (4.10) katal goume sto

E[j I�(t) jp] � C
0
E[j A(t) j p2 ]
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pou eÐnai kai to dexiì mèloc thc anisìthtac Burkholder-Davis-Gundy.
Gai thn apìdeixh tou aristeroÔ mèlouc thc anisìthtac ja orÐsoume thn dia-

dikasÐa Itô

y(t) =

Z t

0

j A(s) j p�2
4 g(s)dBs

Qrhsimopoi¸ntac thn isometrÐa tou Itô mporoÔme na doÔme ìti

E[j y(t) j2] = E[

Z t

0

j A(s) j p�2
2 j g(s) j2 ds] = E[

Z t

0

j A(s) j p�2
2 dA(s)]

=
2

p
E[j A(t) j p2 ] (4.11)

Apì thn �llh, qrhsimopoi¸ntac ton tÔpo gia olokl rwsh kat� mèrh mporoÔme
na katal xoume sto

It j A(t) j
p�2
4 =

Z t

0

j A(s) j p�2
4 dIs +

Z t

0

Isd[j A(s) j
p�2
4 ]

= y(t) +

Z t

0

Isd[j A(s) j
p�2
4 ]

apì ìpou katal goume eÔkola k�nontac qr sh thc trigwnik c anisìthtac kai
apl¸n anisot twn gia ta oloklhr¸mata ìti

j y(t) j�j x(t) j j A(t) j p�2
4 +

Z t

0

j Is j d[j A(s) j
p�2
4 ] � 2I�(t) j A(t) j p�2

4

Anitkajist¸ntac to apotèlesma autì sthn (4.11) paÐrnoume

2

p
E[j A(t) j p2� 4E[j I�t j2j A(t) j

p�2
2

(qrhsimopoi¸ntac thn anisìthta H�older)

� 4fE[j I�(t) jp]g 2
p fE[j A(t) j p2 ]g

p�2
p

apì ìpou katal goume sth sqèsh

cpE[j A(t) j
p
2 ] � E[j I�t jp]

pou eÐnai kai to dexiì mèloc thc anisìthtac Burkholder-Davis-Gundy.
Sthn perÐptwsh 0 < p < 2 ja orÐsoume thn martingale

Mt =

Z t

0

[�+A(s) j p�2
4 g(s)dBs

me thn opoÐa ja ergastoÔme an�loga me ta b mata thc parap�nw perÐptwshc
kai sto tèloc ja p�roume to ìrio � ! 0. Autì ja mac d¸sei to dexiì mèloc
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thc anisìthtac Burkholder-Davis-Gundy sthn perÐptwsh aut . Gia to aristerì
mèloc ja gr�youme to j A(t) j p2 me thn morf 

j A(t) j p2= fj A(t) j p2 [�+ I�t ]
� p(2�p)

p g[�+ I�t ]
p(2�p)

2

kai ja ergastoÔme me thn posìthta aut  ìpwc kai sthn parap�nw perÐptwsh
k�nontac qr sh thc anisìthtac tou H�older. Oi leptomèreiec af nontai ston
anagn¸sth. 2.

4.9.3 Apìdeixh thc ekjetik c anisìthtac

Sthn par�grafo aut  ja apodeÐxoume thn ekjetik  anisìthta gia to stoqastikì
olokl rwma. Gia dieukìlunsh twn anagnwst¸n parajètoume xan� thn ekf¸nh-
sh tou jewr matoc 4.2.3.

Je¸rhma 4.2.3 'Estw g 2 L2 kai èstw T; a; b jetikoÐ arijmoÐ. Tìte isqÔ-
ei

P

�
sup

0�t�T

�Z t

0

g(s)dBs � a

2

Z t

0

j g(s) j2 ds
�
> b

�
� e�ab

Apìdeixh: Ac orÐsoume thn akoloujÐa qrìnwn st�shc

�n = inf

�
t � 0 :

����
Z t

0

g(s)dBs

����+
Z t

0

j g(s) j2 ds � n

�
Ac orÐsoume epÐshc thn stoqastik  diadikasÐa

xn(t) = a

Z t

0

g(s)1[0;�n](s)dBs � a2

2

Z t

0

j g(s) j2 ds1[0;�n](s)ds

h opoÐa eÐnai fragmènh. Efarmìzoume t¸ra ton tÔpo tou Itô sthn stoqasti-
k  diadikasÐa exp(xn(t)). Met� apì lÐgo �lgebra (pou af netai san �skhsh)
katal goume ìti

exp(xn(t)) = 1 + a

Z t

0

exp(xn(s))g(s)1[0;�n](s)ds

apì to opoÐo kai mporoÔme na doÔme ìti h exp(xn(t)) eÐnai mÐa martingale h
opoÐa eÐnai mh arnhtik  kai èqei mèsh tim  Ðsh me thn mon�da. K�nontac qr sh
loipìn twn anisot twn martingale gia thn exp(xn(t)) mporoÔme na doÔme ìti

P

�
sup

0�t�T
exp(xn(t)) � eab

�
� e�abE[exp(xn(T )] = e�ab

Qrhsimopoi¸ntac tic idiìthtec thc ekjetik c sun�rthshc paÐrnoume apì to pa-
rap�nw ìti

P

�
sup

0�t�T
xn(t) � ab

�
� e�ab

ap' ìpou paÐrnontac to ìrio n ! 1 kai lamb�nontac upìyh ìti �n ! 1 monì-
tona katal goume sto epijumhtì apotèlesma. 2
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4.9.4 Apìdeixh tou jewr matoc anapar�stashc twn mar-
tingale

Sthn par�grafo aut  ja apodeÐxoume to je¸rhma anapar�stashc twn martin-
gale. Prin proqwr soume me thn apìdeixh ja k�noume thn parak�tw parat rhsh.

Ac jewr soume thn stoqastik  diadikasÐa

Mt = exp

�Z t

0

f(t)dBt � 1

2

Z t

0

j f(t) j2 dt
�

ìpou f 2 L2([0; T ]). Qrhsimopoi¸ntac ton tÔpo tou Itô mporoÔme na deÐxoume

ìti dMt =MtdBt   isodÔnama se oloklhrwtik  morf  ìtiMt =M0+
R t
0 MsdBs

opìte h Mt eÐnai mÐa martingale . Gia thn eidik  kl�sh twn martingale aut¸n
loipìn mporoÔme na doÔme ìti mporoÔn na grafoÔn san èna stoqastikì olokl -
rwma k�poiac stoqastik c diadikasÐac (ton eautì touc all� ac to parablèyoume
autì proc to parìn). To er¸thma eÐnai an autì mporoÔme na apodeÐxoume ìti
isqÔei gia opoiad pote martingale h opoÐa eÐnai tetragwnik� oloklhr¸simh. H
ap�nthsh eÐnai jetik  kai m�lista sthn genik  perÐptwsh h upì olokl rwsh
posìthta den ja eÐnai aparaÐthta h Ðdia h martingale thn opoÐa jèloume na ana-
parast soume me to stoqastikì olokl rwma. Gia thn genik  apìdeixh arkeÐ na
parathr soume ìti mÐa opoiad pote tuqaÐa metablht  mporeÐ na anaparastajeÐ
san mÐa akoloujÐa apo ekjetik� diadikasi¸n Itô k�poiac eidik c morf c. Autì
eÐnai kai h ousÐa tou parak�tw l mmatoc.

L mma 4.9.1 O grammikìc dianusmatikìc q¸roc (linear span) pou par�getai

apì tuqaÐec metablhtèc thc morf c exp
nR T

0
h(t)dBt �

R T
0
j h(t) j2 dt

o
ìpou h 2

L2([0; T ];R1�m) nteterministik  sun�rthsh eÐnai puknìc11 ston L2FT (
;R). Me
ton sumbolismì h 2 L2([0; T ]; ];R1�m) ennooÔme ìti h h : [0; T ] ! R1�m eÐnai

mÐa sun�rthsh metr simh kat� Borel tètoia ¸ste
R T
0 j h(t) j2 dt < 1, �:�:.

O q¸roc L2FT (
;R) apoteleÐtai apì tic tuqaÐec metablhtèc X oi opoÐec eÐnai Ft
metr simec kai gia tic opoÐec isqÔei E[j X j2] <1.

Apìdeixh: Gia thn apìdeixh tou l mmatoc autoÔ, ja qreiastoÔme pr¸ta na
deÐxoume ìti to sÔnolo twn tuqaÐwn metablht¸n f�(Bt1 ; :::; Btn)g ìpou ti 2
[0; T ] kai � 2 C10 (Rm�n ;R), n = 1; 2; ::: eÐnai puknì sto L2FT (
;R). Me
C10 (Rm�n ;R) sumbolÐzoume to sÔnolo twn sunart sewn oi opoÐec eÐnai apeÐrwc
paragwgÐsimec kai me sumpagèc st rigma (compact support) apì to Rm�n sto
R. AfoÔ apodeiqjeÐ autì gia thn apìdeixh tou l mmatoc arkeÐ na deÐxoume ìti
an k�poia tuqaÐa metablht  g 2 L2FT (
;R) eÐnai orjog¸nia se ìlec tic tuqaÐec

metablhtèc thc morf c f = exp
nR T

0
h(t)dBt �

R T
0
j h(t) j2 dt

o
me ntetermini-

stikì h, upì thn ènnoia ìti E[fg] = 0, tìte g = 0. QwrÐc bl�bh thc genikìthtac
ja perioristoÔme sthn perÐptwsh ìpou m = 1.

11Me autì ennooÔme ìti k�je stoiqeÐo f tou L2FT
(
;R) mporeÐ na proseggisteÐ apì

mÐa akoloujÐa thc morf c fn =
P

n an exp
nR T

0
hn(t)dBt �

R T
0
j hn(t) j2 dt

o
ìpou hn 2

L2([0; T ];R1�m) nteterministik  sun�rthsh.
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Ac deÐxoume ton pr¸to isqurismì: Ac p�roume mÐa akoloujÐa ti tètoia ¸ste
ti 2 [0; T ]. Ac p�roume thn s-�lgebra pou par�getai apì ta Bt1 ; :::; Btn thn
opoÐa ac sumbolÐsoume Gn = �(Bt1 ; :::; Btn). MporoÔme na doÔme ìti Gn �
Gn+1 dhlad  h Gn apoteleÐ mÐa di jhsh kai ìti an Ft eÐnai h s-�lgebra pou
par�getai apì thn kÐnhsh Brown (epauxhmènh me ta sÔnola mètrou 0 wc proc
to mètro P ) tìte FT = �(

S1
n=1 Gn). Gia to teleutaÐo arkeÐ na skefteÐte ìti ta

ti 2 [0; T ] sunep¸c gia polÔ meg�lec timèc tou i h akoloujÐa ftig anagkastik�
ja kalÔptei to di�sthma [0; T ]. An jewr soume opoiod pote g 2 LF2

T (
;R)
mporoÔme na orÐsoume thn omoiìmorfa oloklhr¸simh martingale Xn := E[g j
Gn]. Sto shmeÐo autì mporoÔme na k�noume qr sh tou jewr matoc sÔgklishc
twn martingale kai na deÐxoume ìti Xn := E[g j Gn] ! E[g j FT ] kaj¸c n !
1. H tuqaÐa metablht  Xn eÐnai Gn�metr simh, sunep¸c k�nontac qr sh tou
l mmatoc twn Doob-Dynkin (bl. je¸rhma 1.2.1) mporeÐ na grafeÐ gia k�je n
wc Xn = gn(Bt1 ; :::; Btn) gia k�poia sun�rthsh Borel gn : Rn ! R. Epeid ,
k�je tètoia sun�rthsh gn mporeÐ na proseggisteÐ ston L2FT apì sunart seic
�n(Bt1 ; :::; Btn) ìpou �n 2 C10 (Rn ) katal goume sto zhtoÔmeno.

Gia thn apìdeixh tou isqurismoÔ tou l mmatoc ac jewr soume ìti h g eÐnai
orjog¸nia se k�je tuqaÐa metablht  f thc morf c

f = exp

(Z T

0

h(t)dBt �
Z T

0

j h(t) j2 dt
)

dhlad  E[fg] = 0. K�nontac thn epilog  h(t) =
Pn

i=1 �i1[ti;ti+1) ìpou �i 2 R

opoioid pote nteterministikoÐ arijmoÐ, mporoÔme na doÔme ìti h orjogwniìthta
dÐnei isodÔnama ìti

E [exp f�1Bt1 + :::+ �nBtng g] =
Z

exp f�1Bt1 + :::+ �nBtng gdP = 0

Apì thn isìthta aut  mporoÔme na apodeÐxoume ìti g = 0. Gia na gÐnei au-
tì qreiazìmaste orismènec teqnikèc apì thn migadik  an�lush tic opoÐec ja
skagraf soume ed¸ qwrÐc apìdeixh. OrÐzoume thn sun�rthsh

G(�) := E [exp f�1Bt1 + :::+ �nBtng g]
h opoÐa eÐnai pragmatik  kai analutik  sto � = (�1; :::; �n) 2 Rn . Sumfwna
me thn jewrÐa thc analutik c epèktashc h G ja èqei mÐa analutik  epèktash
sto migadikì epÐpedo � 2 C n thn opoÐa ja sumbolÐzoume G�. Gia thn analutik 
epèktash G� ja isqÔei G� = 0 sto C n efìson h G = 0 sto Rn kai eÐnai kai
analutik . Sunep¸c

G�(z) := E [exp fz1Bt1 + :::+ znBtng g] = 0

gia k�je z = (z1; :::; zn) 2 C n kai k�je t1; :::; tn 2 [0; T ]. An epilèxoume z =
(i�1; :::; i�n), �1; :::; �n 2 R tìte èqoume ìti G(i�1; :::; i�n) = 0 .

'Estw t¸ra � 2 C10 (Rn ). Tìte ja deÐxoume ìti E[�(Bt1 ; :::; Btn)g] = 0.
Pr�gmati, efìson � 2 C10 (Rn ) mporoÔme na d¸soume mÐa oloklhrwtik  èkfra-

sh gia thn �(Bt1 ; :::; Btn) k�nontac qr sh tou metasqhmatismoÔ Fourier �̂ thc
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� dhlad  ìti

�(Bt1 ; :::; Btn) =
1

(2�)n=2

Z
Rn

exp(i�1Bt1 + :::+ i�nBtn)�̂(�1; :::; �n)d�1:::d�n

Sunep¸c

E[�(Bt1 ; :::; Btn)g] =

Z



�(Bt1 ; :::; Btn)gdP

1

(2�)n=2

Z



�Z
Rn

exp(i�1Bt1 + :::+ i�nBtn)�̂(�1; :::; �n)d�1:::d�n

�
gdP =

1

(2�)n=2

Z
Rn

�̂(�1; :::; �n)

�Z



exp(i�1Bt1 + :::+ i�nBtn)gdP d�1:::�.n =

1

(2�)n=2

Z
Rn

�̂(�1; :::; �n)G(i�1; :::; i�n)d�1:::d�n = 0

efìson G(i�1; :::; i�n) = 0 gia k�je �1; :::; �n 2 R.
'Eqoume loipìn ìti E[�(Bt1 ; :::; Btn)g] = 0 gia opoiad pote � 2 C10 (Rn ).

'Omwc dèixame sthn arq  ìti oi sunart seic thc morf c �(Bt1 ; :::; Btn) gia
� 2 C10 (Rn ) eÐnai puknèc sto L2FT . Efìson h g eÐnai orjog¸nia se èna pu-
knì uposÔnolo tou L2FT ([0; T ]) èqoume ìti g = 0.

Katal goume loipìn ìti an k�poia tuqaÐa metablht  g 2 L2FT (
;R) eÐnai
orjog¸nia se ìlec tic tuqaÐec metablhtèc thc morf c

f = exp

(Z T

0

h(t)dBt �
Z T

0

j h(t) j2 dt
)

me nteterministikì h, upì thn ènnoia ìti E[fg] = 0 tìte g = 0. Autì eÐnai
eparkèc gia na diapist¸soume to ìti oi tuqaÐec metablhtèc f eÐnai puknèc sto
L2FT (
;R). Gia thn genikìterh perÐptwsh ìpou m 6= 1 parapèmpoume sto [24].
2

L mma 4.9.2 Gia k�je tuqaÐa metablht  � 2 L2FT (
;R) up�rqei mÐa stoqa-
stik  diadikasÐa f 2M2([0; T ];R1�m) tètoia ¸ste

� = E[�] +

Z T

0

f(s)dBs

ìpou Bt = (B1;t; :::; Bm;t) eÐnai mÐa m�di�stath kÐnhsh Brown. H stoqastik 
diadikasÐa f eÐnai monadik  upì thn ènnoia ìti an up�rqei akìma mÐa stoqastik 
diadikasÐa g gia thn opoÐa isqÔei to parap�nw apotèlesma tìte èqoume ìti

E

"Z T

0

j f(s)� g(s) j2 ds
#
= 0
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Apìdeixh: Ac upojèsoume ìti h � èqei thn eidik  morf 

� = exp

(Z T

0

h(t)dBt �
Z T

0

j h(t) j dt
)
:

OrÐzontac thn stoqastik  diadikasÐa

x(t) = exp

�Z t

0

h(s)dBs �
Z t

0

j h(s) j ds
�

kai k�nontac qr sh tou l mmatoc tou Itô mporoÔme na doÔme ìti dx(t) =
h(t)x(t)dBt. Oloklhr¸nontac apì 0 e¸c T paÐrnoume ìti

xT = � = 1 +

Z T

0

h(t)x(t)dBt = E[�] +

Z T

0

h(t)x(t)dBt

Sunep¸c gia tuqaÐec metablhtèc thc eidik c morf c pou jewr same pio p�nw
o isqurismìc tou l mmatoc isqÔei me thn epilog  f(t) = h(t)x(t). Lìgw thc
grammikìthtac tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc o isqurismìc tou l mmatoc i-
sqÔei kai an h tuqaÐa metablht  � eÐnai ènac grammikìc sundiasmìc ekjetik¸n
tuqaÐwn metablht¸n thc parap�nw morf c. Deixame ìmwc sto l mma 4.9.1 ìti
to sÔnolo aut¸n twn tuqaÐwn metablht¸n eÐnai puknì sto LFT (
;R). 'Ara o
isqurismìc isqÔei gia k�je tuqaÐa metablht  � 2 LFT (
;R).

H monadikìthta tou f prokÔptei apì apl  qr sh thc isometrÐac tou Itô kai
af netai san �skhsh.2

Sqìlio: O prosdiorismìc thc stoqastik c diadikasÐac f den eÐnai p�ntote èu-
kolh upìjesh. MÐa genik  ap�nthsh sto er¸thma autì dÐnetai me thn qr sh tou
logismoÔ kat�Malliavin all� k�ti tètoio eÐnai ektìc twn plaisÐwn tou parìntoc.

MporoÔme t¸ra proqwr soume sthn apìdeixh tou jewr matoc anapar�stashc
twn martingale. Gia dieukìlunsh twn anagnwst¸n diatup¸noume ek nèou to je-
¸rhma.

Je¸rhma 4.6.1 Jewrhma anapar�stashc twn martingale 'Estw Mt mÐa
suneq c topik  martingale (pijanìn poludi�stath) h opoÐa eÐnai prosarmosmènh
sthn di jhsh Ft = �(Bs; s � t), ìpou Bt mÐa kÐnhsh Brown (pijanìn poludi�-
stath). Tìte up�rqei diadikasÐa �t h opoÐa eÐnai tetragwnik� oloklhr¸simh,
tètoia ¸ste

Mt =M0 +

Z t

0

�sdBs; t � 0

H di�stash thc diadikasÐac �t exart�tai apì thn di�stash thc kÐnhshc Brown Bt

kai ja prèpei na eÐnai tètoia ¸ste na èqei nìhma to stoqastikì olokl rwma. Gia
par�deigma an h Mt paÐrnei timèc ston R

d kai h Bt paÐrnei timèc ston R
m , tìte

h � paÐrnei timèc sto Rd�m kai prèpei na an kei ston q¸ro M2([0; T ];Rd�m).



176 KEF�ALAIO 4. H JEWR�IA THS STOQASTIK�HS OLOKL�HRWSHS

Apìdeixh: QwrÐc bl�bh thc genikìthtac jewroÔme thnMt monodi�stath, dhla-
d  ìti d = 1. Ac efarmìsoume to l mma 4.9.2 sthn tuqaÐa metablht  � =M(T ).
Up�rqei loipìn stoqastik  diadikasÐa f 2M2([0; T ];R1�m) tètoia ¸ste

MT = E[MT ] +

Z T

0

f(s)dBs =M0 +

Z T

0

f(s)dBs

(jewroÔme qwrÐc bl�bh thc genikìthtac ìtiM0 eÐnai nteterministikì). K�nontac
qr sh thc idiìthtac martingale gia thn Mt èqoume ìti

Mt = E[MT j Ft] = E[M0 +

Z T

0

f(s)dBs j Ft] =M0 +

Z t

0

f(s)dBs

(ìpou epÐshc k�name qr sh kai twn idiot twn tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc).
Sunep¸c apodeÐqjhke to zhtoÔmeno. 2

4.10 Basik� shmeÐa tou kefalaÐou.

Sto kef�laio autì orÐsame thn ènnoia tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc to opoÐo
eÐnai mÐa stoqastik  diadikasÐa pou mporoÔme na p�roume oloklhr¸nontac mÐa
tuqaÐa sun�rthsh ep�nw sthn kÐnhsh Brown. D¸same tic basikèc idiìthtec tou
stoqastikoÔ oloklhr¸matoc kat� Itô kai to qrhsimopoi same gia ton orismì
enìc nèou eÐdouc stoqastik¸n diadikasi¸n, twn diadikasi¸n Itô. DeÐxame epÐshc
ìti o metasqhmatismìc mÐac diadikasÐac Itô mèsw mÐac mh grammik c sun�rthshc
eÐnai epÐshc mÐa diadikasÐa Itô h akrib c morf  thc opoÐac dÐnetai apì ton tÔpo
tou Itô. Oi diadikasÐec tou Itô kai tou tÔpou tou Itô èqoun pollèc efarmogèc
sta oikonomik� kai sugkekrimèna sthn jewrÐa twn parag¸gwn sumbolaÐwn.

Ta basik� shmeÐa pou ja prèpei na jumìmaste eÐnai

� Ton orismì tou oloklhr¸matoc tou Itô ep�nw sthn kÐnhsh Brown kai tic
idiìthtec tou. Na jum�ste ìti to olokl rwma tou Itô ep�nw sthn kÐnhsh
Brown eÐnai mÐa martingale. To olokl rwma tou Itô mporeÐ na genikeu-
jeÐ kai se peript¸seic pou h olokl rwsh gÐnetai ep�nw se pio genikèc
stoqastikèc diadikasÐec.

� To orismì twn diadikasi¸n Itô. MÐa diadikasÐa Itô perilamb�nei mÐa ta-
qÔthta kai mÐa diakÔmansh (di�qush).

� Ton tÔpo tou Itô pou mac dÐnei to pwc metasqhmatÐzetai mÐa diadikasÐa
Itô k�tw apì ènan mh grammikì metasqhmatismì.

} O tÔpoc tou Itô mporeÐ na jewrhjeÐ h b�sh gia opoiad pote melèth
sthn stoqastik  an�lush   thn qrhmatooikonomik .

} IsqÔei gia sunart seic oi opoÐec eÐnai dÔo forèc paragwgÐsimec
sthn stoqastik  diadikasÐa kai mÐa ston qrìno. Up�rqoun ìmwc kai ge-
nikeÔseic tou k�tw apì pio asjeneÐc periorismoÔc.
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} IsqÔei tìso gia nteterministikoÔc qrìnouc ìso kai gia tuqaÐouc
qrìnouc.

� To olokl rwma tou Itô mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ gia thn anapar�stash
opoiasd pote tetragwnik� oloklhr¸simhc topik c martingale (Je¸rhma
anapar�stashc twn martingale).
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Kef�laio 5

Stoqastikèc diaforikèc
exis¸seic

Sto kef�laio autì ja k�noume mÐa eisagwg  sthn jewrÐa twn stoqastik¸n
diaforik¸n exis¸sewn. H jewrÐa aut  brÐskei pollèc efarmogèc se di�forouc
episthmonikoÔc kl�douc, all� Ðswc mÐa apì tic shmantikìterec efarmogèc thc
eÐnai sthn kataskeu  montèlwn gia ta qrhmatooikonomik� majhmatik�.

5.1 Basikèc ènnoiec

Ja xekin soume me ton orismì mÐac stoqastik c diaforik c exÐswshc

Orismìc 5.1.1 MÐa stoqastik  diaforik  exÐswsh eÐnai mÐa exÐswsh thc mor-
f c

dXt = b(t;Xt)dt+ �(t;Xt)dBt (5.1)

  isodÔnama se oloklhrwtik  morf 

Xt = x+

Z t

0

b(s;Xs)ds+

Z t

0

�(s;Xs)dBs (5.2)

ìpou Bt eÐnai mÐa m-di�stath kÐnhsh Brown � : Rn ! R
n�m kai b : Rn ! R

n

eÐnai metr simec pragmatikèc sunart seic kai Xt 2 Rn .

Lème ìti mÐa stoqastik  diaforik  exÐswsh èqei lÔsh an up�rqei mÐa diadikasÐa
Itô Xt h opoÐa thn ikanopoieÐ. Tètoiec lÔseic onom�zontai troqiakèc lÔseic
(pathwise solutions). MÐa tètoia lÔsh eÐnai mÐa semi-martingale. MÐa polÔ
sunaf c ènnoia me thn troqiak  lÔsh eÐnai kai h isqur  lÔsh (strong solution).
Sto biblÐo autì ja akolouj soume thn orologÐa isqur  lÔsh antÐ gia thn oro-
logÐa troqiak  lÔsh. Oi lÔseic twn exis¸sewn aut¸n pollèc forèc onom�zontai
kai diadikasÐec di�qushc.

179
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Sqìlio: Ston parap�nw orismì d¸same thn genikìterh morf  mÐac dianusma-
tik c stoqastik c diaforik c exÐswshc. Ston orismì qrhsimopoi same thn su-
mpag  morf  thc exÐswshc aut c pou mporeÐ na grafeÐ kai se morf  sunistws¸n
wc0
B@ dX1;t

...
dXn;t

1
CA =

0
B@ b1(t;Xt)

...
bn(t;Xt)

1
CA+

0
B@ �11(t;Xt) � � � �1m(t;Xt)

...
...

�n1(t;Xt) � � � �nm(t;Xt)

1
CA
0
B@ dB1;t

...
dBm;t

1
CA

Ston parap�nw tÔpo m eÐnai o arijmìc twn kin sewn Brown pou suneisfèroun
sthn exÐswsh kai n h di�stash thc stoqastik c diadikasÐacXt = (X1;t; :::; Xn;t) 2
R
n . Sthn eidik  perÐptwsh pou èqoume n = 1 paÐrnoume mÐa bajmwt  stoqasti-

k  diaforik  exÐswsh gia thn stoqastik  diadikasÐa Xt 2 R, h opoÐa en gènei
ja èqei thn morf 

dXt = b(t;Xt)dt+

mX
k=1

�ik(t;Xt)dBk;t

ìpou t¸ra oi b, �ik eÐnai pragmatikèc sunart seic. Tèloc, h pio apl  eÐnai h
perÐptwsh ìpou n = 1, m = 1 ìpou èqoume mÐa bajmwt  stoqastik  diaforik 
exÐswsh h opoÐa odhgeÐtai apì mÐa kÐnhsh Brown.

Ja orÐsoume t¸ra thn ènnoia thc monadikìthtac gia tic lÔseic stoqastik¸n
diaforik¸n exis¸sewn

Orismìc 5.1.2 H lÔsh thc stoqastik c diaforik c exÐswshc (5.1) lème pwc
eÐnai isqur� monadik  an gia dÔo opoiesd pote stoqastikèc diadikasÐec Xt kai
X

0
t oi opoÐec ikanopoioÔn thn (5.1) isqÔei

P (X0 = X
0

0) = 1 =) P (Xt = X
0

t ; 8t � 0) = 1

K�tw apì orismènec sunj kec eÐnai dunatì na deÐxoume ìti oi stoqastikèc
diaforikèc exis¸seic èqoun monadikèc isqurèc lÔseic. Tètoiec sunj kec eÐnai
kat� kÔrio lìgo, sunj kec tÔpou Lipschitz stouc suntelestèc thc exÐswshc.
Parajètoume mÐa tupik  morf  twn sunjhk¸n aut¸n ìpwc ja tic opoÐec ja
qrhsimopoi soume sto biblÐo autì.

BASIKH UPOJESH GIA TA b KAI �

� Sunèqeia Lipschitz

j b(t; x)� b(t; y) j + j �(t; x) � �(t; y) j� K j x� y j; 8t; x; y

� Sunj kh grammik c aÔxhshc

j b(t; x) j2 + j �(t; x) j2� (1+ j x j2); 8t; x; y

'Eqoume to akìloujo je¸rhma
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Je¸rhma 5.1.1 Ac jewr soume thn stoqastik  diaforik  exÐswsh (5.1) me
suntelestèc � kai b oi opoÐec eÐnai sunart seic1 pou eÐnai fragmènec kai pou
ikanopoioÔn thn basik  upìjesh. Tìte h stoqastik  diaforikh exÐswsh èqei
isqur  lÔsh. H lÔsh aut  eÐnai monadik .

H apìdeixh tou jewr matoc, akoloujeÐ ta b mata thc apìdeixhc tou anti-
stoÐqou jewr matoc gia nteterministikèc diaforikèc exis¸seic me tic kat�llhlec
tropopoi seic pou eÐnai aparaÐthtec gia thn stoqastik  perÐptwsh. BasÐzetai
sthn qr sh enìc jewr matoc stajeroÔ shmeÐou se èna kat�llhla epilegmèno
q¸roBanach . Mi� kai oi ènnoiec autèc eÐnai lÐgo proqwrhmenec h apìdeixh eÐnai
proairetik  gia touc anagn¸stec me pio jewrhtik� majhmatik� endiafèronta.
Gia aplìthta parousi�zoume thn apìdeixh sthn perÐptwsh ìpou n = 1, m = 1
all� h genÐkeush eÐnai apl  gia opoiesd pote timèc twn m kai n. H apìdeixh
eÐnai klassik  kai parallagèc thc emfanÐzontai se di�fora suggr�mmata (bl.
p.q. [4]).

Apìdeixh: (*) Sthn apìdeixh ja qrhsimopoi soume to je¸rhma stajeroÔ sh-
meÐou gia èna telest  sustol c se èna kat�llhla epilegmèno q¸ro Banach. H
lÔsh thc exÐswshc ja gÐnei sÔmfwna me to epanalhptikì sq ma

X
(i+1)
t = x+

tZ
0

b(t;X
(i)
t )dt+

tZ
0

�(t;X
(i)
t )dBt

Autì eÐnai ousiastik� to stoqastikì an�logo tou epanalhptikoÔ sq matoc tou
Picard to opoÐo qrhsimopoieÐtai sthn epÐlush nteterministik¸n diaforik¸n e-

xis¸sewn. An up�rqei stoqastik  diadikasÐa gia thn opoÐa X
(i+1)
t = X

(i)
t

gia k�je i megalÔtero apì k�poio i�, tìte h diadikasÐa aut  eÐnai h lÔsh
thc stoqastik c diaforik c exÐswshc. An orÐsoume ton sunarthsiakì q¸ro
M2 pou apoteleÐtai apì tic stoqastikèc diadikasÐec Xt pou eÐnai tètoiec ¸ste

E[
TR
0

j Xt j2 dt] < 1. O q¸roc autìc efodiasmènoc me thn nìrma jj : jj� pou

orÐzetai san

jj Xt jj2�= E

2
4 TZ
0

e��t j Xt j2 dt
3
5

eÐnai ènac pl rhc metrikìc q¸roc me nìrma, dhlad  ènac q¸roc Banach . Mpo-
roÔme loipìn na orÐsoume ton telest  T :M2 !M2 me b�sh thn sqèsh

T Xt = x+

tZ
0

b(t;Xt)dt+

tZ
0

�(t;Xt)dBt

'Ena shmeÐo � = Xt tou q¸rouM2 tètoio ¸ste T � = �   isodÔnama Xt = T Xt,
onom�zetai stajerì shmeÐo tou telest  T , kai sto par¸n plaÐsio ja eÐnai mÐa

1jewroÔme ìti n kai m mporeÐ na p�roun opoiesd pote akèraiec timèc



182 KEF�ALAIO 5. STOQASTIK�ES DIAFORIK�ES EXIS�WSEIS

stoqastik  diadikasÐa pou eÐnai lÔsh thc stoqastik c diaforik c exÐswshc. Gia
na apodeÐxoume loipìn thn epilusimìthta thc exÐswshc arkeÐ na qrhsimopoi -
soume to je¸rhma stajeroÔ shmeÐou sÔmfwna me to opoÐo an o telest c T
eÐnai ènac telest c sustol c, ja èqei k�poio stajerì shmeÐo (bl. par�rthma
tou kefalaÐou). UpenjumÐzoume pwc ènac telest c onom�zetai telest c susto-
l c an gia opoiad pote �1; �2 pou an koun ston en lìgw sunarthsiakì q¸ro
(sthn prokeimènh perÐptwsh ton M2) isqÔei ìti

jj T �1 � T �2 jj� � jj �1 � �2 jj
ìpou � < 1. Sthn prokeimènh perÐptwsh gia nìrma tou q¸rou ja qrhsimopoi -
soume thn nìrma jj : jj�.

ArkeÐ loipìn na apodeÐxoume pwc o telest c autìc eÐnai ènac telest c su-
stol c. Ac p�roume loipìn diaforetika shmeÐa �1; �2 tou q¸rou M2 pou a-
ntistoiqoÔn stic stoqastikèc diadikasÐec X1;t kai X2;t. Apì ton orismì tou
telest  T èqoume ìti

T X1;t � T X2;t =

TZ
0

(b(t;X1;t)� b(t;X2;t))dt+

TZ
0

(�(t;X1;t)� �(t;X2;t))dBt

� I1 + I2

ja upologÐsoume qwrist� ton kajèna apì touc ìrouc autoÔc.

� O ìroc I1: O ìroc autìc eÐnai ousiastik� o Ðdioc me thn nterministik 
perÐptwsh:

jj I1 jj2� � E

2
64

TZ
0

e��t

������
tZ

0

(b(s;X1;s)� b(s;X2;s))ds

������
2

dt

3
75

� E

2
4 TZ
0

e��t
tZ

0

jb(s;X1;s)� b(s;X2;s)j2 dsdt
3
5

� C2E

2
4 TZ
0

e��t
tZ

0

j X1;s �X2;s j2 dsdt
3
5

= C2E

2
4 TZ
0

0
@ TZ

s

e��te�sdt

1
A e��s j X1;s �X2;s j2 ds

3
5

� C2

�
E

2
4 TZ
0

e��s j X1;s �X2;s j2 ds
3
5 =

C2

�
jj X1 �X2 jj2�

Stic parap�nw sqèseic qrhsimopoi same (a) thn idiìthta Lipschitz gia thn
sun�rthsh b sÔmfwna me thn opoÐa j b(x1; t)� b(x2; t) j� C j x1�x2 j, (b)
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to ìti to olokl rwma

TZ
0

e��t
Z t

0

f(s)dsdt =

TZ
0

e��t
TZ
0

f(s)H(t� s)dsdt

=

TZ
0

TZ
0

e��te�se��sf(s)H(t� s)dsdt

=

TZ
0

2
4 TZ
0

e��te�sH(t� s)dt

3
5

| {z }
e��sf(s)ds

=

TZ
0

2
4 TZ
s

e��te�sds

3
5 e��sf(s)ds

ìpou f(s) eÐnai mÐa opoiad pote sun�rthsh tou s kai sthn sugkekrimènh
perÐptwsh to j X1;s �X2;s j kai H(s) h sun�rthsh tou Heaviside dhlad 
mÐa sun�rthsh tètoia ¸ste

H(s) =

�
0; an s < 0
1; an s � 0

kai (g) ìti

TZ
0

e��te�sdt =
1

�
(1� e��(T�t)) � 1

�

� O ìroc I2: Gia ton ìro autì ja epanal�boume ta parap�nw b mata all�
epiplèon prèpei na qrhsimopoi soume thn isometrÐa tou Itô gia to stoqa-
stikì olokl rwma. 'Eqoume

jj I2 jj2� = E

2
64

TZ
0

e��t

������
tZ

0

(�(s;X1;s)� �(s;X2;s)) j dBs

������
2

dt

3
75

= E

2
4 TZ
0

e��t
tZ

0

j �(s;X1;s)� �(s;X2;s) j2 dsdt
3
5

( isometrÐa tou Itô)

� C2E

2
4 TZ
0

e��t
tZ

0

j X1;s �X2;s j2 dsdt
3
5

� C2

�
E

2
4 TZ
0

e��s j X1;s �X2;s j2 ds
3
5 =

C2

�
jj X1 �X2 jj2�
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Epilègontac loipìn to � kat� trìpo ¸ste 2C
2

� < 1 o telest c T ja eÐnai mÐa
sustol  ston q¸ro M2 kai sunep¸c ja èqei èna kai monadikì stajerì shmeÐo,
pou ja eÐnai kai h lÔsh thc stoqastik c diaforik c exÐswshc. �

Pollèc stoqastikèc diaforikèc exis¸seic mporeÐ na epilujoÔn me thn qr sh
tou tÔpou tou Itô.

Par�deigma 5.1.1 H gewmetrik  kÐnhsh Brown jewreÐste to grammikì
montèlo aÔxhshc sthn morf 

dSt
dt

= atSt

kai ac upojèsoume ìti o suntelest c aÔxhshc eÐnai mÐa tuqaÐa metablht  thc
morf c

at = �+ � _Bt:

Ac jumhjoÔme ìti h par�gwgoc thc kÐnhshc Brown orÐzetai mìno k�tw apì èna o-
lokl rwma. Kat� sunèpeia eÐnai majhmatik� orjìtero na gr�youme thn exÐswsh
sthn morf 

dSt = �Stdt+ �StdBt:

An o stoqastikìc ìroc èleipe apì thn exÐswsh, h exiswsh ja  tan mÐa exÐswsh
qwrizomènwn metablht¸n, kai h lÔsh ja  tan mÐa ekjetik  sun�rthsh. 'Eqontac
gn¸sh autoÔ tou pr�gmatoc, ac gr�youme se analogÐa me thn nteterministik 
perÐptwsh

dSt
St

= �dt+ �dBt =)Z t

0

dSt
St

=

Z t

0

�dt+ �dBt = �t+ �Bt (5.3)

An sto st�dio autì mpeÐte ston peirasmì na antikatast sete to olokl rwma
sto aristerì mèloc thc exÐswshc aut c me to ln(St) � ln(S0) mhn to k�nete!
Efìson h St eÐnai mÐa di�qush autì den eÐnai alhjinì. Gia na upologÐsete
to olokl rwma autì, ac upologÐsoume thn qronik  par�gwgo thc stoqastik c
diadikasÐac Zt = ln(St). Me thn qr sh tou tÔpou tou Itô paÐrnoume

dZt =
dSt
St

+
1

2

�
� 1

S2t

�
(dSt)

2

=
dSt
St

� 1

2S2t
�2S2t dt =

dSt
St

� 1

2
�2dt

to opoÐo mac dÐnei ìtiZ t

0

dSt
St

= Zt +
1

2
�2t = ln(St) +

1

2
�2t
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kai antikajist¸ntac autì sthn exÐswsh (5.3) brÐskoume ìti

St = S0exp

" 
�� 1

2
�2|{z}
!
t+ �Bt|{z}

#

ìpou oi upogrammismènoi ìroi ofeÐlontai sthn stoqastikìthta. H stoqastik 
diadikasÐa St onom�zetai gewmetrik  kÐnhshBrown kai qrhsimopoieÐtai sthn
qrhmatooikonomik  san èna montèlo gia tic timèc twn metoq¸n. To montèlo
autì, pou ja doÔme arket� suqn� sthn di�rkeia tou biblÐou autoÔ, basÐzetai
sthn parat rhsh ìti pollèc forèc, h sqetik  apìdosh mÐac metoq c dhlad  h
posìthta dSt

St
eÐnai Ðsh me mÐa stajer  tim  � h opoÐa onom�zetai taqÔthta

thc metoq c kai apì mÐa diakÔmansh gÔrw apì thn tim  aut  h opoÐa eÐnai thc
morf c �dBt ìpou Bt eÐnai mÐa tupik  kÐnhsh Brown kai � eÐnai to pl�toc twn
di�kum�nsewn aut¸n. H par�metroc � onom�zetai sun jwc h pthtikìthta thc
metoq c.

Par�deigma 5.1.2 H diadikasÐa Ornstein-Uhlenbeck kai ta epitìkia
Ac jewr soume thn ex c stoqastik  diaforik  exÐswsh

dXt = �aXtdt+ dBt

me arqik  sunj kh X0 = x. H stoqastik  diadikasÐa pou eÐnai h lÔsh thc sto-
qastik c aut c diaforik c exÐswshc onom�zetai diadikasÐa Ornstein-Uhlenbeck
kai brÐskei arketèc efarmogèc sthn fusik  kai ta qrhmatooikonomik�.

H exÐswsh aut  mporeÐ na lujeÐ analutik�. Ac efarmìsoume to l mma tou
Itô sthn sun�rthsh f(t; x) = exp(�t)x me thn epilog  x = Xt kai � 2 R to
opoÐo ja kajorÐsoume sthn poreÐa. Efarmìzontac to l mma tou Itô paÐrnoume

df(t;Xt) = (� � a)exp(�t)Xtdt+ exp(�t)dBt

Epilègontac � = a blèpoume ìti

df(t;Xt) = exp(�t)dBt

h opoÐa mporeÐ na oloklhrwjeÐ amèswc kai na d¸sei

f(t;Xt)� f(0; X0) =

tZ
0

exp(at)dBt =)

exp(at)Xt � x =

tZ
0

exp(at)dBt

apì thn opoÐa kai sumperaÐnoume ìti

Xt = exp(�at)x+ exp(�at)
tZ

0

exp(at)dBt
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Qrhsimopoi¸ntac tic idiìthtec tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc mporoÔme na upo-
logÐsoume thn mèsh tim  kai thn diaspor� thc diadikasÐac Ornstein-Uhlenbeck.
'Eqoume loipìn

E[Xt] = xexp(�at)
kai

E[(Xt �E[Xt])
2] = exp(�2at)E

2
64
0
@ tZ

0

exp(at)dBt

1
A2
3
75

= exp(�2at)
tZ

0

exp(2at)dt =
1

2a
(1� exp(�2at))

H stoqastik  aut  diaforik  exÐswsh mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ san èna montè-
lo gia ta epitìkia. Ta epitìkia mac dÐnoun to pwc h axÐa tou qr matoc s mera
ja sqetÐzetai me thn axÐa tou qr matoc aÔrio. Sthn pr�xh, ta epitìkia den eÐnai
stajer� kai m�lista mporoÔme na poÔme ìti upìkeintai se tuqaiìthta. An p�-
roume loipon to epitìkio r san sun�rthsh tou qrìnou ja èqoume mÐa stoqastik 
diadikasÐa rt. Oi timèc twn epitokÐwn kumaÐnontai gÔrw apì mÐa stajer  tim .
'Ena montèlo pou èqei protajeÐ gia tic timèc twn epitokÐwn eÐnai to montèlo tou
Vasicek to opoÐo eÐnai mÐa stoqastik  diaforik  exÐswsh thc morf c

drt = (� � art)dt+ �dBt

H exÐswsh aut  eÐnai mÐa genÐkeush thc stoqastik c diadikasÐac Ornstein-
Uhlenbeck kai h lÔsh thc mporeÐ na brejeÐ analutik� me thn Ðdia mèjodo ìpwc
aut  pou qrhsimopoi same gia thn lÔsh thc exÐswshc Ornstein-Uhlenbeck.

Par�deigma 5.1.3 H gèfura Brown MÐa �llh diaforik  exÐswsh pou su-
nant�tai suqn� sthn jewrÐa pijanot twn eÐnai h stoqastik  diaforik  exÐswsh

dXt = � Xt

1� t
dt� dBt

me arqik  sunj khX0 = 0. H lÔsh thc stoqastik c aut c diaforik c exÐswshc
onom�zetai h gèfura Brown (Brownian bridge). Gia na lÔsoume thn exÐswsh
aut  ja prèpei na efarmìsoume to l mma tou Itô sthn sun�rthsh f(t; x) =
g(t)x ìpou g(t) eÐnai mÐa C1 sun�rthsh pou ja kajorÐsoume argìtera kai ja
jewr soume x = Xt. Me thn efarmog  tou l mmatoc tou Itô èqoume

df(t;Xt) =

�
dg

dt
� g

1� t

�
Xtdt+ g(t)dBt

opìte epilègontac

dg

dt
=

g

1� t
=) g(t) =

1

1� t
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paÐrnoume ìti

df(t;Xt) =
1

1� t
dBt

h opoÐa mporeÐ na oloklhrwjeÐ amèswc dÐnontac

1

1� t
Xt � 0 =

tZ
0

dBt

1� t

 

Xt = (1� t)

tZ
0

dBt

1� t

Qrhsimopoi¸ntac tic idiìthtec tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc mporoÔme na u-
pologÐsoume thn mèsh tim  kai thn diaspor� thc gèfurac Brown. Pr�gmati
èqoume

E[Xt] = (1� t)E

2
4 tZ
0

dBt

1� t

3
5 = 0

kai

E[X2
t ] = (1� t)2E

2
64
0
@ tZ

0

dBt

1� t

1
A2
3
75 = (1� t)2

tZ
0

(1� s)2ds = t� t2

H gèfura Brown èqei qrhsimopoihjeÐ sta qrhmatooikonomik� majhmatik� gia
thn montelopoÐhsh thc diadikasÐac tim¸n orismènwn omolìgwn (zero-coupon
bonds)(bl. p.q. [28]).

Par�deigma 5.1.4 Oi sunj kec tou jewr matoc Ôparxhc kai monadikìthtac
eÐnai shmantikì na lamb�nontai upìyh. Gia par�deigma h stoqastik  diaforik 
exÐswsh

dXt =j Xt j� dBt

èqei monadik  lÔsh ìtan � � 1
2 en¸ mporeÐ na èqei apeirÐa lÔsewn ìtan < � < 1

2 .

Par�deigma 5.1.5 MÐa �llh perÐptwsh, dianusmatik c stoqastik c diafori-
k c exÐswshc h opoÐa den èqei kamÐa lÔsh eÐnai h akìloujh

dXt = �(Xt)dBt

ìpou Xt = (X1;t; X2;t), Bt = (B1;t; B2;t) kai

�(X1; X2) =

0
@ X1p

X2
1+X

2
2

� X2p
X2
1+X

2
2

X2p
X2
1+X

2
2

X1p
X2
1+X

2
2

1
A
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5.2 Isqurèc kai asjeneÐc lÔseic

Oi lÔseic twn stoqastik¸n diaforik¸n exis¸sewn pou anafèrame mèqri t¸ra
basÐzontan sthn ex c filosofÐa: 'Eqontac kajorÐsei touc suntelestèc thc e-
xÐswshc f; g kai èqontac epÐshc mÐa sugkekrimènh kÐnhsh Brown Bt kai mÐa
di jhsh Ft upìyh o skopìc mac  tan na kajorÐsoume mÐa stoqastik  diadika-
sÐa (kai sugkekrimèna mÐa diadikasÐa Itô ) Xt tètoia ¸ste na ikanopoieÐtai h
exÐswsh

Xt = X0 +

Z t

0

f(s;Xs)ds+

Z t

0

g(s;Xs)dBs

Oi lÔseic thc parap�nw exÐswshc me ton trìpo autì onom�zontai isqurèc lÔ-
seic (strong solutionc) thc parap�nw stoqastik c diaforik c exÐswshc. Gia
mÐa isqur  lÔsh loipìn ta dedomèna tou probl matoc eÐnai ta (f; g; Bt;Ft) kai
to zhtoÔmeno eÐnai h diadikasÐa Itô Xt.

MporoÔme ìmwc na fantastoÔme kai to akìloujo prìblhma: Ta dedomèna
eÐnai mìno oi sunart seic (f; g) kai ta zhtoÔmena eÐnai h kataskeu  mÐac di jhshc
Ft, mÐac kÐnhshc Brown �Bt kai mÐac diadikasÐac Itô Xt tètoiwn ¸ste na isqÔei
h exÐswsh

Xt = X0 +

Z t

0

f(s;Xs)ds+

Z t

0

g(s;Xs)d �Bs

To zhtoÔmeno loipìn eÐnai t¸ra oi (Xt; �Bt;Ft). H triplèta aut  onom�zetai
asjen c lÔsh (weak solution) thc stoqastik c diaforik c exÐswshc. MÐa
isqur  lÔsh mÐac stoqastik c diaforik c exÐswshc eÐnai kai asjen c thc lÔsh
all� to antÐstrofo den isqÔei p�ntote. H ènnoia thc monadikìthtac mporeÐ an
genikeujeÐ kai gia mh isqurèc lÔseic.

Orismìc 5.2.1 Oi asjeneÐc lÔseic thc (5.1) èqoun thn idiìthta thc asjenoÔc
monadikìthtac an gia opoiesd pote dÔo asjeneÐc lÔseic (
;Ft; P;Bt; Xt) kai
(


0
;F 0

t ; P
0
; B

0
t; X

0
t) oi stoqastikèc diadikasÐec Xt kai X

0
t èqoun thn Ðdia ka-

tanom .

Par�deigma 5.2.1 Ac doÔme èna par�deigma asjenoÔc lÔshc stoqastik c dia-
forik c exÐswshc. Ac jewr soume thn stoqastik  diaforik  exÐswsh

dXt = sign(Xt)dBt (5.4)

H exÐswsh aut  onom�zetai exÐswsh tou Tanaka. 'Estw Xt mÐa opoiad pote
kÐnhsh Brown �Bt kai Ft mÐa di jhsh (wc proc thn opoÐa h B̂t eÐnai kÐnhsh
Brown). Ac orÐsoume thn ~Bt wc to stoqastikì olokl rwma Itô

~Bt :=

Z t

0

sign( �Bt)d �Bt (5.5)

Efìson èqoume orÐsei Xt := �Bt gr�fontac thn (5.5) se diaforik  morf  paÐr-
noume

d ~Bt = sign(Xt)dXt =) dXt = sign(Xt)d ~Bt
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sunep¸c h Xt = �Bt ja eÐnai mÐa asjen c lÔsh thc stoqastik c diaforik c
exÐswshc (5.4) an h stoqastik  diadikasÐa ~Bt eÐnai mÐa kÐnhsh Brown(fusik�
wc proc thn di jhsh Ft). Autì mporeÐ na gÐnei me efarmog  tou jewr matoc
tou Levy kai k�nontac qr sh twn idiot twn tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc tou
Itô(bl. par�deigma 4.2.3).

H exÐswsh tou Tanaka den èqei isqur  lÔsh epeid  h sun�rthsh sign(x) den
ikanopoieÐ tic sunj kec Lipschitz.

Sto biblÐo autì ja asqolhjoÔme mìno me isqurèc lÔseic stoqastik¸n diafori-
k¸n exis¸sewn.

5.3 Pr¸th efarmog  sth qrhmatooikonomik 

Sto tm ma autì ja qrhsimopoi soume tic teqnikèc pou eÐdame pio p�nw gia
na diatup¸soume èna montèlo gia thn apotÐmhsh parag¸gwn sumbolaÐwn. To
montèlo autì prot�jhke apì touc Black kai Scholes to 1973, oi opoÐoi tim jhkan
gia thn sumbol  touc sthn oikonomik  epist mh me to brabeÐo Nobel to 1997.
To montèlo autì an kai sqetik� aplì qrhsimopoieÐtai akìma kai s mera sthn
pr�xh.

Ac xekin soume thn melèth mac me thn ènnoia tou parag¸gou sumbolaÐou.
Mi� kai ja asqolhjoÔme ekten¸c me thn melèth parag¸gwn sumbolaÐwn argìte-
ra ja anafèroume ed¸ eisagwgik� k�poia pr�gmata gia èna sugkekrimèno eÐdoc
parag¸gwn sumbolaÐwn, ta dikai¸mata (options). Gia na eÐmaste pio sugkekri-
mènoi ja asqolhjoÔme me èna dikaÐwma an�klhshc (call option). 'Ena dikaÐwma
an�klhshc, eÐnai èna sumbìlaio to opoÐo dÐnei ston k�toqo tou to dikaÐwma na
agor�sei (efìson to epijumeÐ) ènan tÐtlo se k�poia prokajorismènh tim , mèqri
k�poia sugkekrimènh qronik  stigm . To dik�iwma an�klhshc, prèpei na ago-
rasteÐ apì ton k�toqo tou se k�poia dedomènh qronik  stigm  kai mporeÐ na
poulhjeÐ opoted pote (prÐn thn l xh tou). Epi paradeÐgmati, mporeÐ kaneÐc na
agor�sei gia 1000 drq. èna dikaÐwma an�klhshc pou tou epitrèpei na agor�sei
tÐtlouc thc Ellhnik c Diasthmik c BiomhqanÐac A.E. proc 24000 to komm�ti,
thn 30h FebrouarÐou 2002. An thn hmeromhnÐa thc l xhc tou sumbolaÐou oi
tÐtloi thc etaireÐac aut c pwloÔntai proc p.q. 27000 to komm�ti tìte o k�toqoc
tou sumbolaÐou an�klhshc èqei kèrdoc (27000-24000)-1000=2000 drq (efìson
èqei plhr¸sei kai 1000 drq. gia thn katoq  tou dikai¸matoc). An h tim  twn tÐ-
tlwn thn hmeromhnÐa l xhc twn sumbol�iwn, èqei pèsei parak�tw apo tic 24000
drq. p.q. oi tÐtloi thc etairèiac aut c pwloÔntai proc 21000 tìte to dikaÐwma
an�klhshc den èqei kamÐa axÐa, efìson kaneÐc den ja endiaferjeÐ na agor�sei
tic metoqèc proc 24000 afoÔ mporeÐ sthn eleÔjerh agor� na tic agor�sei fjh-
nìtera. O k�toqoc tou dikai¸matoc an�klhshc loipìn èqei q�sei apo p�nw kai
tic 1000 drq tic opoÐec èdwse gia thn agor� tou dikai¸matoc an�klhshc. Ta
dikai¸mata èqoun dipl  qr sh. MporoÔn eÐte na qrhsimopoihjoÔn gia th para-
gwg  kèrdouc (ìpwc sthn parap�nw perÐptwsh) eÐte gia thn exasf�lish enìc
qartofulakÐou apì periousiak� stoiqeÐa (diaqeÐrish kindÔnou). Ja epanèljoume
sta dikai¸mata kai tic pijanèc touc qr seic argìtera.
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'Ena dikaÐwma mporeÐ na metabibasteÐ opoiad pote qronik  stigm  prin apì
thn l xh tou. To prìblhma pou ja mac apasqol sei eÐnai: poi� eÐnai h dÐkaia
tim  enìc dikai¸matoc mÐa opoiad pote qronik  stigm  prÐn apì thn l xh tou.

Ac upojèsoume ìti ènac ependut c èqei sthn di�jesh tou ènan arijmì tÐtlwn
metoq¸n, ènan arijmì apì dikai¸mata kai k�poio posì ependumèno se k�poia
epèndush qwrÐc rÐsko (p.q. trapezikìc logariasmìc   omìlogo). MÐa tètoia
sullog  periousiak¸n stoiqeÐwn onom�zetai qartoful�kio. An N1 eÐnai o arij-
mìc twn tÐtlwn twn metoq¸n pou èqei sthn di�jesh tou, N2 eÐnai o arijmìc twn
dikaiwm�twn, kai Q eÐnai to posì pou eÐnai topojethmèno se omìloga, tìte h
axÐa tou qartofulakÐou autoÔ eÐnai

V (t) = N1(t)S(t) +N2(t)W (t) +Q(t)

ìpou S(t) eÐnai h axÐa tou k�je tÐtlou metoq¸n kaiW (t) eÐnai h axÐa tou dikai¸-
matoc thn qronik  stigm  t.

EÐnai gnwstì se ìlouc ìti oi timèc twn metoq¸n parousi�zoun diakum�nseic.
'Ena pijanì montèlo gia tic diakum�nseic autèc mporeÐ na eÐnai to akìloujo

dSt
St

= adt+ �dBt:

To montèlo autì prot�jhke gia pr¸th for� stic arqèc tou 20ou ai¸na, apì
ton G�llo majhmatikì Bachelier (o opoioc m�lista  tan kai foitht c tou H.
Poincar�e). To montèlo autì mac parèqei thn sqetik  metabol  thc tim c mÐ-
ac metoq c, h opoi� jewreÐtai pwc apoteleÐtai apì mÐa stajer  taqÔthta kai
apì mÐa diakÔmansh h opoÐa eÐnai thc morf c mÐac kÐnhshc Brown. Sto aplì
autì montèlo ja jewr soume ìti oi par�metroi a kai � eÐnai stajerèc, all�
to montèlo ìpwc ja doÔme parak�tw mporeÐ na genikeujeÐ kai gia mh stajerèc
paramètrouc. H par�metroc � kaleÐtai pthtikìthta (volatility ).

EÐnai logikì na anamènoume ìti h tim  enìc dikai¸matoc k�poia qronik  stig-
m  t exart�tai apì thn tim  thc metoq c S thn qronik  stigm  aut . MporoÔme
loipìn na gr�youme

W (t) = F (t; S)

ìpou gia teqnikoÔc lìgouc h sun�rthsh F jewreÐtai na eÐnai C1;2.
Qrhsimopoi¸ntac to l mma tou Itô mporoÔme na upologÐsoume thn metabol 

sthn axÐa tou dikai¸matoc san apotèlesma thc metabol c sthn axÐa thc metoq c

dWt =
@F

@t
dt+

@F

@S
dS +

1

2

@2F

@S2
(dS)2

=

�
@F

@t
+
@F

@S
aS +

1

2

@2F

@S2
�2S2

�
dt+

@F

@S
�SdBt

:= aWWtdt+ �WWtdBt

Ac upologÐsoume t¸ra thn allag  thc axÐac tou qartofulakÐou ston qrìno.
Gia aploÔsteush ja jewr soume ìti h metabol  thc axÐac tou omolìgou ston
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qrìno akoloujeÐ ton nìmo dQt = rQdt ìpou r eÐnai to epitìkio to opoÐo mporeÐ
na eÐnai kai (nteterministik ) sun�rthsh tou qrìnou. Ac k�noume epÐshc kai
thn peraitèrw paradoq  ìti ta N1 kai N2 metab�llontai se qronikèc klÐmakec
pou eÐnai polÔ pio argèc apì thn qronik  klÐmaka sthn opoÐa metab�llontai oi
axÐec twn metoq¸n kai twn dikaiwm�twn S kai W antÐstoiqa. 'Etsi mporoÔme
na jewr soume pwc dN1t ' 0 kai dN2t ' 0. (self �nancing ? ) MporoÔme t¸ra
na efarmìsoume to l mma tou Itô sthn sun�rthsh V kai èqoume

dVt = N1dSt +N2dWt + dQt

= N1(adt+ �dBt)S

+ N2((
@F

@t
+
@F

@S
aS +

1

2

@2F

@S2
�2S2)dt+

@F

@S
�SdBt)

+ rQtdt

Diair¸ntac kai ta dÔo mèlh me to Vt paÐrnoume

dVt
Vt

= (adt+ �dBt)W1t + (aW dt+ �W dBt)W2t + rdtW3t

ìpou

W1t =
N1St
Pt

; W2t =
N2Wt

Pt
; W3t =

Qt

Pt
= 1�W1 �W2:

T¸ra mporoÔme na jèsoume to ex c prìblhma: Pwc mporoÔme na epilèxoume
tic analogÐec twn W1t kai W2t kat� trìpo ¸ste to qartoful�kio mac na mhn
emperièqei kÐnduno; O trìpoc orismoÔ tou kindÔnou den einai monos manta ori-
smènoc kai to jèma autì apoteleÐ èna shmantikì kl�do thc qrhmatooikonomik c.
Gia to sugkekrimèno par�deigma san mètro tou kindÔnou thn diaspor� (diakÔ-
mansh) tou dPt=Pt. Me ton ìro qartoful�kio qwrÐc kÐnduno ja ennooÔme ed¸
èna qartoful�kio gia to opoÐo h diakÔmansh tou dPt=Pt ja mhdenÐzetai dhlad 
h epilog  tou qartofulakÐou mac ja eÐnai tètoia ¸ste h toic ekatì metabol  thc
axÐac tou den ja èqei diakum�nseic ston qrìno. UpologÐzontac thn diakÔmansh
tou dPt=Pt paÐrnoume

V ar

�
dPt
Pt

�
= ( �W1� + �W2�W )2dt = 0

(ìpou jèsame ton ìro autì Ðso me to 0, efìson zht�me èna qartoful�kio to
opoÐo den emperièqei kÐnduno).

H anamenìmenh (mèsh tim ) thc apìdoshc enìc tètoiou qartofulakÐou pou
den perièqei kÐnduno, ja prèpei na eÐnai Ðsh me thn apìdosh tou periousiakoÔ
stoiqeÐou to opoÐo den èqei kÐnduno, dhlad  tou omolìgou (  thc trapezik c
kat�jeshc). H apaÐthsh aut  sqetÐzetai me to ìti an autì den  tan alhjinì
(p.q. èna tètoio qartoful�kio eÐqe megalÔterh apìdosh apì to omìlogo) tìte
k�poioc ja mporoÔse na daneisteÐ k�poio posì apì thn tr�peza, me epitìkio r
na to topojet sei sto en lìgw qartoful�kio, kai apì ta kèrdh tou na plhr¸sei
to d�neio sthn tr�peza kai na èqei ètsi stajerì kèrdoc qwrÐc rÐsko kai qwrÐc na
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plhr¸sei tÐpota apì to proswpikì tou kef�laio! MÐa tètoia eukairÐa onom�zetai
arbitrage kai an kai eÐnai to ìneiro tou k�je enìc, den eÐnai genik� apodekt  apì
thn jewrÐa giatÐ jewreÐtai ìti dhmiourgeÐ ast�jeiec sthn agor�. 'Otan zhtoÔme
loipìn na broÔme thn �dÐkaih� tim  enìc parag¸gou sumbolaÐou sun jwc den
deqìmaste thn Ôparxh arbitrage .

An loipìn jewr soume ìti to akÐnduno qartoful�kio apoteleÐtai apì thn
epilog  �W1, �W2 sÔmfwna me thn parap�nw suz thsh ja prèpei na isqÔei

E

�
dPt
Pt

�
= fa �W1 + aW �W2 + r(1� �W1 � �W2)gdt = rdt

Apì tic dÔo autèc sunj kec mporoÔme t¸ra na p�roume sunj kec pou sundè-
oun tic �W1, �W2 to epitìkio r kai ta a kai aW pou perièqoun plhroforÐa sqetika
me to pwc sundèetai h metabol  thc tim c tou dikai¸matoc me thn allag  thc
tim c thc metoq c. 'Eqoume ìti

�W1

�W2
= ��W

�

r = a �W1 + aW �W2 + r(1� �W1 � �W2)

Oi dÔo autèc exis¸seic eÐnai èna omogenèc sÔsthma grammik¸n algebrik¸n exi-
s¸sewn kai mporoÔn na èqoun mh mhdenik  lÔsh an isqÔei h sunj kh sumbatì-
thtac

a� r

�
=
aW � r

�W
:

Apì to orismì tou a kai tou � eÐnai kajarì ìti h sunj kh sumbatìthtac mac dÐnei
mÐa grammik  merik  diaforik  exÐswsh oi lÔseic thc opoÐac parèqoun thn tim 
tou parag¸gou sumbolaÐou F (S; t). Sthn eidik  perÐptwsh pou h pthtikìthta
kai h taqÔthta thc apodìsewc thc metoq c eÐnai stajerèc paÐrnoume thn gnwst 
exÐswsh Black-Scholes

@F

@t
+ rS

@F

@S
+

1

2
�2S2

@2F

@S2
� rF = 0

h lÔsh thc opoÐac mporeÐ na d¸sei thn bèltisth tim  pou mporeÐ kaneÐc na plh-
r¸sei gia to sumbolaio autì me tic parap�nw paradoqèc.

MÐa merik  diaforik  exÐswsh gia na lujeÐ prèpei na sumplhrwjeÐ kai apì
mÐa arqik  sunj kh. Sthn perÐptwsh enìc dikai¸matoc an�klhshc h �arqik �
sunj kh ja eÐnai ìti gnwrÐzoume thn axÐa tou parag¸gou sumbolaÐou kat� thn
l xh tou sumbolaÐou, h opoÐa den eÐnai tÐpote �llo apì thn apìdosh tou. Gia
par�deigma, an to dikaÐwma mac epitrèpei na agor�soume mÐa metoq  sthn ti-
m  K, h axÐa tou dikai¸matoc ja eÐnai ST � K an ST > K (agor�zoume thn
prokajìrismènh tim  K kai èqoume kèrdoc ST �K) kai 0 an ST < K (an mpo-
roÔme na agor�soume thn metoq  sthn eleÔjerh agor� gia ST gia pio lìgo na
endiaferjoÔme gia èna dikaÐwma to opoÐo ja mac epitrèyei na thn agor�soume
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akribìtera;). 'Ara h exÐswsh Black-Scholes ja prèpei na sumplhrwjeÐ me thn
arqik  sunj kh

F (S; T ) = max(ST �K; 0)

Parìlo pou h exÐswsh aut  faÐnetai arket� perÐplokh, up�rqei ènac aplìc meta-
sqhmatismìc metablht¸n pou mporeÐ na thn metatrèyei sthn exÐswsh di�qushc,
h opoÐa mporeÐ na lujeÐ analutik�. To telikì apotèlesma eÐnai ìti h tim  enìc
dikai¸matoc an�klhshc, ìpwc apotim�tai apì to montèlo Black-Scholes eÐnai

F (S; t) = SN(d1)�Ke�r(T�t)N(d2)

d1 =
ln( SK ) + (r + 1

2�
2)(T � t)

�
p
T � t

d2 =
ln( SK ) + (r � 1

2�
2)(T � t)

�
p
T � t

N(d) =
1p
2�

Z d

�1
exp�1

2
s2ds:

H parap�nw apl  an�lush deÐqnei thn basik  idèa tou pwc mporeÐ na apotimh-
joÔn orismèna par�gwga sumbìlaia me thn proôpìjesh thc apousÐac arbitrage
sthn agor�. To montèlo autì eÐnai exairetik� dhmofilèc kai èqei amètrhtec
parallagèc kai genikeÔseic. Ja epanèljoume se autì argìtera me pio austhr�
ergaleÐa thc stoqastik c an�lushc all� sto sugkekrimèno shmeÐo to anafèra-
me san èna par�deigma thc qr shc twn stoqastik¸n diaforik¸n exis¸sewn sthn
qrhmatooikonomik .

5.4 DÔo shmantikèc idiìthtec

Ja deÐxoume t¸ra ìti oi lÔseic twn stoqastik¸n diaforik¸n exis¸sewn èqoun
dÔo polÔ shmantikèc idiìthtec, pou dieukolÔnoun idiaÐtera touc upologismoÔc,
thn idiìthta Markov kai thn isqur  idiìthta Markov.

5.4.1 H idiìthta Markov

EÐdame sta prohgoÔmena kef�laia ìti h kÐnhsh Brown eÐnai mÐa stoqastik  dia-
dikasÐa pou èqei thn idiìthta Markov. MporoÔme na doÔme ìti to stoqastikì
olokl rwma tou Itô ep�nw sthn kÐnhsh Brown kai oi diadikasÐec Itô, k�tw apì
orismènec sunj kec ikanopoioÔn thn idiìthta Markov. Kat' epèktash ja deÐxou-
me ed¸ ìti oi lÔseic twn stoqastik¸n diaforik¸n exis¸sewn èqoun thn idiìthta
Markov.

Pio sugkekrimèna èqoume to parak�tw je¸rhma

Je¸rhma 5.4.1 H idiìthta Markov An Xt eÐnai h lÔsh thc autìnomhc2

stoqastik c diaforik c exÐswshc (5.1), kai f eÐnai mÐa fragmènh sun�rthsh

2Dhlad  thc stoqastik c diaforik c exÐswshc an oi suntelestèc b kai � den perièqoun
rht� ton qrìno, b = b(Xt), � = �(Xt).
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tìte gia opoiod pote t kai s ìpou t; s � 0

Ex[f(Xt+s) j Fs] = EXs [f(Xt)]

To aristerì mèloc thc parap�nw isìthtac mporeÐ na ermhneujeÐ san h mèsh
tim  ep�nw stic troqièc thc stoqastik c diadikasÐac X h opoÐa xekin�ei sto
shmeÐo x thn qronik  stigm  0 kai �trèqei� gia qronikì di�sthma t + s, dhlad 
ousiastik� eÐnai h mèsh tim  thc tuqaÐac metablht c Xt+s an X0 = x. To dexiì
mèloc thc parap�nw isìthtac mporeÐ na ermhneujeÐ san h mèsh tim  ep�nw stic
troqièc thc stoqastik c diadikasÐac X h opoÐa xekÐnhse thn qronik  stigm  0
sto shmeÐo Xs (dhlad  sto shmeÐo pou èftase h arqik  diadikasÐa thn qronik 
stigm  s) kai trèqei gia qronikì di�sthma t.

H diaisjhtik  ermhneÐa thc idiìthtac Markov eÐnai ìti h melontik  sumperi-
for� thc diadikasÐac, dedomènou ìti ègine mèqri thn qronik  stigm  t, mporeÐ
na kajoristeÐ apl� kai mìno apì san na xekinoÔsame mÐa nèa diadikasÐa di�qu-
shc sthn jèsh Xt. Me �lla lìgia, h diadikasÐa di�qushc den èqei mn mh tou
pareljìntoc thc. Autì eÐnai se pl rh analogÐa me thn idiìthta Markov gia thn
kÐnhsh Brown. H idiìthta aut  suneqÐzei na isqÔei akìma kai an o qrìnoc t
antikatastajeÐ me èna tuqaÐo qrìno p.q. ènan qrìno st�shc. Me �lla lìgia, oi
lÔseic stoqastik¸n diaforik¸n exis¸sewn èqoun thn isqur  idiìthta Markov.
Autì ìmwc sumbaÐnei k�tw apì orismènec sqetik� austhrèc sunj kec.

Autì pou eÐnai endiafèron eÐnai ìti h idiìthta Markov mporeÐ na genikeujeÐ
kai gia lÔseic stoqastik¸n diaforik¸n exis¸sewn oi opoÐec èqoun suntelestèc
pou exart¸ntai ekpefrasmèna apì ton qrìno (mh autìnomec stoqastikèc diafo-
rikèc exis¸seic).

Ja xekin soume me èna isodÔnamo orismì mÐac diadikasÐac Markov.

Orismìc 5.4.1 MÐa d�di�stath stoqastik  diadikasÐa Xt h opoÐa eÐnai pro-
sarmosmènh sthn di jhsh Ft onom�zetai diadikasÐa Markov an gia k�je A 2
B(Rd) kai gia k�je 0 � s � t (peperasmèna) isqÔei

P (Xt 2 A j Fs) = P (Xt 2 A j Xs)

Sqìlio: Me P (: j Xs) ennooÔme thn upì sunj kh mèsh tim  wc proc thn s-
�lgebra pou par�getai apì thn tuqaÐa metablht  Xs. Me P (: j Fs) ennooÔme
thn upì sunj kh mèsh tim  wc proc thn s-�lgebra Fs wc proc thn opoÐa eÐnai
metr simec oi tuqaÐec metablhtèc Xr gia 0 � r � s. MÐa pijan  epilog  gia thn
Fs mporeÐ na eÐnai h s-�lgebra pou par�getai apì thn stoqastik  diadikasÐa
Xt dhlad  Fs = �(Xr; 0 � r � s).

Aut  h idiìthta eÐnai mÐa diaforetik  èkfrash thc idiìthtac thc stoqastik c
diadikasÐac Xt ìti to mèllon kai to pareljìn thc diadikasÐac eÐnai anex�rthta
ìtan eÐnai gnwstì to parìn thc diadikasÐac. Me �lla logia autì mporeÐ na
ekfrasteÐ me to ìti h diadikasÐa �xeqn�ei� to pareljìn thc. H idiìthta aut 
mporeÐ na doÔme ìti eÐnai isodÔnamh me thn idiìthta

E[�(Xt) j Fs] = E[�(Xt) j Xs]
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gia k�je fragmènh sun�rthsh � : Rd ! Rd h opoÐa eÐnai Borel metr simh.
H upì sunj kh mèsh tim  E[�(Xt) j Xs] mporeÐ na jewrhjeÐ san h mèsh tim 

ep�nw stic troqièc thc stoqastik c diadikasÐac Xt pou �xekin�ne� sto shmeÐo
Xs thn qronik  stigm  s kai mporoÔme na thn sumbolÐsoume me Es;Xs [�(Xt)].
H mèsh tim  aut  mporeÐ na ekfrasteÐ kai me thn bo jeia thc pijanìthtac
met�bashc p(s; x; t; A) := P (Xt 2 A j Fs), A 2 B(Rd) thc diadikasÐac Markov
Xt. Sugkekrimèna, mporoÔme na orÐsoume thn sun�rthsh

v(s; x) := Es;x[�(Xt)] :=

Z
Rd

�(y)p(s; x; t; y)dy

H mèsh tim  Es;Xs [�(Xt)] eÐnai h sun�rthsh v(s; x) upologismènh sto x = Xs.
H pijanìthta met�bashc p(x; s; �; t) eÐnai èna mètro pijanìthtac sto B(Rd) gia
k�je x 2 Rd kai gia k�je 0 � s � t (peperasmèna). H pijanìthta met�bashc
p(s; x; t; A) mporeÐ na ermhneujeÐ san h pijanìthta na brejeÐ h diadikasÐa Xt,
h opoÐa xekin�ei thn qronik  stigm  s sto shmeÐo x, sto sÔnolo A 2 B(Rd)
thn qronik  stigm  t. Qr simh posìthta eÐnai kai h puknìthta pijanìthtac
met�bashc p(s; x; t; y) h opoÐa mporeÐ na oristeÐ apì thn sqèsh

p(s; x; t; A) =

Z
A

p(s; x; t; y)dy

Gia thn pijanìthta met�bashc isqÔei h exÐswsh Chapman-Kolmogorov sÔmfwna
me thn opoÐa

p(s; x; t; A) =

Z
Rd

p(r; y; t; A)p(s; x; r; y)dy; 8s � r � t

H exÐswsh aut  lèei ìti h met�bash apì to x thn qronik  stigm  s sto A thn
qronik  stigm  t mporeÐ na grafeÐ san h met�bash apì to (x; s) sto endi�meso
shmeÐo y thn qronik  stigm  r kai katìpin san h met�bash apì to (y; r) sto
A thn qronik  stigm  t. Prèpei de na l�boume upìyh ìla ta pijan� endi�mesa
shmeÐa y. Autì gÐnetai me thn olokl rwsh ep�nw se ìla ta y 2 R

d .
Sthn perÐptwsh pou h puknìthta pijanìthtac met�bashc metaxÔ twn (s; x)

kai (t; y) exart�tai mìno apì thn qronik  di�rkeia t � s kai ìqi apì tic su-
gkekrimènec qronikèc stigmèc pou xekin same lème ìti h diadikasÐa Markov
eÐnai qronik� omogen c. Gia qronik� omogeneÐc diadikasÐec Markov isqÔei
p(s; x; t; y) = p(0; x; t� s; y) := p(t� s; x; y). H sun�rthsh p(t; x; y) antistoiqeÐ
sthn pijanìthta (  kalÔtera sthn puknìthta pijanìthtac met�bashc) thc sto-
qastik c diadikasÐac apì to shmeÐo x sto shmeÐo y se qronikì di�sthma t� s.
Den paÐzei kanèna rìlo to pìte xekin same thn diadikasÐa. Sthn perÐptwsh aut 
oi parap�nw sqèseic aplopoioÔntai shmantik�.

To parak�tw je¸rhma mac deÐqnei ìti ènac trìpoc na par�goume diadikasÐec
Markov eÐnai mèsw twn lÔsewn stoqastik¸n diaforik¸n exis¸sewn.

Je¸rhma 5.4.2 (H idiìthta Markov ) 'Estw Xt h lÔsh thc stoqastik c
diaforik c exÐswshc

dXt = b(t;Xt)dt+ �(t;Xt)dBt
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ìpou oi suntelestèc plhroÔn tic sunj kec Lipschitz kai thn sunj kh grammik c
aÔxhshc. Tìte h Xt eÐnai mÐa diadikasÐa Markov me pijanìthta met�bashc pou
orÐzetai apì thn sqèsh

p(s; x; t; A) = P (X
(s;x)
t 2 A)

ìpou X
(s;x)
t eÐnai h lÔsh thc stoqastik c diaforik c exÐswshc

X
(s;x)
t = x+

Z t

s

f(r;X(s;x)
r )dr +

Z t

s

g(r;X(s;x)
r )dBr

gia t � s. H X
(s;x)
t ousiastik� eÐnai h lÔsh thc arqik c stoqastik c exÐswshc

me arqik  tim  x thn qronik  stigm  s   alli¸c gia Xs = x.

Apìdeixh: Bl. par�rthma tou kefalaÐou �

An h stoqastik  diaforik  exÐswsh eÐnai autìnomh, dhlad  an b(t;Xt) = b(Xt)
kai �(t;Xt) = �(Xt), tìte h diadikasÐa Markov Xt ja eÐnai kai qronik� omo-
gen c.

Sqìlio: Gia na isqÔei h idiìthta Markov gia thn lÔsh thc stoqastik c diafo-
rik c exÐswshc arkeÐ na èqoume Ôparxh kai monadikìthta thc lÔshc. Sunep¸c,
h idiìthta Markov mporeÐ na isqÔei kai mìno an isqÔoun topikèc idiìthtec Lips-
chitz.

5.4.2 H isqur  idiìthta Markov

K�tw apì orismènec sunj kec mporoÔme na deÐxoume ìti h idiìthta Markov
gia tic lÔseic twn stoqastik¸n diaforik¸n exis¸sewn isqÔei kai gia qrìnouc
st�shc, dhlad  lÔseic twn stoqastik¸n diaforik¸n exis¸sewn èqoun thn isqur 
idiìthta Markov. Sugkekrimèna, isqÔei to parak�tw je¸rhma

Je¸rhma 5.4.3 ( H isqur  idiìthta Markov) 'Estw Xt h lÔsh thc sto-
qastik c diaforik c exÐswshc

dXt = b(t;Xt)dt+ �(t;Xt)dBt

Ac jewr soume ìti oi suntelestèc thc exÐswshc eÐnai omoiìmorfa Lipschitz sune-
qeÐc sunart seic oi opoÐec ikanopoioÔn tic grammikèc sunj kec aÔxhshc dhlad 
isqÔoun oi parak�tw sqèseic

j b(t; x)� b(t; y) j2 _ j �(t; x) � �(t; y) j2� �K j x� y j2
j b(t; x) j2 _ j �(t; x) j2� K(1+ j x j2)

gia k�je x; y 2 Rd . Tìte, h stoqastik  diadikasÐa Xt èqei thn isqur  idiìthta
Markov.

Apìdeixh: Bl. par�rthma tou kefalaÐou �.
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5.4.3 Efarmogèc thc idiìthtac Markov

Ja d¸soume t¸ra orismènec efarmogèc kai paradeÐgmata sqetik� me thn idiì-
thta Markov kai thn isqur  idiìthta Markov gia tic lÔseic stoqastik¸n diafo-
rik¸n exis¸sewn.

Par�deigma 5.4.1 H kÐnhsh Brown me taqÔthta v eÐnai mÐa diadikasÐaMarkov
me puknìthta met�bashc

p(t0; x; t1; y) =
1p

2�(t1 � t0)
exp

�
� (y � (x + v(t1 � t0)))

2

2(t1 � t0)

�

Gia na apodeÐxoume ton parap�nw isqurismì arkeÐ na doÔme ìti h kÐnhsh
Brown me taqÔthta v eÐnai lÔsh thc stoqastik c diaforik c exÐswshc

dXt = vdt+ dBt

Oi suntelestèc thc exÐswshc b(t; x) = v kai �(t; x) = 1 plhroÔn tic sunj kec
tou jewr matoc 5.4.2 sunep¸c h lÔsh thc Xt eÐnai mÐa diadikasÐa Itô h opoÐa
ikanopoieÐ thn idiìthta Markov. H pijanìthta met�bashc ja dÐnetai apì thn

sqèsh p(t0; x; t1; A) = P (X
(t0;x)
t1 2 A) ìpou X(t0;x) eÐnai h lÔsh thc stoqastik c

diaforik c exÐswshc

X
(t0;x)
t = x+

Z t1

t0

vds+

Z t1

t0

dBs = x+ (t1 � t0)v + (Bt1 �Bt0)

Sunep¸c

p(t0; x; t1; A) = P (x+ (t1 � t0)v + (Bt1 �Bt0) 2 A)
Epilègontac san A to di�sthma [y; y + dy] mporoÔme na doÔme ìti

p(t0; x; t1; y)dy = P (Bt1 �Bt0 2 [y � x� (t1 � t0)v; y � x� (t1 � t0)v + dy])

=
1

2�
p
t1 � t0

exp

�
� (y � (x+ v(t1 � t0)))

2

2(t1 � t0)

�
dy

giatÐ ìpwc gnwrÐzoume h katanom  thc diafor�c Bt1 � Bt0 eÐnai h katanom 
N(0; t1 � t0). 'Etsi katal goume sto zhtoÔmeno.

Par�deigma 5.4.2 H gewmetrik  kÐnhsh Brown Xt = exp(a t + bBt); ìpou
Bt eÐnai mÐa kÐnhsh Brown kai a; b stajerèc, eÐnai mÐa diadikasÐa Markov me
puknìthta met�bashc

p(t0; x; t1; y) =
1

�y
p
2�(t1 � t0)

exp

(
� 1

2�2(t1 � t0)

�
ln
y

x
�
�
r � �2

2

�
(t1 � t0)

�2)

O parap�nw isqurismìc mporeÐ na deiqjeÐ wc ex c. GnwrÐzoume ìti h gewmetrik 
kÐnhsh Brown eÐnai lÔsh thc stoqastik c diaforik c exÐswshc

dXt = rXtdt+ �XtdBt
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ìpou oi stajerèc r; � sqetÐzontai me tic stajerèc a; b me tic sqèseic

a = r � �2

2
; b = �

H stoqastik  diaforik  exÐswsh aut  ikanopoieÐ tic sunj kec twn jewrhm�twn
5.4.2 kai 5.4.3, sunep¸c h lÔsh thc eÐnai mÐa stoqastik  diadikasÐa h opoÐa
ikanopoieÐ tìso thn idiìthta Markov ìso kai thn isqur  idiìthta Markov. H

pijanìthta met�bashc ja dÐnetai apì thn sqèsh p(t0; x; t1; A) = P (X
(t0;x)
t1 2 A)

ìpou X(t0;x) eÐnai h lÔsh thc stoqastik c diaforik c exÐswshc

X
(t0;x)
t = x+

Z t1

t0

rX(t0;x)
s ds+

Z t1

t0

�X(t0;x)
s dBs

MporoÔme na doÔme k�nontac qr sh tou l mmatoc tou Itô, ìti h stoqastik 

diadikasÐa X
(t0;x)
t ja dÐnetai apì thn sqèsh

X
(t0;x)
t = x exp(a(t1 � t0) + b(Bt1 �Bt0))

Sunep¸c

p(t0; x; t1; A) = P (x exp(a(t1 � t0) + b(Bt1 �Bt0)) 2 A)
PaÐrnontac A = [y; y+dy], lamb�nontac upìyh ìti Bt1�Bt0 � N(0; t1� t0), kai
met� apì arket  kai epÐponh �lgebra katal goume sto zhtoÔmeno apotèlesma.

Par�deigma 5.4.3 'Estw Xt h diadikasÐa Itô pou eÐnai lÔsh thc stoqastik c
diaforik c exÐswshc

dXt = f(Xt)dt+ g(Xt)dBt

OrÐzoume thn sun�rthsh v(t; x) := Et;x[h(X(T ))] ìpou h(x) eÐnai mÐa dedomènh
sun�rthsh kai 0 � t � T . Me Et;x[h(XT )] sumbolÐzoume thn mèsh tim  twn
tim¸n thc sun�rthshc h upologismènh sta XT ìpou XT eÐnai oi timèc thc dia-
dikasÐac Xs thn qronik  stigm  T , dedomènou ìti h Xt �xekin�ei� thn qronik 
stigm  t sto shmeÐo x. DeÐxte ìti an X0 = �, h stoqastik  diadikasÐa v(t;Xt)
eÐnai martingale dhlad  isqÔei E[v(t;Xt) j Fs] = v(s;Xs).

H Xt ikanopoieÐ thn idiìthta Markov. Sunep¸c

E[h(XT ) j Fs] = Et;Xt [h(XT )] = v(t;Xt)

Qrhsimopoi¸ntac tic idiìthtec thc upì sunj kh mèshc tim c mporoÔme na gr�-
youme

E[v(t;Xt) j Fs] = E[E[h(XT ) j Ft] j Fs]
= E[h(XT ) j Fs] = Es;Xs [h(XT )] = v(s;Xs)

Sto teleutaÐo qrhsimopoi same xan� thn idiìthta Markov gia thn stoqastik 
diadikasÐa Xt.
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5.5 Allag  mètrou

Ja asqolhjoÔme t¸ra me èna je¸rhma to opoÐo eÐnai polÔ qr simo sto na me-
let soume to pwc sundèontai oi lÔseic dÔo stoqastik¸n diaforik¸n exis¸sewn
oi opoÐec èqoun diaforetikèc taqÔthtec. To je¸rhma autì pou ofeÐletai ston
Girsanov kai pou sqetÐzetai epÐshc kai me k�poia progenèstera apotelèsmata
twn Cameron kai Martin onom�zetai kai je¸rhma allag c mètrou, kai mac e-
pitrèpei na par�goume lÔseic stoqastik¸n diaforik¸n exis¸sewn apì gnwstèc
lÔseic �llwn stoqastik¸n diaforik¸n exis¸sewn. H apìdeixh tou jewr matoc
eÐnai arket� teqnik  kai apaiteÐ k�poia stoiqeÐa jewrÐac mètrou.

Prin parousi�soume to je¸rhma autì ja prèpei na jum soume ton orismì
tou isodÔnamou mètrou.

Orismìc 5.5.1 IsodÔnama mètra pijanìthtac DÔo mètra pijanìthtac Q
kai P onom�zontai isodÔnama mètra pijanìthtac an gia k�je gegonìc A,
P (A) = 0 an kai mìno an Q(A) = 0.

Sth perÐptwsh aut  up�rqei p�ntote mÐa tuqaÐa metablht  � h opoÐa onom�-
zetai h par�gwgoc kat� Radon-Nikodym tou Q wc proc to P me thn akìloujh
idiìthta:
An h Z eÐnai tètoia ¸ste 3 EQ[j Z j] < 1 tìte EQ[Z] = EP [�Z]. 'Enac arket�

sunhjismènoc sumbolismìc eÐnai � = dQ
dP .

H isqÔc tou parap�nw isqÔrismoÔ exasfalÐzetai apì to je¸rhma Radon-
Nikodym to opoÐo kai parajètoume:

Je¸rhma 5.5.1 (To je¸rhma Radon-Nikodym) 'Estw (
;F ; P ) ènac dia-
qwrÐsimoc q¸roc pijanot twn kai èstw P kaiQ peperasmèna mètra pou orÐzontai
sthn s-�lgebra F . Oi parak�tw dÔo prot�seic eÐnai isodÔnamec

(i) Gia k�je A 2 F isqÔei P (A) = 0 =) Q(A) = 0

(ii) Up�rqei k 2 L1, k � 0 tètoio ¸ste Q(A) =
R
A
kdP

H puknìthta k onom�zetai kai par�gwgoc Radon-Nikodym kai sumbolÐzetai
k = dQ

dP .

Gia thn apìdeixh kai peraitèrw stoiqeÐa gia to jemeli¸dec autì je¸rhma thc
pragmatik c an�lushc parapèmpoupe p.q. ston Rudin [34].

Sqìlia:(1) 'Enac q¸roc pijanot twn onom�zetai diaqwrÐsimoc an up�rqei
mÐa akoloujÐa h opoÐa eÐnai pukn  ston L1(P )

3ElpÐzoume pwc mèqri t¸ra ja èqei gÐnei xek�jaro stouc anagn¸stec ìti an èqoume mÐa
tuqaÐa metablht  �, mporoÔme na orÐsoume thn mèsh tim  thc wc proc opoiod pote mètro
pijanìthtac. H ap�nthsh pou ja p�roume ja exart�tai bebaÐwc apì thn epilog  tou mètrou
pijanìthtac. Efìson o orismìc thc martingale qrhsimopoieÐ thn ènnoia thc mèshc tim c kai
thc upì sunj kh mèshc tim c mporoÔme na doÔme apì ta parap�nw ìti mÐa diadikasÐa mporeÐ
na eÐnai martingale wc proc k�poio mètro all� ìqi martingale wc proc k�poio �llo mètro! Me
ton Ðdio trìpo, mÐa diadikasÐa mporeÐ na eÐnai kÐnhsh Brown wc proc k�poio mètro all� ìqi
wc proc k�poio �llo.
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(2)To je¸rhma Radon-Nikodym den periorÐzetai mìno se q¸rouc pijanot twn
all� isqÔei kai gia genikìterouc q¸rouc mètrou.

EÐmaste loipìn se jèsh na parousi�soume to to je¸rhma tou Girsanov:

Je¸rhma 5.5.2 (Girsanov ) Ac jewr soume ut = (u1;t; :::; un;t) èna di�nusma
apì (tetragwnik� oloklhr¸simec) stoqastikèc diadikasÐec pou ikanopoioÔn thn
sunj kh tou Novikov

E

"
exp

 
1

2

Z T

0

us � usds
!#

<1:

'Estw Bt mÐa tupik  kÐnhsh Brown k�tw apì to mètro P . Ac orÐsoume thn
stoqastik  diadikasÐa

Mu
t = exp

�
�
Z t

0

usdBs � 1

2

Z t

0

us � usds
�
; t 2 [0; T ]:

H stoqastik  aut  diadikasÐa eÐnai mÐa martingale k�tw apì to mètro P.
JewreÐste t¸ra to isodÔnamo mètro pijanìthtac Qu pou orÐzetai apì to

dQu

dP
=Mu

t

Tìte h stoqastik  diadikasÐa �Bu pou orÐzetai apì thn sqèsh

�Bu
t = Bt +

Z t

0

usds; 0 � t � T

eÐnai mÐa tupik  kÐnhsh Brown kai mÐa martingale k�tw apì to mètro Qu. Epi-
plèon, h �Bu èqei thn idiìthta anapar�stashcmartingale, dhlad  gia k�je topik 
Qu-martingale Lt up�rqei k�poia � h opoÐa eÐnai tetragwnik� oloklhr¸simh kai
tètoia wste

Lt = L0 +

Z t

0

�sd �B
u
s ; t � T

Sqìlio: Sta epìmena den ja qrhsimopoi soume to prìjema u sto mètro Qu

kai stic stoqastikèc diadikasÐec Mu
t kai �Bu

t .

San bohjhtikì sto je¸rhma autì èqoume to akìloujo:

Je¸rhma 5.5.3 'Estw X h diadikasÐa Itô

Xt = x+

Z t

0

�sds+

Z t

0

�sdBs

sto Rn . 'Estw �t èna di�nusma oloklhr¸simwn stoqastik¸n diadikasi¸n kai ac
jewr soume ìti up�rqei èna di�nusma apì stoqastikèc diadikasÐec ut oi opoÐec
eÐnai tetragwnik� oloklhr¸simec kai tètoiec ¸ste

ut�t = �t � �t
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Tìte an hMu eÐnai martingale k�tw apì to mètro P (gia to opoÐa arkeÐ na isqÔei
h sunj kh tou Novikov ) h X eÐnai epÐshc diadikasÐa Itô me

Xt = x+

Z t

0

�tds+

Z t

0

�sd �B
u
s

ìpou �Bu
s eÐnai h tupik  kÐnhsh Brown wc proc to mètro Qu pou orÐzetai wc

�Bu
t = Bt +

Z t

0

usds

Apìdeixh: H apìdeixh apoteleÐ efarmog  tou jewr matoc 5.5.2.2

To je¸rhma tou Girsanov mporeÐ na to deÐ kaneÐc diaisjhtik� wc ex c: Ac
upojèsoume pwc apì tic krat�me tic troqièc thc stoqastik c diadikasÐac �Bt

wc èqoun, dhlad  krat�me mÐa sullog  apì sunart seic thc morf c �Bt(!) kai
all�zoume thn suqnìthta emf�nishc twn diaforetik¸n !. Autì eÐnai isodÔna-
mo me to na all�zoume to mètro P me to isodÔnamo mètro Q. K�tw apì mÐa
nèa, kat�llhla epilegmènh, suqnìthta emf�nishc twn ! mporeÐ h stoqastik 
diadikasÐa �Bt na eÐnai mÐa kÐnhsh Brown. Autì eÐnai se analogÐa me ta para-
deÐgmata pou eÐqame deÐ sto kef�laio sqetik� me tic diadikasÐec martingale (bl.
paradeÐgmata 2.1.1- 2.1.3 kai ta sqìlia pou to akoloujoÔn).

To je¸rhma tou Girsanov mac epitrèpei na all�zoume thn taqÔthta se sto-
qastikèc diaforikèc exis¸seic kai kat� k�poio trìpo sundèei tic lÔseic diafore-
tik¸n stoqastik¸n exis¸sewn metaxÔ touc. 'Opwc ja doÔme kai pio k�tw mèsw
thc anapar�stashc Feynman-Kac mporeÐ kai na sundèei lÔseic diaforetik¸n
diaforik¸n exis¸sewn me merikèc parag¸gouc metaxÔ touc.

To je¸rhma tou Girsanov eÐnai èna jemeli¸dec kai shmantikì apotèlesma
gia thn stoqastik  an�lush.

Par�deigma 5.5.1 MÐa kÐnhsh Brown me taqÔthta. Sta plaÐsia tou jewr -
matoc tou Girsanov ja melet soume thn stoqastik  diadikasÐa

�Bt =

tZ
0

usds+Bt

ìpou Bt eÐnai mÐa tupik  monodi�stath kÐnhsh Brown kai u eÐnai mÐa monodi�sta-
th diadikasÐa (tètoia ¸ste h us eÐnai Fs-metr simh). H stoqastik  diadikasÐa
�Bt eÐnai mÐa kÐnhsh Brown me taqÔthta us (ìqi aparaÐthta nteterministik ).
Akolouj¸ntac to je¸rhma tou Girsanov mporoÔme na orÐsoume thn stoqastik 
diadikasÐa

Zt = exp

0
@� tZ

0

usdBs � 1

2

tZ
0

u2sds

1
A
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kai to isodÔnamo mètro pijanìthtac Q pou orÐzetai ètsi ¸ste

Q(A) =

Z
A

ZT dP; 8A 2 F ; t < T

SÔmfwna me to je¸rhma tou Girsanov h stoqastik  diadikasÐa �Bt eÐnai mÐa
kÐnhsh Brown k�tw apì to mètro �P . ApodeÐxte ìti
(1) h stoqastik  diadikasÐa Zt eÐnai mÐa martingale k�tw apo to mètro pijanìth-
tac P (k�tw apì to opoÐo h stoqastik  diadikasÐa Bt eÐnai mÐa kÐnhsh Brown).
kai
(2) h stoqastik  diadikasÐa Z�1t eÐnai mÐa martingale k�tw apì to mètro pijanì-
thtac �P (k�tw apì to opoÐo h stoqastik  diadikasÐa �Bt eÐnai mÐa kÐnhsh Brown).

Apìdeixh: (1) Ja gr�youme thn Zt san Zt = exp(Yt), ìpou

Yt = �
tZ

0

usdBs � 1

2

tZ
0

u2sds

kai ja qrhsimopoi soume to l mma tou Itô gia na upologÐsoume to diaforikì
thc Zt:

dZt = exp(Yt)dYt +
1

2
exp(Yt)(dYt)

2

ìpou

dYt = �utdBt � 1

2
u2tdt

(dYt)
2 = �u2t (dBt)

2 = �u2tdt
(qrhsimopoi same touc kanìnec tou logismoÔ tou Itô). Antikajist¸ntac tic
sqèseic autèc sthn parap�nw èqoume ìti

dZt = exp(Yt)utdBt = �ZtutdBt =) Zt = Z0 �
tZ

0

ZsusdBs

To teleutaÐo eÐnai èna stoqastikì olokl rwma ep�nw sthn stoqastik  diadikasÐ-
a Bt h opoÐa eÐnai mÐa kÐnhsh Brown k�tw apì to mètro P . Apì tic idiìthtec tou
stoqastikoÔ oloklhr¸matoc mporoÔme na doÔme pwc h Zt eÐnai mÐa martingale
k�tw apì to mètro P .

Ac tonÐsoume ed¸ ìti h Zt den eÐnai martingale k�tw apì to mètro �P ! Autì
giatÐ h Bt den eÐnai kÐnhsh Brown k�tw apì to mètro autì!

(2) Mia kai ja ergastoÔme k�tw apì to mètro �P ja ekfr�soume ìla ta dia-
forik� sunart sei thc stoqastik c diadikasÐac �Bt h opoÐa gnwrÐzoume wc eÐnai
kai mÐa kÐnhsh Brown k�tw apì to mètro autì. Apì ton orismì thc �Bt èqoume

d �Bt = utdt+ dBt
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opìte kai

Zt = exp

0
@� tZ

0

usdBs � 1

2

tZ
0

u2sds

1
A = exp

0
@� tZ

0

usd �Bs +
1

2

tZ
0

u2sds

1
A

Sunep¸c Z�1t = exp(�Yt) ìpou t¸ra Yt = �utd �Bt +
1
2u

2
tdt. Ja efarmìsoume

to l mma tou Itô sto Z�1t kai ja p�roume

d(Z�1t ) = exp(�Yt)
�
dYt +

1

2
(dYt)

2

�
Efìson ergazìmaste k�tw apì to mètro �P (k�tw apì to opoÐo h diadikasÐa �Bt

eÐnai mÐa kÐnhsh Brown ) oi kanìnec tou logismoÔ tou Itô t¸ra ja eÐnai d �Btd �Bt =
dt kai ja èqoume

dYt = u2td �Btd �Bt = u2tdt

opìte antikajist¸ntac paÐrnoume ìti

d(Z�1t ) = exp(�Yt)utd �Bt =) Z�1t = Z�10 +

tZ
0

Z�1s usd �Bs

Efìson k�tw apì to mètro �P h stoqastik  diadikasÐa �Bt eÐnai mÐa kÐnhsh Brown
apì tic idiìthtec tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc blèpoume ìti h Z�1t (pou mporeÐ
na grafeÐ san èna stoqastikì olokl rwma ep�nw sthn �Bt) ja eÐnai mÐa martin-
gale k�tw apì to mètro autì. Bèbaia h Z�1t den eÐnai mÐa martingale k�tw apì
to mètro P !

Par�deigma 5.5.2 Upologismìc mèswn tim¸n k�tw apì to kainoÔr-
gio mètro
Sto par�deigma autì ja d¸soume èna trìpo upologismoÔ twn mèswn tim¸n k�-
tw apì thn allag  mètrou. Ac jewr soume ìti h tuqaÐa metablht  f eÐnai
Ft-metr simh. Tìte

EQ[f ] =

Z
fdQ =

Z
f
dQ

dP
dP = EP

�
f
dQ

dP

�
= EP [fZT ] (5.6)

Ja qrhsimopoi soume t¸ra ton nìmo thc olik c pijanìthtac paÐrnontac mèsec
timèc upì sunj kh wc proc thn Ft. O lìgoc pou to k�noume autì eÐnai giatÐ
xèroume ìti h f eÐnai Ft-metr simh kai h Zt eÐnai mÐa martingale wc proc to
mètro P . 'Eqoume loipìn

EP [fZT ] = EP [EP [fZT j Ft]] = EP [fEP [ZT j Ft]] = EP [Ztf ]

O upologismìc twn upì sunj kh mèswn tim¸n k�tw apì to kainoÔrgio mètro
den eÐnai ìmwc tìso apl  upìjesh! Autì faÐnetai sto parak�tw par�deigma
to opoÐo mac dÐnei èna tÔpo me b�sh ton opoÐo mporoÔme na upologÐzoume thn
upì sunj kh mèsh tim  wc prìc k�poia �-�lgebra sto kainoÔrgio mètro. O
tÔpoc autìc eÐnai exairetik� qr simoc sthn amelèth thc apotÐmhshc parag¸gwn
sumbolaÐwn.
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Par�deigma 5.5.3 Upologismìc twn upì sunj kh mèswn tim¸n k�tw
apì to kainoÔrgio mètro
Ac jewr soume ìti h tuqaÐa metablht  g eÐnai Ft-metr simh kai ìti s < t. Tìte

EQ[g j Fs] = Z�1s EP [gZt j Fs] (5.7)

Gia na apodeÐxoume ton isqurismì autì ja qrhsimopoi soume ton orismì thc
upì sunj khc mèshc tim c. Ja prèpei na deÐxoume loipìn ìti gia opoiod pote
A 2 Fs ja isqÔei Z

A

Z�1s EP [gZt j Fs]dQ =

Z
A

gdQ (5.8)

Pr�gmati Z
A

Z�1s EP [gZt j Fs]dQ = EQ[1AZ
�1
s EP [gZt j Fs]]

Efarmìzoume t¸ra to apotèlesma tou paradeÐgmatoc 5.5.2 gia thn tuqaÐa me-
tablht  f = Z�1s EP [gZt j Fs] h opoÐa eÐnai Fs-metr simh. 'Eqoume loipìn
ìti

EQ[1AZ
�1
s EP [gZt j Fs]] = EQ[f ] = EP [Zsf ] = EP [1AEP [gZt j Fs]]

Efìson A 2 Fs h tuqaÐa metablht  1A eÐnai F-metr simh kai sunep¸c mporoÔ-
me na thn per�soume mèsa sthn upì sunj kh pijanìthta wc prìc thn �-�lgebra
aut 

EP [1AEP [gZt j Fs]] = EP [EP [1AgZt j Fs]]
= EP [1AgZt] = EQ[1Ag] =

Z
A

gdQ

ìpou sto teleutaÐo qrhsimopoi same xan� to apotèlesma tou paradeÐgmatoc 5.5.2
gia thn tuqaÐa metablht  1Ag h opoÐa eÐnai Ft-metr simh (efìson s < t èqoume
ìti Fs � Ft kai afoÔ h 1A eÐnai Fs-metr simh ja eÐnai kai Ft-metr simh).
Sunep¸c apodeÐxame thn sqèsh (5.8) kai �ra o arqikìc mac isqurismìc isqÔei.

Me b�sh ta apotelèsmata twn dÔo parap�nw paradeigm�twn mporoÔme na
upologÐzoume tic mèsec timèc kai tic upì sunj kh mèsec timèc posot twn k�tw
apì diaforetik� mètra. Autì mac dÐnei èna trìpo na upologÐzoume sunarthsoei-
d  twn troqi¸n perÐplokwn stoqastik¸n diadikasi¸n ep�nw stic troqièc pio
apl¸n stoqastik¸n diadikasi¸n k�nontac thn kat�llhlh allag  mètrou. San
èna aplì par�deigma dÐnoume ton upologismì twn qrìnwn exìdou thc kÐnhshc
Brown me taqÔthta apì èna qwrÐo.

Par�deigma 5.5.4 QrhsimopoieÐste to je¸rhma tou Girsanov gia na upolo-
gÐsete thn katanom  twn qrìnwn exìdou gia mÐa kÐnhsh Brown me taqÔthta u
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dhlad  thc stoqastik c diadikasÐac �Bt = Bt+u t ìpou Bt Ðnai h tupik  kÐnhsh
Brown.

'Estw �Ta = infft : �Bt = ag. Ja upologÐsoume pr¸ta thn pijanìthta P ( �Ta � t).
SÔmfwna me to je¸rhma tou Girsanov mporoÔme na orÐsoume thn stoqastik 
diadikasÐa

Zt = exp

�
�uBt � 1

2
u2t

�

kai to isodÔnamo mètro Q, tètoio ¸ste

Q(A) =

Z
A

ZT dP; 8A 2 F ; t < T

k�tw apì to opoÐo h stoqastik  diadikasÐa �Bt eÐnai mÐa kÐnhsh Brown . 'Eqoume
loipìn

P ( �Ta � t) = EP [1f �Ta�tg] = EQ[Z
�1
T 1f �Ta�tg]

ìpou qrhsimopoi same to gegonìc ìti h tuqaÐa metablht  1f �Ta�tg eÐnai Ft-
metr simh (to �Ta eÐnai ènac qrìnoc st�shc) kai to apotèlesma tou paradeÐgmatoc
5.5.2. K�tw apì to mètro autì ìmwc h stoqastik  diadikasÐa �Bt eÐnai mÐa kÐnhsh
Brown . MporoÔme na upologÐsoume loipìn thn mèsh tim  afoÔ bèbaia pr¸ta
gr�youme thn Zt sunart sei thc �Bt. 'Eqoume

Zt = exp

�
�u �Bt +

1

2
u2t

�
Sunep¸c,

P ( �Ta � t) = EQ

�
1f �Ta�tg exp

�
+u �BT � 1

2
u2T

��

= EQ

�
1f �Ta�tgEQ

�
exp

�
u �BT � 1

2
u2T

�
j F �Ta^t

��
(h ZT eÐnai mÐa Q-martingale)

= EQ

�
1f �Ta�tg exp

�
u �B �Ta^t �

1

2
u2( �Ta ^ t)

��
(periorizìmaste sto Ta � t kai isqÔei �BTa = a)

= EQ

�
1f �Ta�tg exp

�
u a� 1

2
u2 �Ta

��

=

Z t

0

Q( �Ta 2 ds) exp
�
u a� 1

2
u2 �Ta

�
(5.9)

ìpou me Q( �Ta 2 ds) sumbolÐzoume, wc sun jwc, thn pijanìthta k�tw apì to
mètro Q o qrìnoc exìdou thc �Bt apo to qwrÐo x � a na brÐsketai sto di�sthma
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(s; s + ds). Aut  h pijanìthta fusik� mporeÐ na grafeÐ kai wc Q( �Ta 2 ds) =
f �Ta(s)ds ìpou f �Ta(s) h puknìthta pijanìthtac tou qrìnou exìdou �Ta (k�tw apì
to mètro Q). K�tw apì to mètro Q ìmwc gnwrÐzoume ìti h �Bt eÐnai tupik  kÐnhsh
Brown, sunep¸c

Q( �Ta 2 dt) = P (Ta 2 dt) = ap
2�t3

exp

�
�a

2

2t

�
dt (5.10)

gia 0 < t � T . Antikajist¸ntac thn 5.9 sthn 5.10 lamb�noume

P ( �Ta � t) =

Z t

0

ap
2�s3

exp

�
�a

2

2s

�
exp

�
u a� 1

2
u2 s

�
ds

=

Z t

0

ap
2�s3

exp

�
� (a� u s)2

2s

�
ds

apì ìpou katal goume gia thn puknìthta pijanìthtac ìti isqÔei

P ( �Ta 2 dt) = ap
2�t3

exp

�
� (a� u t)2

2s

�
dt

Ja mporoÔsame na odhghjoÔme sto apotèlesma autì kai diaforetik�, k�nontac
ton upologismì tou metasqhmatismoÔ Laplace tou qrìnou exìdou. UpologismoÐ
san ton parap�nw eÐnai idiaÐtera qr simh sthn apotÐmhsh twn legomènwn exw-
tik¸n parag ģwn sumbolaÐwn.

Me thn qr sh tou jewr matoc tou Girsanov mporoÔme epÐshc na upologÐ-
soume kai �llec endiafèrousec posìthtec gia thn kÐnhsh Brown me taqÔthta,
ìpwc p.q. thn katanom  tou megÐstou thc.

Par�deigma 5.5.5 UpologÐste thn apo koinoÔ katanom  tou megÐstou kai thc
Ðdiac thc kÐnhshc Brown me taqÔthta u qrhsimopoi¸ntac to je¸rhma tou Gir-
sanov.

'Estw �Bt = u t + Bt h kÐnhsh Brown me taqÔthta � kai �Mt to mègisto thc
mèqri ton qrìno t. SÔmfwna me to je¸rhma tou Girsanov , an orÐsoume to mètro
Q ètsi ¸ste

dQ

dP
= ZT = exp

�
�uBT � 1

2
u2T

�
= exp

�
�u �BT +

1

2
u2T

�

  isodÔnama

Q(A) =

Z
A

ZT dP; 8A 2 F ; t < T

h �Bt eÐnai mÐa kÐnhsh Brown k�tw apì to mètro Q. Sunep¸c k�tw apì to mètro
autì ja isqÔei h arq  thc an�klashc gia thn �Bt. SÔmfwna me aut  mporoÔme
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na apodeÐxoume ìti

Q( �Mt > �m; �Bt < �b) = Q( �Bt > 2 �m� �b) =

1Z
2 �m��b

1p
2�t

exp

�
�y

2

2t

�
dy (5.11)

ìpou isqÔei o periorismìc �m > 0;�b < �m. O periorismìc autìc eÐnai profan c
afoÔ efìson h �Bt eÐnai mÐa kÐnhsh Brown (k�tw apì to Q) h opoÐa arqÐzei sto 0,
to mègisto thc mèqri thn qronik  stigm  t ja eÐnai aparaÐthta megalÔtero apì to
0, en¸ h tim  thc �Bt ja eÐnai p�ntote mikrìterh apì to mègisto thc (�b < �m). Apì
thn sqèsh (5.11) mporoÔme na upologÐsoume thn koin  katanom  twn megÐstwn
thc kÐnhshc Brown me taqÔthta kai thc kÐnhshc Brown me taqÔthta, k�tw apì
to mètro Q:

Q( �Mt 2 d �m; �Bt 2 �b) = � @2

@ �m@�b

�
Q( �Mt > �m; �Bt < �b)

�
d �md�b

=
2(2 �m� �b)

t
p
2�t

exp

�
� (2 �m� �b)2

2t

�
(5.12)

Qrhsimopoi¸ntac to apotèlesma autì mporoÔme na ekfr�soume thn mèsh tim 
k�tw apì to mètro Q mÐac opoiasd pote sun�rthshc f( �Mt; �Bt):

EQ[f( �Mt; �Bt)] =

1Z
�m=0

�mZ
�b=�1

f( �m;�b)Q( �Mt >2 d �m; �Bt 2 �b)d �md�b

=

1Z
�m=0

�mZ
�b=�1

f( �m;�b)
2(2 �m� �b)

t
p
2�t

exp

�
� (2 �m� �b)2

2t

�
d �md�b

An jèlame thn Ðdia mèsh tim  k�tw apì to mètro P h mèsh tim  aut  ja mporoÔse
na ekfrasteÐ me thn bo jeia thc koin c katanom c thc �Bt kai twn megÐstwn thc
k�tw ìmwc t¸ra apì to mètro P :

EP [f( �Mt; �Bt)] =

1Z
�m=0

�mZ
�b=�1

f( �m;�b)P ( �Mt 2 d �m; �Bt 2 �b)d �md�b (5.13)

ìpou P ( �Mt >2 d �m; �Bt 2 �b)d �md�b eÐnai h zhtoÔmenh koin  katanom . T¸ra ja
qrhsimopoi soume to je¸rhma tou Girsanov gia na upologÐsoume thn mèsh tim 
pou emfanÐzetai sthn sqèsh (5.13). SÔmfwna me autì

EP [f( �Mt; �Bt)] = EQ[Z
�1
t f( �Mt; �Bt)]

= EQ

�
exp

�
u �Bt � 1

2
u2t

�
f( �Mt; �Bt)

�
(5.14)

=

1Z
�m=0

�mZ
�b=�1

exp

�
u�b� 1

2
u2t

�
f( �m;�b)Q( �Mt 2 d �m; �Bt 2 �b)d �md�b
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SugkrÐnontac tic (5.13) kai (5.14) katal goume ìti

P ( �Mt 2 d �m; �Bt 2 �b) = exp

�
u�b� 1

2
u2t

�
Q( �Mt 2 d �m; �Bt 2 �b)

ìpou h Q( �Mt 2 d �m; �Bt 2 �b) dÐnetai apì thn (5.12).

Me b�sh to parap�nw apotèlesma mporoÔme na upologÐsoume, me diaforeti-
kì trìpo apì ìti sto par�deigma 5.5.4, touc qronouc exìdou thc kÐnhshc Brown
me taqÔthta u.

Par�deigma 5.5.6 An �Ta = infft : �Bt � ag breÐte thn pijanìthta P ( �Ta � t)
k�nontac qr sh thc apì koinoÔ katanom c tou megÐstou kai thc Ðdiac thc kÐnh-
shc Brown me taqÔthta u.

'Eqoume ìti

P ( �Ta � t) = P ( �Mt � a) = EP (1f �Mt�ag)

ja efarmìsoume to apotèlesma tou paradeÐgmatoc 5.5.5 epilègontac

f( �Mt; �Bt) = 1f �Mt�ag:

'Eqoume loipìn

EP (1f �Mt�ag) =

1Z
�m=0

�mZ
�b=�1

exp

�
u�b� 1

2
u2t

�
1f �Mt�agQ( �Mt 2 d �m; �Bt 2 �b)d �md�b

=

1Z
�m=a

�mZ
�b=�1

exp

�
u�b� 1

2
u2t

�
2(2 �m� �b)

t
p
2�t

exp

�
� (2 �m� �b)2

2t

�
d�bd �m (5.15)

Ac doÔme t¸ra mÐa efarmog  tou jewr matoc tou Girsanov se èna klassikì
montèlo thc qrhmatooikonomik c, thn gewmetrik  kÐnhsh Brown. 'Opwc èqoume
deÐ mèqri t¸ra h gewmetrik  kÐnhsh Brown qrhsimopoieÐtai gia thn montelopoÐ-
hsh twn tim¸n twn metoq¸n stic qrhmatagorèc. H gewmetrik  kÐnhsh Brown
eÐnai mÐa diadikasÐa Itô me k�poia taqÔthta. EÐnai dunatì na broÔme èna isodÔ-
namo mètro pijanìthtac tètoio ¸ste k�tw apì autì h diadikasÐa aut  na paÐrnei
pio apl  morf ? H ap�nthsh tou erwt matoc autoÔ pou eÐnai idiaÐtera shmanti-
kì gia thn qrhmatooikonomik  (bl. pq. thn par�grafo 2.7.1   thn par�grafo
2.7.2) dÐnetai sto parak�tw par�deigma.

Par�deigma 5.5.7 To je¸rhma tou Girsanov kai h gewmetrik  kÐnhsh Brown.
Ja efarmìsoume t¸ra to je¸rhma tou Girsanov se èna aplì montèlo gia thn
tim  twn metoq¸n, thn gewmetrik  kÐnhsh Brown pou eÐdame lÐgo parap�nw.
SÔmfwna me to montèlo autì, an St eÐnai h tim  enìc qrewgr�fou, tìte oi me-
tabolèc thc dÐnontai apì thn stoqastik  diaforik  exÐswsh

dSt = �Stdt+ �StdBt
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ìpou Bt eÐnai mÐa kÐnhsh Brown (k�tw apì to mètro P ). EÐnai fanerì ìti gia
� 6= 0 h stoqastik  diadikasÐa St den mporeÐ na eÐnai mÐa martingale . Jètoume
ta ex c erwt mata:

1. EÐnai dunatì, na broÔme èna isodÔnamo mètro pijanìthtac Q
0
tètoio ¸ste

k�tw apì to mètro autì h stoqastik  diadikasÐa St na mhn èqei taqÔthta
kai na eÐnai mÐa martingale?

2. EÐnai dunatì na broÔme èna isodÔnamo mètro pijanìthtac Q tètoio ¸ste
k�tw apì to mètro autì h stoqastik  diadikasÐa St na èqei taqÔthta rSt
ìpou r eÐnai kajorismènh sun�rthsh tou qrìnou (pijanìn kai stajer�); To
r pollèc forèc se efarmogèc sthn qrhmatooikonomik  epilègetai Ðso me
to epitìkio.

3. UpologÐste tic mèsec timèc EP [St], EQ0 [St] kai EQ[St].

Ap�nthsh:

1. Ja prospaj soume na orÐsoume èna mètro pijanìthtac tètoio ¸ste k�tw
apì to mètro autì h taqÔthta thc St na mhdenÐzetai. Ac jewr soume
gia eukolÐa ìti to � eÐnai stajerì. Ac xekin soume me thn stoqastik 
diaforik  exÐswsh pou akoloujeÐ h tim  thc metoq c

dSt = �Stdt+ �StdBt (5.16)

ìpou Bt eÐnai mÐa kÐnhsh Brown k�tw apì to mètro P . ja anadiat�xoume
thn exÐswsh aut . 'Eqoume loipìn

dSt = �Stdt+ �StdBt = �St

��
�
dt+ dBt

�
(5.17)

Ac onom�soume u
0
= �

� ac kai orÐsoume thn stoqastik  diadikasÐa �B
0
t =

u
0
t+Bt. MporoÔme sÔmfwna me to je¸rhma tou Girsanov na doÔme ìti h

�B
0
t eÐnai mÐa kÐnhsh Brown k�tw apì to mètro Q

0
to opoÐo orÐzetai apì thn

sqèsh

Q
0
(A) =

Z
A

Z
0

T dP; 8A 2 F ; t < T

ìpou

Z
0

t = exp

�
�u0Bt � 1

2
u
02t

�
= exp

�
�u0 �B0

t +
1

2
u
02t

�

'Eqoume loipìn apì thn (5.17) ìti

dSt = �Std �B
0

t (5.18)

ìpou �B
0
t eÐnai mÐa kÐnhsh Brown k�tw apì to mètro Q

0
. K�tw apì to mè-

tro autì h St dÐnetai apì èna stoqastikì olokl rwma ep�nw sthn kÐnhsh
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Brown sunep¸c h St eÐnai mÐa Q
0
martingale . To apotèlesma autì geni-

keÔetai polÔ apl� gia thn perÐptwsh pou � eÐnai sun�rthsh tou qrìnou
kai af netai san �skhsh ston anagn¸sth. Sthn perÐptwsh aut  mìno lÐ-
go prosoq  stouc periorismoÔc gia thn isqÔ tou jewr matoc tou Girsanov
kai sugkekrimèna sthn sunj kh tou Novikov.

2. Ja prospaj soume t¸ra na orÐsoume èna mètro pijanìthtac tètoio ¸ste
k�tw apì to mètro autì h taqÔthta thc St na eÐnai kajorismènh kai Ðsh
me rSt. Ja jewr soume xan� ìti �; r; � stajerèc. 'Eqoume loipìn

dSt = �Stdt+ �StdBt = rStdt+ �St

�
�� r

�
dt+ dBt

�
(5.19)

Ac onom�soume u = ��r
� ac kai orÐsoume thn stoqastik  diadikasÐa �Bt =

ut+ Bt. MporoÔme sÔmfwna me to je¸rhma tou Girsanov na doÔme ìti h
�Bt eÐnai mÐa kÐnhsh Brown k�tw apì to mètro Q to opoÐo orÐzetai apì thn
sqèsh

Q(A) =

Z
A

ZT dP 8A 2 F t < T

ìpou

Zt = exp

�
�uBt � 1

2
u2t

�
= exp

�
�u �Bt +

1

2
u2t

�

'Eqoume loipìn apì thn (5.19) ìti

dSt = rStdt+ �Std �Bt (5.20)

ìpou �Bt eÐnai mÐa kÐnhsh Brown k�tw apì to mètro Q. K�tw apì to mè-
tro autì h St dÐnetai apì èna stoqastikì olokl rwma ep�nw sthn kÐnhsh
Brown kai ton ìro rStdt sunep¸c h St èqei k�tw apì to mètro autì thn
zhtoÔmenh taqÔthta. To apotèlesma autì genikeÔetai polÔ apl� gia thn
perÐptwsh pou � eÐnai sun�rthsh tou qrìnou kai af netai san �skhsh
ston anagn¸sth.

3. Ja upologÐsoume t¸ra tic mèsec timèc thc St k�tw apì ta diaforetik�
mètra P , Q

0
kai Q. Apì thn sqèsh (5.16) èqoume ìti

St = S0 exp

�
(�� 1

2
�2)t+ �Bt

�
;

ìpou Bt eÐnai mÐa kÐnhsh Brown k�tw apì to mètro P . Sunep¸c

EP [St] =

1Z
�1

1p
2�t

exp

�
�y

2

2t

�
S0 exp

�
(�� 1

2
�2)t+ �y

�
dy = S0 exp(�t)
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Apì thn sqèsh (5.18) èqoume ìti

St = S0 exp

�
�1

2
�2t+ � �B

0

t

�
;

ìpou �B
0
t eÐnai mÐa kÐnhsh Brown k�tw apì to mètro Q

0
. Sunep¸c

EQ0 [St] =

1Z
�1

1p
2�t

exp

�
�y

2

2t

�
S0 exp

�
�1

2
�2t+ �y

�
dy = S0

Apì thn sqèsh (5.20) èqoume ìti

St = S0 exp

�
(r � 1

2
�2)t+ � �Bt

�
;

ìpou �Bt eÐnai mÐa kÐnhsh Brown k�tw apì to mètro Q. Sunep¸c

EQ[St] =

1Z
�1

1p
2�t

exp

�
�y

2

2t

�
S0 exp

�
(r � 1

2
�2)t+ �y

�
= S0 exp(rt)

K�nontac qr sh tou jewr matoc tou Girsanov mporoÔme na upologÐsoume
asjeneÐc lÔseic stoqastik¸n diaforik¸n exis¸sewn.

Par�deigma 5.5.8 Ac upojèsoume ìti Yt eÐnai mÐa gnwst  asjen c   isqur 
lÔsh thc exÐswshc

dYt = b(Yt)dt+ �(Yt)dBt (5.21)

b : Rn ! R
n � : Rn ! R

n�m ; (5.22)

kai Bt mÐa m-di�stath kÐnhsh Brown. K�nontac qr sh tou jewr matoc tou
Girsanov qrhsimopoi¸ntac thn Xt breÐte mÐa asjen  lÔsh thc exÐswshc

dXt = a(Xt)dt+ �(Xt)dBt (5.23)

Ac upojèsoume ìti up�rqei u0 : R
n!Rm tètoio ¸ste na epilÔei thn exÐswsh

�(y)u0(y) = b(y)� a(y); y 2 R
n

kai h stoqastik  diadikasÐa u0(Yt) na ikanopoieÐ thn sunj kh touNovikov. Tìte,
sÔmfwna me to je¸rhma tou Girsanov mporoÔme na orÐsoume thn stoqastik 
diadikasÐa

�Bt =

Z t

0

u0(Ys)ds+Bt

h opoÐa eÐnai mÐa kÐnhsh Brown k�tw apì to mètro Q pou orÐzetai sÔmfwna me
thn sqèsh

dQ

dP
=Mt
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kai gia thn opoÐa isqÔei

dYt = a(Yt)dt+ �(Yt)d �Bt (5.24)

Efìson loipìn h ( �Bt; Q) eÐnai mÐa kÐnhsh Brown tètoia ¸ste h Yt na ikanopoieÐ
thn (5.24) apì ton orismì twn asjen¸n lÔsewn mporoÔme na sumper�noume ìti
h (Yt; �Bt) eÐnai mÐa asjen c lÔsh thc exis¸sewc (5.23).

5.6 Sqèsh me diaforikèc exis¸seic me merikèc
parag¸gouc

Ja asqolhjoÔme t¸ra me thn sten  sqèsh twn stoqastik¸n diaforik¸n exis¸-
sewn me tic elleiptikèc kai parabolikèc diaforikèc exis¸seic me merikèc para-
g¸gouc.

5.6.1 O genn torac mÐac diadikasÐac di�qushc

Me k�je diadikasÐa di�qushc mporoÔme na sundèsoume ènan diaforikì telest 
deÔterhc t�xhc me merikèc parag¸gouc. O telest c autìc onom�zetai o genn -
torac thc di�qushc Xt.

Orismìc 5.6.1 'Estw Xt mÐa qronik� omogen c di�qush Itô sto Rn . O apei-
rostìc genn torac A thc Xt orÐzetai apì to

Af(x) = lim
t!0

Ex[f(Xt)]� f(x)

t
; x 2 R

n

O parap�nw tÔpoc mac lèei me lìgia ìti gia ton upologismì thc dr�shc tou
genn tora telest  thc Xt se mÐa sun�rthsh f(x) ja prèpei na xekin soume mÐa
diadikasÐa Itô sto shmeÐo x kai na thn af soume na �trèxei� gia qrìno t. Upolo-
gÐzoume thn tim  thc sun�rthshc f sto shmeÐo pou èftase h diadikasÐa di�qushc
dhlad  upologÐzoume thn posìthta f(Xt). Epanalamb�noume gia pollèc prag-
matopoi seic thc diadikasÐac aut c (xekin¸ntac p�ntote apì to arqikì shmeÐo
x) kai paÐrnoume thn mèsh tim . Met� afairoÔme thn f(x) kai paÐrnoume to ìrio
t! 0. H sun�rthsh pou prokÔptei eÐnai h dr�sh tou telest  A sthn sun�rthsh
f(x), dhlad  eÐnai h Af(x).

O orismìc autìc mporeÐ na genikeujeÐ kai gia mh qronik� omogeneÐc diaqÔseic
(diadikasÐec Itô). Sthn perÐptwsh aut  ja prèpei na l�boume upìyh kai to
qronikì shmeÐo sto opoÐo èqoume xekin sei. Sunep¸c, ston apeirostì genn tora
ja prèpei na antikatast soume san arqik  sunj kh to zeÔgoc (x0; t0), dhlad 
na jewr soume ìti h di�qush (diadikasÐa Itô ) `xekin�ei' thn qronik  stigm  t0
sto qwrikì shmeÐo x0. Se analogÐa me ton sumbolismì pou qrhsimopoi same
sthn parousÐash thc idiìthtac Markov ja sumbolÐsoume thn diadikasÐa aut  wc

X
(t0;x0)
t . O telest c A sthn perÐptwsh aut  epidr� tìso stic qwrikèc ìso kai

stic qronikèc suntetagmènec sunep¸c ja oristeÐ wc

Af(t0; x0) = lim
t!0

Ex[f(X
(t0;x0)
t )]� f(t0; x0)

t
; t0 2 R+ ; x0 2 R

n :



5.6. SQ�ESHMEDIAFORIK�ESEXIS�WSEISMEMERIK�ESPARAG�WGOUS213

GnwrÐzoume ìti mÐa diadikasÐa Itô mporeÐ na parastajeÐ san èna olokl rwma
kat� Riemann kai san èna stoqastikì olokl rwma. Sthn anapar�stash aut 
qrhsimopoioÔntai k�poioi suntelestèc. Ja  tan qr simo an mporoÔsame na
ekfr�soume ton genn tora telest  thc di�qushc sunart sei twn suntelest¸n
aut¸n.

'Eqoume to akìloujo polÔ shmantikì je¸rhma:

Je¸rhma 5.6.1 'Estw Xt 2 Rn mÐa qronik� omogen c di�qush Itô pou dÐnetai
san lÔsh thc stoqastik c diaforik c exÐswshc

dXt = b(Xt)dt+ �(Xt)dBt;

ìpou h kÐnhsh Brown jewreÐtai ìti eÐnai m�di�stath, kai ta b kai � eÐnai ka-
t�llhla epilegmèna dianÔsmata kai pÐnakec, antÐstoiqa. Tìte

Af(x) =
nX
i=1

bi(x)
@f

@xi
+

1

2

nX
i;j=1

(��T )ij
@2f

@xi@xj

ìpou me �T sumbolÐzetai o an�strofoc pÐnakac.

Apìdeixh: H apìdeixh tou jewr matoc basÐzetai sthn qr sh tou l mmatoc
tou Itô. Efarmìzontac to l mma tou Itô sthn sun�rthsh f(x) kai jètontac
x = Xt mporoÔme na doÔme, k�nontac qr sh twn idiot twn tou stoqastikoÔ
oloklhr¸matoc Itô ìti

Ex[f(Xt)]� x = E

2
4Z t

0

0
@ nX

i=1

bi
@f

@xi
(Xs) +

1

2

nX
i;j=1

(��T )ij
@2f

@xi@xj
(Xs)

1
A ds

3
5

ìpou to teleutaÐo olokl rwma eÐnai èna olokl rwma Riemann. K�nontac qr sh
twn idiot twn tou oloklhr¸matoc Riemann, thc sunèqeiac thc diadikasÐac Xs

kai twn idiot twn thc f èpetai to zhtoÔmeno.2

Sqìlio H sunj kh thc qronik c omoiogèneiac twn suntelest¸n mporeÐ na pa-
raleifjeÐ. An oi suntelestèc perièqoun ekpefrasmèna ton qrìno, tìte o gen-
n torac telest c ja èqei tupik� thn Ðdia morf  mìno pou oi suntelestèc tou
ja perièqoun qronik  ex�rthsh. Se tètoiec peript¸seic qrei�zetai lÐgo prosoq 
sqetik� me to orismì tou pedÐou orismoÔ tou telest  autoÔ. H tupik  morf 
tou telest  ja eÐnai

Af(t; x) =
nX
i=1

bi(t; x)
@f

@xi
+

1

2

nX
i;j=1

(�(t; x)�T (t; x))ij
@2f

@xi@xj
:

To polÔ shmantikì apotèlesma pou mac dÐnei to parap�nw je¸rhma eÐnai ìti
me k�je di�qush (k�je diadikasÐa Itô) mporeÐ na susqetisteÐ ènac diaforikìc
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telest c me merikèc parag¸gouc4

O telest c autìc èqei thn akìloujh shmantik  idiìthta:

Je¸rhma 5.6.2 H stoqastik  diadikasÐa

Zt = f(Xt)�
Z t

0

Af(Xs)ds

eÐnai mÐa martingale.

Apìdeixh: H apìdeixh basÐzetai sthn qr sh tou l mmatoc tou Itô kai af netai
san �skhsh ston anagn¸sth.2

Sqìlio: H genÐkeush se qronik� mh omogeneÐc diadikasÐec Itô eÐnai profan c.
Prosoq  qrei�zetai stic sunj kec pou ja prèpei na ikanopoioÔn oi suntelestèc
thc diadikasÐac.

Ja d¸soume t¸ra orismèna paradeÐgmata gia thn kataskeu  tou genn tora
telest .

Par�deigma 5.6.1 O genn torac telest c thc kÐnhshc Brown Bt eÐnai o

A =
1

2

@2

@x2

o opoÐoc dr� ep�nw se sunart seic f = f(x). Epanerqìmenoi ston orismì tou
genn tora telest  mporoÔme na jewr soume ìti xekin�me thn kÐnhsh Brown sto
shmeÐo x kai h f eÐnai sun�rthsh thc arqik c jèshc.

Par�deigma 5.6.2 O genn torac telest c thc poludi�stathc kÐnhshc Brown
Bt = (B1;t; :::; Bd;t) eÐnai o

A =
1

2

dX
i=1

1

2

@2

@x2i
=

1

2
�

dhlad  sqetÐzetai me ton telest  Laplace. O telest c autìc dr� ep�nw se
sunart seic thc morf c f = f(x1; :::; xd). An epanèljoume ston orismì tou
genn tora telest , mporoÔme na fantastoÔme ìti xekin�me thn poludi�stath
kÐnhsh Brown sto shmeÐo x = (x1; :::; xd) kai h f eÐnai mÐa sun�rthsh twn
arqik¸n sunjhk¸n. Sqetik� me ton telest  Laplace kai tic efarmogèc tou
parapèmpoume p.q. sto [23].

Par�deigma 5.6.3 'Estw Xt = (X1;t; X2;t) h lÔsh tou sust matoc

dX1;t = dt;

dX2;t = dBt;

4O telest c autìc eÐnai elleiptikoÔ   pijanìn parabolikoÔ tÔpou (bl. [9], [36]) kai thn
par�grafo 5.6.4 tou parìntoc.
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me arqikèc sunj kec
X1;0 = t0 X2;0 = x0:

EÐnai fanerì ìti h X eÐnai to gr�fhma thc kÐnhshc Brown. O genn torac
telest c gia thn stoqastik  diadikasÐa Xt eÐnai o telest c

A =
@

@t
+

1

2

@2

@x2

O telest c autìc dr� ep�nw se sunart seic f = f(x; t). Epanerqìmenoi ston
orismì tou genn tora telest  blèpoume ìti h stoqastik  diadikasÐa Xt qrei�-
zetai dÔo arqikèc sunj kec gia na oristeÐ. Thn qronik  stigm  t apì thn opoÐa
xekin�me to gr�fhma kai thn jèsh x. H f jewreÐtai sun�rthsh twn dÔo aut¸n
arqik¸n sunjhk¸n.

Par�deigma 5.6.4 H diadikasÐa Bessel OrÐsame sto par�deigma 4.5.5 thn
diadikasÐa Itô Rt =jj Bt jj, ìpou Bt = (B1;t; :::; Bd;t) h d�di�stath kÐnhsh
Brown kai jj : jj h EukleÐdia nìrma ston Rd . H diadikasÐa Rt Bessel kai dÐnei
thn aktÐna thc poludi�stathc kÐnhshc Brown. 'Opwc deÐxame sto par�deigma
4.5.5 h Rt mporeÐ na grafeÐ sthn morf 

dRt =
d� 1

2Rt
dt+ d �Bt (5.25)

ìpou �B eÐnai mÐa d�di�stath kÐnhsh Brown. Sunep¸c apì thn exÐswsh (??)
katal goume ìti o genn torac telest c thc diadikasÐac Bessel eÐnai o

A =
1

2

@2

@r2
+
d� 1

2r

@

@r

pou dr� ep�nw se sunart seic thc morf c f = f(r). Me r sumbolÐzoume thn
arqik  aktÐna thc poludi�stathc kÐnhshc Brown, dhlad  an èqoume xekin sei
thn kÐnhsh Brown sto shmeÐo x = (x1; :::; xd), r =

p
x21 + :::+ x2d. O telest c

A eÐnai gnwstìc wc telest c tou Bessel. AxÐzei na shmei¸soume ìti an jewr -
soume ton telest  tou Laplace se d�diast�seic kai jewr soume ìti epidr� se
sunart seic f(x1; :::; xd) tètoiac morf c ¸ste f(x1; :::; xd) = f(r) tìte met� apì
k�poia �lgebra mporoÔme na deÐxoume ìti

1

2
�f =

1

2
Af

Par�deigma 5.6.5 San teleutaÐo par�deigma ac jewr soume thn kÐnhsh Brown
ston monadiaÐo kÔklo S1 pou melet same sto par�deigma 4.5.4. O genn torac
telest c thc diadikasÐac Itô Xt = (X1;t; X2;t) pou eÐnai h kÐnhsh Brown ston
monadiaÐo kÔklo eÐnai o

A =
1

2

�
x22

@2

@x21
� 2x1x2

@2

@x1@x2
+ x21

@2

@x22
� x1

@

@x1
� x2

@

@x2

�
:

O telest c autìc jewreÐtai ìti epidr� ep�nw se sunart seic f = f(x1; x2) ìpou
x1; x2 eÐnai h arqik  jèsh thc kÐnhshc Brown ston monadiaÐo kÔklo.
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5.6.2 O tÔpoc twn Feynman-Kac

Ac jewr soume ton telest 

A :=
X
i

bi(x)
@

@xi
+

1

2

X
ij

(��T )ij
@2

@xi@xj

Sto tm ma autì ja deÐxoume ìti h lÔsh sto prìblhma Cauchy

@u

@t
= Au+ cu

u(t; x) 2 C1;2([0;1)� R
n ); (5.26)

u(0; x) = f(x)

gia c suneq  kai fragmènh kai f 2 C2
0 , mporeÐ na grafeÐ san h mèsh tim 

ep�nw stic troqièc thc diadikasÐac Itô Xt h opoÐa èqei gia genn tora telest 
ton telest  A. 'Eqoume loipìn to akìloujo je¸rhma

Je¸rhma 5.6.3 H lÔsh sto prìblhma Cauchy (5.26) mporeÐ na grafeÐ wc

u(t; x) = Ex

�
f(Xt)exp

�Z t

0

c(Xs)ds

��
: (5.27)

(5.28)

PrwtoÔ proqwr soume se èna sqèdio thc apìdeixhc tou jewr matoc autoÔ ac
doÔme me lìgia ti mac lèei: Ac upojèsoume ìti jèloume na upologÐsoume thn
lÔsh thc exÐswshc (5.26) sto shmeÐo x thn qronik  stigm  t. Tìte paÐrnoume
mÐa seir� apì diaqÔseic Xt(!i), oi opoÐec èqoun genn tora telest  A, kai pou
ìlec xekin�ne thn qronik  stigm  0 sto shmeÐo x. Af noume tic diaqÔseic na
trèxoun gia qrìno t kai gia k�je mÐa apì tic troqÐec upologÐzoume thn posìth-

ta f(Xt(!i))exp(
R t
0
c(Xs(!i))ds). Met� paÐrnoume thn mèsh tim  ep�nw se ìlec

tic troqièc (ìla ta !i) kai h mèsh tim  aut  eÐnai h lÔsh thc exÐswshc. H ana-
par�stash aut  mac parèqei èna wraÐo trìpo eÔreshc thc lÔshc parabolik¸n
problhm�twn.

Apìdeixh: Ja d¸soume èna sqèdio apìdeixhc tou parap�nw jewr matoc sthn
perÐptwsh pou c = 0. Ja d¸soume k�poiec nÔxeic gia tic allagèc pou qrei�zo-
ntai sthn apìdeixh an c 6= 0.
(a) Ac upojèsoume ìti h u lÔnei to prìblhma Cauchy (5.26) gia c = 0. Tìte
ja apodeÐxoume ìti h u mporeÐ na anaparastajeÐ apì thn mèsh tim  pou dÐnetai
sthn exÐswsh (5.27) me c = 0 dhlad  u(t; x) = Ex[f(Xt)].

Ja jewr soume k�poio t0 stajerì kai ja orÐsoume thn stoqastik  diadika-
sÐa Mt = u(t0 � t;Xt). Ac efarmìsoume to l mma tou Itô sthn Mt. 'Eqoume

dMt =

�
�@u
@t

+Au

�
dt+ru � �dBt (5.29)
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To arnhtikì prìshmo mprost� apì thn qronik  par�gwgo tou u pou emfanÐsthke
ìtan qrhsimopoi same to l mma tou Itô proèrqetai apì to ìti paÐrnoume thn
u(t0� t;Xt) kai ìqi thn u(t;Xt). Efìson h u ikanopoieÐ thn exÐswsh (5.26) gia
c = 0 h (5.29) mac dÐnei ìti

dMt = ru � �dBt

sunep¸c h Mt mporeÐ na grafeÐ san èna stoqastikì olokl rwma ep�nw sthn
kÐnhsh Brown kai �ra eÐnai mÐa martingale. Apì tic idiìthtec twn martingale
èqoume ìmwc ìti

Ex[Mt0 ] = Ex[M0] (5.30)

Ja upologÐsoume t¸ra qwrist� to aristerì kai to dexiì mèroc thc isìthtac
aut c

� Aristerì mèloc: Ex[Mt0 ] = Ex[u(0; Xt0 ] = Ex[f(Xt0)]
efìson gnwrÐzoume ìti u(0; x) = f(x) gia k�je x.

� Dexiì mèloc: Ex[M0] = Ex[u(t0; X0)] = u(t0; x)
efìson h di�qush Xt xekin�ei sto shmeÐo x (X0 = x).

'Etsi loipìn katal goume apì thn (5.30) ìti Ex[f(Xt0)] = u(t0; x) kai afoÔ to
t0 eÐnai aujaÐreto to apotèlesma pou jèlame na apodeÐxoume isqÔei.
(b) Ac orÐsoume san v(t; x) � Ex[f(Xt)]. Ja deÐxoume ìti h sun�rthsh v eÐnai
lÔsh tou probl matoc Cauchy (5.26) gia c = 0. Gia na to apodeÐxoume autì ja
k�noume qr sh thc idiìthtac Markov thc diadikasÐac di�qushc Xt.

Isqurizìmaste ìti gia to v(t; x) ìpwc èqei oristeÐ pio p�nw, h stoqastik 
diadikasÐa Mt = v(T � t;Xt) (ìpou T stajerì kai t < T ) eÐnai èna martingale.
Arqik� ja apodeÐxoume ton isqurismì autì.

Ac jewr soume ìti xekin�me thn diadikasÐa di�qushc opoud pote. 'Eqoume:

E[f(XT ) j Ft] = EXt [f(XT�t] = v(T � t;Xt) =Mt (5.31)

To parap�nw isqÔei lìgw thc idiìthtacMarkov : H upì sunj kh mèsh tim  mi�c
posìthtac pou exart�tai apo thn jèsh mi�c di�qushc thn qronik  stigm  T wc
proc thn �-�lgebra Ft èqontac xekin sei thn qronik  stigm  0 opoud pote, eÐnai
Ðsh me thn mèsh tim  thc Ðdiac posìthtac ep�nw se mÐa di�qush pou xekÐnhse
thn qronik  stigm  0, sthn jèsh Xt kai ja �trèxei� gia qronikì di�sthma T � t.
TonÐzoume ìti o trìpoc pou gr�yame thn idiìthtaMarkov ed¸ isqÔei gia qronik�
omogeneÐc diaqÔseic.

Apì thn (5.31) ja prèpei na faÐnetai amèswc ìti h Mt eÐnai mÐa martingale .
Pr�gmati

E[Mt j Fs] = E[f(XT ) j Ft] j Fs] = E[f(XT ) j Fs] =Ms

Ac efarmìsoume t¸ra to l mma tou Itô sthn stoqastik  diadikasÐa Mt.
'Eqoume ìti

dMt = d(v(T � t;Xt) =

�
�@v
@t

+Av

�
dt+rv� � dBt
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Efìson ìmwc hMt eÐnai mÐa martingale ja prèpei to komm�ti pou eÐnai an�logo
tou dt na mhdenÐzetai �ra h v ikanopoieÐ thn exÐswsh (5.26). To ìti ikanopoieÐtai
h arqik  sunj kh mporeÐ na faneÐ amèswc apì ton orismì thc v. �

ShmeÐwsh: Sthn parap�nw apìdeixh jewroÔme ìti isqÔoun orismènec apa-
raÐthtec sunj kec k�poiec apì tic opoÐec ja prèpei na elegjoÔn. H pio basik 
eÐnai ìti h sun�rthsh v(t; x) pou orÐzetai apì thn mèsh tim  Ex(f(Xt)] eÐnai mÐa
sun�rthsh pou an kei sto C1;2 (mÐa suneq c par�gwgoc sto t, kai dÔo suneqeÐc
par�gwgoi sto x). To shmeÐo autì eÐnai arket� teqnikì kai paraleÐpetai. Gia
mÐa antimet¸pish tou jèmatoc autoÔ parapèmpoume sto [28]. EpÐshc, eskemmèna
paraleÐyame thn anafor� twn sunjhk¸n pou ja prèpei na ikanopoioÔn oi sunte-
lestèc tou probl matoc gia na ikanopoieÐtai h anapar�stash Feynman-Kac. Oi
sunj kec autèc anafèrontai leptomer¸c sthn par�grafo 5.6.4. AxÐzei na ana-
fèroume ìti ta apotelèsmata aut� mporeÐ na genikeujoÔn kai ìtan ta stoiqeÐa
tou probl matoc ikanopoioÔn pio asjeneÐc sunj kec ìpwc pq. an h c den eÐnai
fragmènh. EpÐshc mporeÐ na genikeujoÔn polÔ �neta kai sthn perÐptwsh pou oi
suntelestèc thc exÐswshc exart¸ntai ekpefrasmèna apì ton qrìno (mh qronik�
omogen c di�dikasÐa Itô). Gia thn genÐkeush aut  bl. par�grafo 5.6.4.

Par�deigma 5.6.6 Ekfr�ste thn lÔsh thc exÐswshc

@u

@t
=

1

2

@2u

@x2
; (5.32)

u(0; x) = f(x)

san thn mèsh tim  ep�nw se mÐa kat�llhla epilegmènh diadikasÐa di�qushc.

H diadikasÐa di�qushc pou par�gei o genn torac A = 1
2
@2

@x2 den eÐnai �llh
apì thn kÐnhsh Brown Xt = Bt. Apì thn anapar�stash Feynman-Kac èqoume
loipìn

u(t; x) = Ex[f(Xt)] = Ex[f(Bt)] = E0[f(x+Bt)]

ìpou h trÐth mèsh tim  eÐnai ep�nw se mÐa kÐnhsh Brown pou xekin�ei sto sh-
meÐo x kai h tètarth mèsh tim  eÐnai ep�nw se mÐa kÐnhsh Brown pou xekin�ei
sto shmeÐo 0. Efìson xèroume thn katanom  thc kÐnhshc Brown mporoÔme na
gr�youme ekpefrasmèna thn lÔsh san

u(t; x) =
1p
2�t

1Z
�1

f(y) exp

�
� (y � x)2

2t

�
dy =

1p
2�t

1Z
�1

f(x+ z) exp

�
�z

2

2t

�
dz

'Osoi apì es�c èqoun k�poia epaf  me tic merikèc diaforikèc exis¸seic ja ana-
gnwrÐsoun to deÔtero apì ta oloklhr¸mata aut� wc thn oloklhrwtik  anapa-
r�stash thc lÔshc thc exÐswshc jermìthtac qrhsimopoi¸ntac thn jemeli¸dh
lÔsh (sun�rthsh Green).

Pollèc forèc eÐnai qr simo na gnwrÐzoume thn lÔsh tou probl matocCauchy
an�strofa sto qrìno, dhlad  gnwrÐzontac thn lÔsh se k�je x thn qronik 
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stigm  T , kai anazht¸ntac thn gia t < T . Tètoiec efarmogèc emfanÐzontai
polÔ suqn� thn qrhmatooikonomik  kai sugkekrimèna se probl mata apotÐmhshc
parag¸gwn sumbolaÐwn, twn opoÐwn h axÐa eÐnai gnwst  thn stigm  thc l xhc
touc kai qrei�zetai na broÔme thn axÐa touc k�poia stigm  prin thn l xh.

Ja parousi�soume mÐa pijanojewrhtik  anapar�stash thc lÔshc tou pro-
bl matoc Cauchy

�@u
@t

= Au+ cu

u(T; x) = f(x); 0 � t � T (5.33)

IsqÔei to parak�tw je¸rhma:

Je¸rhma 5.6.4 (Feynman-Kac II ) H lÔsh tou probl matoc (5.33) mporeÐ na
grafeÐ san

u(t; x) = Et;x

2
4f(XT ) exp

0
@ TZ

t

c(Xs)ds

1
A
3
5

ìpou me to sÔmbolo Et;x[:] ennooÔme thn mèsh tim  ep�nw se diaqÔseic Xt pou
èqoun genn tora A kai xekin�ne thn qronikh stigm  t sto shmeÐo x.

Apìdeixh: 'Opwc kai prohgoumènwc ja d¸soume thn apìdeixh gia c = 0 kai
af noume thn genik  perÐptwsh wc �skhsh.
(a) 'Estw ìti h sun�rthsh u eÐnai lÔsh tou probl matoc Cauchy (5.33) me c = 0.
Tìte h u(t; x) mporeÐ na anaparastajeÐ wc u(t; x) = Et;x[f(XT )].

Ac jewr soume thn stoqastik  diadikasÐa Mt = u(t;Xt) kai ac efarmìsou-
me to l mma tou Itô sthn diadikasÐa Mt:

dMt =

�
@u

@t
+Au

�
dt+ru� � dBt

Lìgw ìmwc thc upojèsewc ìti h u lÔnei thn (5.33) h parap�nw exÐswsh gÐnetai

dMt = ru� � dBt

kai apì tic idiìthtec tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc blèpoume ìti h Mt eÐnai
mÐa martingale. Lìgw thc idiìthtac martingale isqÔei

Et;xMT = Et;xMt

To aristerì meloc thc exÐswshc aut c eÐnai Ðso me Et;x[f(XT )] (lìgw tou ìti
u(T; x) = f(x) gia k�je x) en¸ to dexiì mèloc thc exÐswshc aut c eÐnai Ðso me
u(t; x) (giatÐ h mèsh tim  paÐrnetai ep�nw se diaqÔseic pou xekin�ne thn qronik 
stigm  t sto shmeÐo x opìte Xt = x). Sunep¸c katal goume sto sumpèrasma
pou jèloume.
(b) Ac orÐsoume t¸ra v(t; x) = Et;x[f(XT )]. ja deÐxoume ìti h sun�rthsh v(t; x)
eÐnai lÔsh tou probl matoc Cauchy (5.33) me c = 0.
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Gia na apodeÐxoume autì ja katafÔgoume sthn idiìthta Markov gia thn
di�qush Xt. IsqÔrizìmaste pr¸ta ìti h stoqastik  diadikasÐa Mt = v(t;Xt)
eÐnai mÐa martingale.

Pr�gmati, apì thn idiìthta Markov èqoume

E[f(XT ) j Ft] = Et;Xt [f(XT )] = v(t;Xt) =Mt

apì opou faÐnetai ìti h Mt eÐnai mÐa martingale. Sthn parap�nw efarmog  thc
idiìthtacMarkov h pr¸th mèsh tim  eÐnai ep�nw se mÐa di�qush pou xekin�ei thn
qronik  stigm  0 se opoiad pote jèsh, en¸ h deÔterh mèsh tim  eÐnai ep�nw se
mÐa di�qush pou xekin�ei thn qronik  stigm  t sthn jèsh Xt. Den qrei�zetai ed¸
na p�roume XT�t san ìrisma thc f giatÐ xekin�me thn qronik  stigm  t kai ìqi
thn qronik  stigm  0 (ìpwc sthn apìdeixh thc �llhc parallag c tou jewr matoc
Feynman-Kac ). Wc ek toÔtou h apodeixh aut  isqÔei kai gia diaqÔseic pou
mporeÐ na mhn eÐnai qronik� omogeneÐc.

Ja efarmìsoume t¸ra to l mma tou Itô sthn diadikasÐa Mt

dMt =

�
@v

@t
+Av

�
dt+rv� � dBt

Efìson h diadikasÐa Mt eÐnai martingale to olokl rwma wc proc dt ja prèpei
na eÐnai Ðso me 0 �ra h v ja prèpei na ikanopoieÐ thn exÐswsh (5.33). H telik 
sunj kh v(T; x) = f(x) gia k�je x apodeiknÔetai polÔ eÔkola ìti isqÔei. �

Ja doÔme t¸ra thn efarmog  thc anapar�stashc Feynman-Kac se mÐa dia-
forik  exÐswsh h opoÐa sunant�tai polÔ suqn� sthn qrhmatooikonomik .

Par�deigma 5.6.7 H exÐswsh Black-Scholes
Gr�yte thn lÔsh thc exÐswshc

@v

@t
+

1

2
�2s2

@v

@s2
+ rs

@v

@s
� rv = 0

me thn sunj kh v(T; s) = f(s) san mÐa mèsh tim  ep�nw se mÐa kat�llhla epi-
legmènh diadikasÐa di�qushc. H exÐswsh aut  onom�zetai exÐswsh Black-Scholes
kai dÐnei thn tim  enìc parag ģou sumbolaÐou san sun�rthsh tou qrìnou prin
thn l xh tou kai thc tim c tou basikoÔ tÐtlou.

O telest c A = rs @
@s +

1
2�

2s2 @2

@s2 eÐnai o genn torac telest c thc diadikasÐac
di�qushc St pou eÐnai lÔsh thc stoqastik c diaforikhc exÐswshc

dSt = rStdt+ �StdBt

ìpou Bt h monodi�stath kÐnhsh Brown . AnagnwrÐzoume thn St san thn gewme-
trik  kÐnhsh Brown . SÔmfwna me thn anapar�stash Feynman-Kac loipìn h
lÔsh thc exÐswshc Black-Scholes ja dÐnetai apì thn mèsh tim 

v(t; s) = Et;s[exp
�r(T�t) f(ST )] � E[exp�r(T�t) f(ST ) j St = s]

ìpou h mèsh tim  lamb�netai ep�nw stic troqièc thc gewmetrik c kÐnhshc Brown
pou xekin�ne thn qronik  stigm  t sthn jèsh s.



5.6. SQ�ESHMEDIAFORIK�ESEXIS�WSEISMEMERIK�ESPARAG�WGOUS221

Par�deigma 5.6.8 H anapar�stash Feynman-Kac kai allag  mètrou
ja doÔme t¸ra thn sqèsh thc anapar�stashc Feynman-Kac me to je¸rhma tou
Girsanov to opoÐo mac epitrèpei na all�xoume thn taqÔthta k�poiac di�qushc
me thn kat�llhlh allag  tou mètrou pijanìthtac k�tw apì to opoÐo �blèpoume�
thn diadikasÐa.

Ac jewr soume thn diadikasÐa di�qushc

dXt = a1(Xt)dt+ �(Xt)dBt (5.34)

kai P to mètro pijanìthtac k�tw apì to opoÐo h Bt eÐnai mÐa kÐnhsh Brown . H
di�qush aut  èqei genn tora telest  ton

A1 = a1(x)
@

@x
+

1

2
�(x)2

@2

@x2

(se mÐa di�stash, me profan  genÐkeush se perissìterec diast�seic). SÔm-
fwna me to je¸rhma tou Girsanov mporoÔme na orÐsoume èna isodÔnamo mètro
pijanìthtac Q k�tw apì to opoÐo h di�qush Xt ja èqei thn morf 

dXt = a2(Xt)dt+ �(Xt)d �Bt (5.35)

ìpou �Bt eÐnai mÐa kÐnhsh Brown k�tw apì to mètro Q. H di�qush aut  èqei
genn tora telest  ton

A1 = a1(x)
@

@x
+

1

2
�(x)2

@2

@x2

(se mÐa di�stash, me profan  genÐkeush se perissìterec diast�seic).
H lÔsh tou probl matoc

@v1
@t

= A1v1 + cv1; v1(0; x) = f(x)

ja dÐnetai apì thn anapar�stash Feynman-Kac

v1(t; x) = EP;x[f(Xt) exp(

Z t

0

c(Xs)ds)]

ìpou me EP;x sumbolÐzoume thn mèsh tim  k�tw apì to mètro P kai gia mÐa
di�qush pou eÐnai lÔsh thc (5.34) kai xekin�ei thn qronik  stigm  0 sthn jèsh
x.
H lÔsh tou probl matoc

@v2
@t

= A2v2 + cv2; v2(0; x) = f(x)

ja dÐnetai apì thn anapar�stash Feynman-Kac

v2(t; x) = EQ;x[f(Xt) exp(

Z t

0

c(Xs)ds)]

ìpou me EQ;x sumbolÐzoume thn mèsh tim  k�tw apì to mètro Q kai gia mÐa
di�qush pou eÐnai lÔsh thc (5.35) kai xekin�ei thn qronik  stigm  0 sthn jèsh
x.
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5.6.3 Probl mata sunoriak¸n sunjhk¸n: To prìblhma
Dirichlet

To prìblhmaCauchy den eÐnai to monadikì pou mporeÐ na antimetwpisteÐ me pija-
nojewrhtikèc mejìdouc. Orismèna probl mata sunoriak¸n sunjhk¸n mporoÔn
na antimetwpistoÔn epÐshc me pijanojewrhtikèc mejìdouc. 'Ena tètoio prìblhma
eÐnai to prìblhma Dirichlet se k�poio qwrÐo 
. H epÐlush tou probl matoc au-
toÔ sqetÐzetai me ton qrìno pr¸thc exìdou thc antÐstoiqhc diadikasÐac di�qushc
apì to qwrÐo 
.

Arqik�, ac jewr soume to qronik� anex�rthto (elleiptikì) prìblhma

Au+ cu = f x 2 


u = � x 2 @


Ac sumbolÐsoume me � to qrìno prwthc exìdou thc di�qushc me genn tora te-
lest  A apì to qwrÐo 
,

� = infft : t 2 @
g

'Eqoume to akìloujo je¸rhma

Je¸rhma 5.6.5 H lÔsh tou probl matoc Dirichlet mporeÐ na anaparastajeÐ wc

u(x) = Ex

�
�(X� )exp

�Z �

0

c(Xs)ds

��
�Ex

�Z �

0

f(Xt)exp

�Z t

0

c(Xs)ds

�
dt

�
:

Gia thn monadikìthta thc lÔshc kai thn ikanopoÐhsh twn sunoriak¸n sunjhk¸n
qreiazìmaste thn sumplhrwmatik  sunj kh ìti ìla ta shmeÐa sto sÔnoro tou

 eÐnai kanonik�   me �lla lìgia, an x 2 @
 tìte Px(� = 0) = 1.

Apìdeixh: Ja d¸soume mìno thn basik  idèa thc apìdeixhc.
Ac doÔme arqik� giatÐ h lÔsh tou probl matoc autoÔ ja prèpei na èqei thn
morf  pou d¸same: Efarmìzoume ton tÔpo tou Itô sthn sun�rthsh u(x)exp(ct)

ìpou ct =
R t
0
c(Xs)ds. 'Eqoume ìti

u(Xt)exp(ct)� u(x) =

Z t

0

(ru(Xs)exp(ct); �(Xs)dBs)

+

Z t

0

(Au+ cu)(Xs)exp(cs)ds:

'O tÔpoc autìc paramènei alhj c an antikatast soume to t me thn tuqaÐa meta-
blht  �T = T ^ � . Gia s < �T h stoqastik  diadikasÐa Xs brÐsketai entìc tou
qwrÐou 
 kai sunep¸c an h u(x) eÐnai h lÔsh thc elleiptik c exÐswshc blèpoume
ìti to teleutaÐo olokl rwma eÐnaiZ t

0

f(Xs)exp(cs)ds
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T¸ra paÐrnoume to ìrio T ! 1. PaÐrnontac thn mèsh tim  kai twn dÔo ìrwn
kai upenjumÐzoume ìti h mèsh tim  tou stoqastikoÔ oloklhr¸matoc eÐnai 0 arkeÐ
na eÐnai fragmèno. H idiìthta tou ìti eÐnai fragmèno mporeÐ na exasfalisteÐ
stic akìloujec dÔo peript¸seic

(i) c � 0 kai E[� ] <1, (an c arnhtikì kai fragmèno apì to 0 tìte mporoÔme
na af soume aut  thn upìjesh.

(ii) An upojèsoume ìti h c mporeÐ na p�rei jetikèc timèc kai c < a tìte qreia-
zìmaste thn sunj kh supx2
E[exp(a�)] <1.

K�tw apì opoiad pote apo tic dÔo autèc sunj kec, mporoÔme na p�roume thn
mèsh tim  kaj¸c T ! 1 kai blèpoume ìti an h u eÐnai lÔsh thc elleiptik c
exÐswshc ja prèpei na eÐnai thc morf c pou dìjhke sthn ekf¸nhsh tou jewr -
matoc.

DeÔteron ac prospaj soume na deÐxoume ìti h sun�rthsh pou d¸same para-
p�nw ikanopoieÐ thn exÐswsh. Autì ja gÐnei me ton Ðdio trìpo pou apodeÐxame to
antÐstoiqo apotèlesma gia to prìblhma Cauchy. Efìson h tuqaÐa metablht  �
eÐnai ènac qrìnoc st�shc arkeÐ na efarmìsoume thn isqur  idiìthta Markov.

Tèloc ac asqolhjoÔme me thn sunoriak  sunj kh. Entel¸c diaisjhtik� mpo-
roÔme na doÔme ìti an èna shmeÐo tou sÔnorou tou qwrÐou eÐnai kanonikì, tìte
an arqÐsoume thn diadikasÐa di�qushc apì to shmeÐo autì o qrìnoc exìdou ja
eÐnai 0 me pijanìthta 1. Sthn perÐptwsh aut  ìla ta oloklhr¸mata ja eÐnai
mhdenik�, kai efìson X�D = x gia x 2 @
 ja isqÔei E[ (X� )] !  (x) kai
u(x) !  (x) kaj¸c plhsi�zoume to sÔnoro. An h sunj kh thc kanonikìthtac
den eÐqe tejeÐ tìte ja eÐqame probl matama thn sunèqeia sto sÔnoro kai me to
na ikanopoi soume thn sunoriak  sunj kh Dirichlet kai epÐshc ja eÐqame prì-
blhma me thn monadikìthta thc lÔshc. Oi diaisjhtikèc autèc idèec mporeÐ na
gÐnoun austhrèc sqetik� eÔkola. Gia thn pl rh apìdeixh bl. p.q. [2]. 2

Me paremfer  trìpo mporoÔme na d¸soume mia anapar�stash twn lÔsewn tou
qronik� exarthmènou (parabolikoÔ) probl matoc Dirichlet.

Ac jewr soume to prìblhma

@u

@t
= Au+ cu; x 2 


u(0; x) = f(x); (5.36)

u(t; x) = g(t; x); x 2 @

EpÐshc jewroÔme ìti oi sunart seic f ,c, g eÐnai suneqeÐc kai fragmènec.

'Eqoume to akìloujo je¸rhma:

Je¸rhma 5.6.6 MÐa suneq c kai fragmènh lÔsh tou probl matoc autoÔ h o-
poÐa èqei fragmènec kai suneqeÐc pr¸tec parag ģouc ston qrìno kai fragmènec
kai suneqeÐc deÔterec parag ģouc stic qwrikèc metablhtèc, èqei thn anapar�-
stash

u(t; x) = Ex

�
f(Xt)1f�t=tgexp

�Z t

0

c(Xs)ds

��
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+ Ex

�
g(�;X� )1f�t 6=tgexp

�Z �

0

c(Xs)ds

��
ìpou � = inffs : Xs 2 @
g eÐnai o qronoc pr¸thc exìdou thc diadikasÐac
Xs apì to qwrÐo 
 (o opoÐoc fusik� exart�tai apì thn arqik  sunj kh x thc
di�qushc), �t = t ^ �D , 1f�t=tg h deÐktria sun�rthsh tou sunìlou f! : � = tg,
1f�t 6=tg = 1� 1f�t=tg.

Apìdeixh: H apìdeixh tou jewr matoc autoÔ eÐnai parìmoia me thn apìdeixh
tou antÐstoiqou jewr matoc gia thn elleiptik  perÐptwsh kai paraleÐpetai.2

5.6.4 H anapar�stash Feynman-Kac gia probl mata pou
oi suntelestèc touc exart¸ntai apì ton qrìno

H anapar�stash Feynman-Kac mporeÐ na genikeujeÐ qwrÐc meg�lh duskolÐa
kai gia probl mata pou oi suntelestèc touc exart¸ntai apì ton qrìno. Ja
parousi�soume ed¸ mÐa tètoia genÐkeush gia probl mata ta opoÐa ta epilÔsoume
antÐstroafa ston qrìno.

Ac orÐsoume ton diaforikì telest 

L :=
1

2

nX
i;j=1

aij(t; x)
@2

@xi@xj
+

nX
i=1

bi(t; x)
@

@xi
+ c(t; x) := A+ c(t; x)

Me X
(t;x)
s ac sumbolÐsoume thn lÔsh thc stoqastik c diaforik c exÐswshc

X(t;x)
s = x+

Z s

t

b(r;X(t;x)
r )dr +

Z s

t

�(r;X(t;x)
r )dBr

ìpou � eÐnai ènac pÐnakac tètoioc ¸ste ��T = a.

JewroÔme ìti plhroÔntai oi upojèseic

Y 1: yTay � � jj y jj2 gia k�je y 2 RN (o telest c eÐnai eleiptikìc)

Y 2: aij , bi omoiìmorfa suneqeÐc kat� Lipschitz

Ja asqolhjoÔme me to prìblhma Cauchy

@u

@t
+ Lu = f(x); sto [0; T ]� R

n (5.37)

u(T; x) = g(x); sto R
n

kai to prìblhma Dirichlet

@u

@t
+ Lu = f(x); sto [0; T ]�


u(T; x) = g(x); sto R
n (5.38)

u(t; x) = w(t; x); sto [0; T ]� @


JewroÔme ìti sqetik� me to prìblhma Cauchy ikanopoioÔntai kai oi perai-
tèrw upojèseic
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Y 3: Oi sunart seic aij(t; x) eÐnai fragmènec sto [0; T ]�Rn kai suneqeÐc (kat�
H�older bl. [10]) sto x.

Y 4: H sun�rthsh c eÐnai fragmenh sto [0; T ] � Rn kai omoiìmorfa suneq c
kat� H�older sto x kai t se k�je sumpagèc uposÔnolo tou [0; T ]� Rn .

Y 5: H sun�rthsh b eÐnai suneq c sto [0; T ] � R
n , omoiìmorfa suneq c kat�

H�older sto x kai t sto [0; T ] � Rn kai fragmènh apì mÐa poluwnumik 
sun�rthsh tou x.

Y 6: H sun�rthsh g(x) eÐnai suneq c sto Rn kai eÐnai fragmènh apo mÐa po-
luwnumik  sun�rthsh tou x.

Sqetik� me to prìblhma Dirichlet ikanopoioÔntai oi upojèseic

Y 3
0
: Oi sunart seic c kai f eÐnai omoiìmorfa suneqeÐc kat� H�older sto (t; x) 2
[0; T ]� �
,

Y 4
0
: H g eÐnai suneq c sto �
,

Y 5
0
: H w eÐnai suneq c sto [0; T ]� @
,

Y 6
0
: g(x) = w(x; T ) gia x 2 @
.

IsqÔoun ta parak�tw dÔo jewr mata (bl. [24])

Je¸rhma 5.6.7 K�tw apì tic upojèseic Y 1 � Y 6 up�rqei monadik  lÔsh tou
probl matoc Cauchy (5.37) h opoÐa dÐnetai apì thn anapar�stash

u(t; x) = E

"
g(X

(t;x)
T )exp

 Z T

t

c(s;X(t;x)
s )ds

!#

� E

"Z T

t

f(X(t;x)
s )exp

�Z s

t

c(r;X(t;x)
r )dr

�
ds

#

Je¸rhma 5.6.8 Ac jewr soume ìti to 
 eÐnai èna fragmèno kai anoiktì uposÔ-
nolo tou Rn tou opoÐou to sÔnoro @
 eÐnai C2. K�tw apì tic upojèseic Y 1� Y 2
kai Y 3

0 � Y 6
0
up�rqei monadik  lÔsh tou probl matoc Dirichlet (5.38) h opoÐa

dÐnetai apì thn anapar�stash

u(t; x) = E

�
1f�<Tgw(X(t;x)

� ; �)exp

�Z �

t

c(s;X(t;x)
s )ds

��

+ E

"
1f�=Tgg(X

(t;x)
T )exp

 Z T

t

c(s;X(t;x)
s )ds

!#

� E

�Z �

t

f(s;X(t;x)
s )exp

�Z s

t

c(r;X(t;x)
r )dr

�
ds

�

ìpou � = T ^ inffs 2 [t; T ] : X
(t;x)
s 62 
g
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Ta parap�nw jewr mata èqoun kai ekdoqèc gia ìtan antÐ gia telik  sunj kh
èqoume arqik  sunj kh, dhlad  ìtan dÐnetai to u(0; x) antÐ tou u(t; x). San
par�deigma dÐnoume thn ekdoq  aut  thc lÔsewc tou probl matoc Dirichlet

@u

@t
= Au+ cu; x 2 


u(0; x) = f(x); (5.39)

u(t; x) = g(t; x); x 2 @


'Eqoume to akìloujo je¸rhma:

Je¸rhma 5.6.9 MÐa C1;2 lÔsh tou probl matoc autoÔ èqei thn anapar�stash

u(t; x) = E

�
f(X

(t;x)
t )1f�t=tgexp

�Z t

0

c(t� s;X(t;x)
s )ds

��

+ E

�
g(�;X(t;x)

� )1f�t 6=tgexp
�Z �

0

c(t� s;X(t;x)
s )ds

��

ìpou � = inffs : X(t;x)
s 2 @
g eÐnai o qronoc pr¸thc exìdou thc diadikasÐac

X
(t;x)
s apì to qwrÐo 
 (o opoÐoc fusik� exart�tai apì thn arqik  sunj kh x thc

di�qushc), �t = t ^ �D , 1f�t=tg h deÐktria sun�rthsh tou sunìlou f! : � = tg,
1f�t 6=tg = 1� 1f�t=tg.

5.6.5 Efarmogèc twn anaparast�sewn Feynman-Kac

Me thn bo jeia twn anaparast�sewn Feynman-Kac mporoÔme na upologÐsoume
endiafèrousec posìthtec gia diadikasÐec di�qushc (diadikasÐec Itô). Parousi�-
zoume sthn par�grafo aut  orismènec tètoiec endiafèrousec efarmogèc (bl.
p.q. [10]).

H exÐswsh Fokker-Planck-Kolmogorov

� Qronik� omogeneÐc diaqÔseic
An ston tÔpo Feynman-Kac gia to prìblhma Cauchy jèsoume c = 0 brÐskoume
ìti h u(t; x) = Ex[f(Xt)] ikanopoieÐ thn an�strofh exÐswsh Fokker-Planck-
Kolmogorov ( backward Fokker-Planck-Kolmogorov equation ) h èqei thn morf 

@u

@t
= Au:

Me �lla lìgia, opoiad pote posìthta h opoÐa exelÐssetai kat� m koc mÐac
troqi�c mÐac di�qushc ikanopoieÐ thn exÐswsh aut .

Ac upojèsoume t¸ra ìti lÔnoume thn exÐswsh aut  me arqikèc sunj kec
mÐa sun�rthsh dèlta Æ(x � y). H lÔsh thc exÐswshc aut c me thn dedomènh
arqik  sunj kh onom�zetai mÐa jemeli¸dhc lÔsh5   sthn gl¸ssa thc jewrÐa

5  alli¸c sun�rthsh Green
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pijanot twn h puknìthta met�bashc thc diadikasÐac Markov pou par�getai apì
thn di�qush aut . H eidik  aut  lÔsh sumbolÐzetai wc p(t; x; y).

H lÔsh gia opoiad pote �llh arqik  sunj kh pou dÐnetai apì mÐa suneq  kai
fragmènh sun�rthsh f(x) mporeÐ na grafeÐ san to olokl rwma

u(t; x) =

Z
Rn

f(y)p(t; x; y)dy

AntÐ olìklhrou tou Rn ac jewr soume t¸ra èna qwrÐo D pou èqei leÐo
sÔnoro @D kai ac jèsoume

f(x) = 1D(x) =

�
1; x 2 D
0; se k�je �llh perÐptwsh

H lÔsh tou probl matoc Cauchy gia aut  thn arqik  sunj kh, mporeÐ na grafeÐ
wc

u(x; t) = Ex[1D(Xt)] = P (t; x;D) =

Z
D

p(t; x; y)dy

ìpou P (t; x;D) eÐnai h pijanìthta ìti h di�qush èqontac xekin sei sto shmeÐo
x brÐsketai sto sÔnolo D met� thn p�rodo qrìnou t. An k�noume lÐgec pr�xeic
mporoÔme na doÔme ìti h puknìthta met�bashc p(t; x; y) ikanopoieÐ thn apo-
kaloÔmenh eujeÐa exÐswsh Fokker-Planck-Kolmogorov (forward Fokker-Planck-
Kolmogorov equation) stic metablhtèc t kai y. H exÐswsh aut  den eÐnai par�
h suzug c exÐswsh thc an�strofhc exÐswshc

@p(t; x; y)

@t
= A�yp(t; x; y) =

1

2

nX
i;j=1

@2

@yi@yj
(�ij(y)p(t; x; y))�

nX
i=1

@

@yi
(bi(y)p(t; x; y))

Par�deigma 5.6.9 BreÐte tic eujeÐec (forward) kai an�strofec (backward )e-
xis¸seic Kolmogorov gia thn kÐnhsh Brown.

O genn torac telest c thc kÐnhshc Brown eÐnai o telest c A = 1
2
@2

@x2 o opoÐoc
eÐnai kai autosuzug c dhlad  A� = A. H pijanìthta met�bashc thc kÐnhshc
Brown apì thn jèsh x sthn jèsh y se qrìno t, p(t; x; y) ikanopoieÐ thn exÐswsh

@p

@t
=

1

2

@2p

@y2

en¸ opoiad pote sun�rthsh thc jèshc tou swmatidÐou pou ekteleÐ thn kÐnhsh
Brown ja ikanopoieÐ thn eujeÐa exÐswsh Kolmogorov

@u

@t
=

1

2

@2u

@x2

H lÔsh twn exis¸sewn Fokker-Planck-Kolmogorov mporeÐ na mac d¸sei thn pu-
knìthta met�bashc pijanìthtac gia thn kÐnhsh Brown

p(t; x; y) =
1p
2�t

exp

�
� (x� y)2

2t

�
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� Mh qronik� omogeneÐc diadikasÐec di�qushc
Me parìmoio trìpo mporoÔme na doÔme ìti gia mÐa mh qronik� omogen  dia-
dikasÐa di�qushc h puknìthta met�bashc p(s; x; t; y) ikanopoieÐ thn an�strofh
exÐswsh Fokker-Planck-Kolmogorov�

@

@s
+As;x

�
p(s; x; t; y) = 0; s < t;

ìpou me touc deÐktec s; x ennooÔme ìti o telest c A perièqei paragwgÐseic wc
proc tic (an�strofec) metablhtèc s; x, kai thn eujeÐa exÐswsh Fokker-Planck-
Kolmogorov �

@

@t
�A�t;y

�
p(s; x; t; y) = 0; s < t;

ìpou me touc deÐktec t; y ennooÔme ìti o telest c A perièqei paragwgÐseic wc
proc tic (eujeÐec) metablhtèc t; y,

Par�deigma 5.6.10 Gr�yte tic exis¸seic Fokker-Planck-Kolmogorov gia thn
puknìthta met�bashc pijanìthtac thc diadikasÐac Itô pou dÐnetai apì thn sto-
qastik  diaforik  exÐswsh

dXt = b(t;Xt)dt+ �(t;Xt)dBt

ìpou X 2 Rn , b 2 Rn�1 , � 2 Rn�d , Bt 2 Rd�1 .

H puknìthta met�bashc pijanìthtac ja èqei thn morf  p(s; x; t; y) := P [Xt =
y j Xs = x], s < t (ex�rthsh kai apì to s kai to t lìgw tou ìti h diadikasÐa
dÐaqushc èqei suntelestèc pou exart¸ntai rht� apì ton qrìno, dhlad  den pa-
r�getai apo mÐa autìnomh stoqastik  diaforik  exÐswsh).
H eujeÐa exÐswsh Fokker-Planck-Kolmogorov eÐnai thc morf c

@

@t
p(s; x; t; y) � 1

2

nX
i;j=1

@2

@yi@yj
(aij(t; y)p(s; x; t; y))

�
nX
i=1

@

@yi
(bi(t; y) p(s; x; t; y)) = 0

kai h an�strofh exÐswsh Fokker-Planck-Kolmogorov eÐnai thc morf c0
@ @

@s
+

1

2

nX
i;j=1

aij(s; x)
@2

@xi@xj
+
X
i=1

nbi(s; x)
@

@xi

1
A p(s; x; t; y) = 0

O pÐnakac a orÐzetai wc a = ��T   me morf  sunistws¸n aij =
Pd

k=1 �ik�kj .
H lÔsh thc eujeÐac exÐswshc mac dÐnei thn puknìthta met�bashc san sun�rthsh
twn eujèwn metablht¸n t; y kai h lÔsh thc an�strofhc mac dÐnei thn puknì-
thta met�bashc san sun�rthsh twn an�strofwn metablht¸n s; x. H lÔsh thc
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eujeÐac exÐswshc eÐnai qr simh gia ton upologismì mèswn tim¸n thc morf c
E[F (Xt) j Fs] b�sei tou tÔpou

E[F (Xt) j Fs] =
Z
Rn

p(s; x; t; y)F (y)dy:

Tètoioi tÔpoi eÐnai idiaÐtera qr simoi sthn apotÐmhsh parag ģwn sumbolaÐwn.

Mèsoc qrìnoc exìdou apì èna qwrÐo

Ac efarmìsoume t¸ra thn anapar�stash thc lÔshc tou elleiptikoÔ probl ma-
toc Dirichlet sthn perÐptwsh ìpou �(x) = 0, c = 0 kai f = �1. 'Eqoume ìti h
lÔsh tou probl matoc

Au = �1 x 2 


u(x) = 0 x 2 @

mporeÐ na anaparastajeÐ wc u(x) = E[�
] (bl. je¸rhma 5.6.5). H teleutaÐa
èkfrash ìmwc den eÐnai tÐpote �llo apì ton mèso qrìno exìdou apì to qwrÐ-
o 
 thc diadikasÐac di�qushc pou èqei wc genn tora telest  ton telest  A.
Sthn monodi�stath perÐptwsh o mèsoc qrìnoc exodou mporeÐ na upologisteÐ
analutik�.

Par�deigma 5.6.11 Gia thn monodi�stath kÐnhsh Brown pou xekin�ei apì to
shmeÐo x 2 [a; b] upologÐste ton mèso qrìno exìdou apì to di�sthma [a; b].

O genn torac telest c thc monodi�stathc kÐnhshc Brown eÐnai o A = 1
2
d2

dx2 .
O mèsoc qrìnoc exìdou apì to di�sthma [a; b] dÐnetai apì thn lÔsh tou probl -
matoc sunoriak¸n tim¸n

1

2

d2

dx2
T (x) = �1

T (a) = 0;

T (b) = 0

ìpou me T (x) sumbolÐzoume ton mèso qrìno exìdou apì to di�sthma [a; b] de-
domènou ìti xekin same apì to shmeÐo x. To prìblhma autì mporeÐ na lujeÐ
analutik�. H lÔsh eÐnai

T (x) = (x� a)(b� x):

Monodi�stath perÐptwsh x 2 (a; b): Pijanìthta exìdou apì to b

Ac efarmìsoume thn anapar�stash thc lÔshc tou probl matoc Dirichlet gia
�(x) tètoio ¸ste �(a) = 0 kai �(b) = 1, c = 0 kai f = 0. H lÔsh tou probl -
matoc Dirichlet

Au = 0 x 2 (a; b)

u(a) = 0;

u(b) = 1
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dÐnetai apì thn anapar�stash u(x) = E[�(X� )] (bl. je¸rhma 5.6.5). Apì thn
epÐlog  thc � faÐnetai kajar� ìti u(x) = PfX� = bg, dhlad  h pijanìthta èna
swmatÐdio pou xekÐnhse sto x ft�nei sto shmeÐo b prÐn na ft�sei sto shmeÐo
a. H pijanìthta aut  mporeÐ na upologisteÐ me ekpefrasmèno trìpo epilÔontac
thn sun jh diaforik  exÐswsh pou dìjhke parap�nw.

Par�deigma 5.6.12 JewreÐste thn monodi�stath kÐnhsh Brown sto di�sth-
ma [a; b] h opoÐa xekin�ei apì to shmeÐo x. BreÐte thn pijanìthta  (x) h pr¸th
èxodoc apì to di�sthma [a; b] na eÐnai apì to shmeÐo b.

SÔmfwna me ìti eÐpame parap�nw h pijanìthta aut  eÐnai lÔsh tou probl matoc
sunoriak¸n sunjhk¸n

1

2

d2

dx2
 (x) = 0

 (a) = 0;  (b) = 1

H lÔsh tou probl matoc autoÔ eÐnai

 (x) =
x� a

b� a
:

To apotèlesma autì eÐqame p�rei me diaforetikì trìpo qrhsimopoi¸ntac thn
jewrÐa twn martingale.

Mèsh tim  ekjetik¸n sunart sewn tou qrìnou pr¸thc exìdou

Ac p�roume � > 0 èna pragmatikì arijmì. P¸c mporoÔme na upologÐsoume thn
mèsh tim  E[e��� ] ìpou � eÐnai o qrìnoc pr¸thc exìdou apì to qwrÐo 
?

'Estw � = 1, f = 0 kai c = ��. Tìte h anapar�stash thc lÔshc tou
elleiptikoÔ probl matoc

Au� �u = 0 x 2 


u = 1 x 2 @

mac dÐnei ìti u(x) = E[e��� ] =

R1
0
e��tp� (t)dt ìpou p� (t) eÐnai h puknìthta

pijanìthtac thc tuqaÐac metablht c � = minft : Xx
t 2 @
g (bl. je¸rhma

5.6.5). MporoÔme na anagnwrÐsoume thn u(x) san ton metasqhmatismì Laplace
aut c thc puknìthtac pijanìthtac.

Par�deigma 5.6.13 Gia thn monodi�stath kÐnhsh Brown pou xekin�ei sto sh-
meÐo x 2 [a; b] breÐte ton metasqhmatismì Laplace tou pr¸tou qrìnou exìdou
Tx;a;b apì to di�sthma [a; b].

Ac sumbolÐsoume me u(x;�) thn posìthta aut , dhlad  u(x;�) = E[e��Tx;a;b].
SÔmfwna me ta parap�nw h posìthta aut  lÔnei to prìblhma sunoriak¸n tim¸n

1

2

d2u

dx2
� �u = 0 x 2 [a; b]

u(a;�) = 1 � 2 R+

u(b;�) = 1 � 2 R+
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H genik  lÔsh thc diaforik c exÐswshc eÐnai

u(x;�) = C1 exp(
p
2�x) + C2 exp(�

p
2�x)

ìpou C1, C2 eÐnai stajerèc pou kajorÐzontai apì tic sunoriakèc sunj kec. Met�
apì lÐgh �lgebra brÐskoume ìti

C1 =
e�
p
2�b � e�

p
2�a

e
p
2�ae�

p
2�b � e

p
2�be�

p
2�a

= 2
e�
p
2�b � e�

p
2�a

sinh(
p
2�(a� b))

C2 =
e
p
2�b � e

p
2�a

e
p
2�ae�

p
2�b � e

p
2�be�

p
2�a

= 2
e
p
2�b � e

p
2�a

sinh(
p
2�(a� b))

H parap�nw èkfrash loipìn dÐnei ton metasqhmatismì Laplace tou pr¸tou qrì-
nou exìdou thc kÐnhshc Brown pou xekÐnhse apì to shmeÐo x apì to di�sthma
[a; b]. Antistrof  tou metasqhmatismoÔ Laplace mporeÐ na mac d¸sei thn kata-
nom  tou pr¸tou qrìnou exìdou.
Endiafèron parousi�zei h perÐptwsh x = 0 kai a! �1. H efarmog  tou tÔpou
gia tic timèc autèc ja mac dìsei ton metasqhmatismì Laplace tou pr¸tou qrì-
nou exìdou thc kÐnhshc Brown pou xekÐnhse apì to 0 apì to di�sthma (�1; b)
  alli¸c ton metasqhmatismì Laplace tou pr¸tou qrìnou pou h tupik  kÐnhsh
Brown qtup�ei to shmeÐo x = b. MporoÔme na doÔme ìti sto ìrio a! �1,

C1 ! e�
p
2�b; C2 ! 0

Sunep¸c, E[e��Tb ] = e
p
2�b; pou fusik� sumpÐptei me to apotèlesma pou eÐqame

breÐ sto Par�deigma 3.3.2 qrhsimopoi¸ntac diaforetikèc mejìdouc.

Pijanìthta na eÐnai o qronoc exìdou megalÔteroc tou t

Ja ergastoÔme t¸ra me thn anapar�stash Feynman-Kac thc lÔshc tou para-
bolikoÔ probl matoc (bl. je¸rhma 5.6.6). Ac jèsoume g = 0, f = 1, c = 0.
Tìte h lÔsh tou probl matoc

@u

@t
= Au; x 2 


u(0; x) = 1;

u(t; x) = 0; x 2 @


dÐnetai apì thn anapar�stash u(t; x) = E[1�t=t] = Pf� > tg. H lÔsh thc
diaforik c exÐswshc loipìn ja mac d¸sei thn pijanìthta o pr¸toc qrìnoc exìdou
apo to qwrÐo 
, � , na eÐnai megalÔteroc tou t. Probl mata tètoiou tÔpou eÐnai
idiaÐtera qr sima sta analogistik� majhmatik�.

Par�deigma 5.6.14 JewreÐste thn monodi�stath kÐnhsh Brown pou xekin�ei
sto shmeÐo x. BreÐte thn pijanìthta o qrìnoc exìdou apì to di�sthma [a; b] na
eÐnai megalÔteroc apì t.
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Ac sumbolÐsoume me p(t; x) thn pijanìthta aut . H sun�rthsh p(t; x) eÐnai
h lÔsh thc diaforik c exÐswshc

@

@t
p(t; x) =

1

2

@2

@x2
p(t; x)

me arqik  sunj kh
p(0; x) = 1;

kai sunoriak  sunj kh
p(t; a) = 0; p(t; b) = 0:

To prìblhma autì eÐnai mÐa diaforik  exÐswsh me merikèc parag ģouc, h lÔsh
thc opoÐac mporeÐ na gÐnei me di�forec mejìdouc ìpwc p.q. h mèjodoc tou qw-
rismoÔ metablht¸n   h mèjodoc twn eikìnwn. Den ja epektajoÔme ston trìpo
lÔshc all� ja d¸soume thn telik  èkfrash h opoÐa eÐnai

u(t; x) =

Z b

a

pa;b(x; t; y; 0)dy

pa;b(x; t; y; 0) =
1p
2�t

1X
n=�1

�
exp

�
� (x+ 2nd� y)2

2t

�

� exp

�
� (2b� x+ 2nd+ y)2

2t

��

ìpou d = b�a. H lÔsh aut  èqei brejeÐ me thn bo jeia thc mejìdou twn eikìnwn.
IsodÔnamh morf  thc lÔshc mporeÐ na brejeÐ me thn qr sh thc mejìdou tou
qwrismoÔ twn metablht¸n opìte h lÔsh ja eÐnai ekfrasmènh me thn morf 
mÐac seir�c Fourier.H isodÔnamh aut  èkfrash eÐnai

u(t; x) =

Z b

a

pa;b(x; t; y; 0)dy

pa;b(x; t; y; 0) =
2

d

1X
n=1

sin

�
n�(x� a)

d

�
sin

�
n�(y � a)

d

�
exp

�
�n

2�2

2d2t

�

Oi dÔo autèc anaparast�seic eÐnai isodÔnamec. Sthn mÐa perÐptwsh h lÔsh
gia thn pijanìthta o qrìnoc exìdou na eÐnai megalÔteroc tou t ja dojeÐ san
mÐa �peirh seira apì sunart seic sf�lmatoc, en¸ sthn deÔterh san mÐa seir�
Fourier.

5.6.6 'Alla probl mata sunoriak¸n tim¸n.

Kai ta �lla probl mata sunoriak¸n tim¸n mporoÔn na èqoun k�poia pijano-
jewrhtik  ermhneÐa. H pijanojewrhtik  ermhneÐa twn �llwn problhm�twn su-
noriak¸n tim¸n apaiteÐ thn qr sh pio perÐplokwn diaqÔsewn apì autèc pou
qrhsimopoioÔntai gia thn melèth tou probl matoc Dirichlet. Ja arkestoÔme
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ed¸ na parajèsoume merikèc basikèc idèec. Gia perissìterec leptomèreiec pa-
rapèmpoume p.q. sto [10].

Ac upojèsoume pwc endiaferìmaste gia thn lÔsh tou akìloujou probl ma-
toc Neumann.

@u

@t
= Au� cu; x 2 


u(x; 0) = f(x); (5.40)

(ru; (x)) � �(x)u = h(x); x 2 @
:

Tìte, kai autì eÐnai fanerì diaisjhtik�, mporoÔme na perimènoume ìti qreiazì-
maste mÐa diadikasÐa di�qushc pou sqetÐzetai me ton telest  A, all� afoÔ h
sunoriak  sunj kh sqetÐzetai me ton prosdiorismì k�poiac ro c, h di�qush pou
ja qrhsimopoi soume ja prèpei na eÐnai (merik¸c) anakl¸menh sto sÔnoro tou
qwrÐou pou mac endiafèrei kat� thn dieÔjunsh (x) ( eÐnai èna dianusmatikì
pedÐo).

H parap�nw diaisjhtik  antimet¸pish tou jèmatoc mporeÐ na gÐnei pio au-
sthr  wc ex c: H diadikasÐa di�qushc pou mac endiafèrei mporeÐ na dojeÐ apì
thn lÔsh thc stoqastik c diaforik c exÐswshc

dXx
t = �(Xx

t )dBt + b(Xx
t )dt+ 1@
(X

x
t )(X

x
t )d�

x
t ;

Xx
0 = x; �x0 = 0

ìpou 1@
 eÐnai h deÐktria sun�rthsh tou sunìrou tou qwrÐou 
 kai �xt eÐnai mÐa
mh-fjÐnousa diadikasÐa pou aux�nei mìno ìtan t 2 � = ft : Xx

t 2 @
g. Me
�lla lìgia, ta swmatÐdia diaqèontai qwrÐc kamÐa parèmbash ewc ìtou ft�soun
sto sÔnoro tou qwrÐou ìpou h stoqastik  diadikasÐa xixt ta anakl� kat� thn
dieÔjunsh tou dianusmatikoÔ pedÐou (x). H apìdeixh thc Ôparxhc mÐac tètoiac
diadikasÐac di�qushc eÐnai mh tetrimèno jèma, kai parapèmpoume sthn sqetik 
bibliografÐa. Ed¸ ja akolouj soume thn taktik  thc akrÐdac kai ja jewr sou-
me dedomènh thn Ôparxh mÐac tètoiac diadikasÐac di�qushc kai ja parajèsoume
(qwrÐc apìdeixh) to parak�tw je¸rhma:

Je¸rhma 5.6.10 MÐa lÔsh tou probl matoc (5.40) pou eÐnai C1;2 èqei thn
anapar�stash

u(t; x) = E

�
f(Xx

t )exp

�
�
Z t

0

c(Xx
s )ds�

Z t

0

�(Xx
s )d�

x
s

��
�

E

�Z t

0

h(Xx
s )exp

�Z s

0

c(Xx
s0 )ds

0 �
Z s

0

�(Xx
s0 )d�s0

�
d�xs

�

Me ton ìro C1;2 ennooÔme ìti h lÔsh èqei suneqeÐc kai fragmènec deÔterec para-
g¸gouc stic qwrikèc metablhtèc kai suneqeÐc kai fragmènec pr¸tec parag¸gouc
ston qrìno.

Parìmoiec anaparast�seic mporeÐ na dojoÔn kai gia elleiptik� probl mata.
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5.7 ApodeÐxeic twn jewrhm�twn

5.7.1 Q¸roi Banach kai to je¸rhma stajeroÔ shmeÐou

Orismìc 5.7.1 'Enac q¸roc Banach eÐnai ènac pl rhc metrikìc q¸roc me nìr-
ma.

UpenjumÐzoume thn ènnoia thc plhrìthtac: 'Enac q¸roc X onom�zetai pl -
rhc an k�je akoloujÐa Cauchy un sugklÐnei se èna stoiqeÐo u gia to opoÐo
isqÔei u 2 X .

Gia touc q¸rouc Banach isqÔei to je¸rhma stajeroÔ shmeÐou.

Je¸rhma 5.7.1 (To je¸rhma stajeroÔ shmeÐou) 'Estw X ènac q¸roc
Banach kai jj : jjX mÐa nìrma se autìn. 'Estw mÐa apeikìnish T : X ! X gia
thn opoÐa isqÔei jj Tu1 � Tu2 jjX�jj u1 � u2 jjX . Tìte up�rqei u 2 X tètoio
¸ste Tu = u.

Up�rqoun pollèc parallagèc sto basikì autì je¸rhma stajeroÔ shmeÐou.
Ta jewr mata stajeroÔ shmeÐou paÐzoun polÔ shmantikì rìlo sta majhmatik�,
kai idiaÐtera stic diaforikèc exis¸seic, eÐte stoqastikèc eÐte nteterministikèc.

5.7.2 Apìdeixh thc idiìthtac Markov gia tic lÔseic sto-
qastik¸n diaforik¸n exis¸sewn

Ja apodeÐxoume sto par�rthma autì thn idìthta Markov gia tic lÔseic stoqa-
stik¸n diaforik¸n exis¸sewn (je¸rhma 5.4.2 )

Gia thn dieukìlunsh twn anagnwst¸n parajètoume to je¸rhma

Je¸rhma 5.4.2(H idiìthta Markov ) 'Estw Xt h lÔsh thc stoqastik c
diaforik c exÐswshc

dXt = b(t;Xt)dt+ �(t;Xt)dBt

ìpou oi suntelestèc plhroÔn tic sunj kec Lipschitz kai thn sunj kh grammik c
aÔxhshc. Tìte h Xt eÐnai mÐa diadikasÐa Markov me pijanìthta met�bashc pou
orÐzetai apì thn sqèsh

p(s; x; t; A) = P (X
(s;x)
t 2 A)

ìpou X
(s;x)
t eÐnai h lÔsh thc stoqastik c diaforik c exÐswshc

X
(s;x)
t = x+

Z t

s

b(r;X(s;x)
r )dr +

Z t

s

�(r;X(s;x)
r )dBr (5.41)

gia s � t. H X
(s;x)
t ousiastik� eÐnai h lÔsh thc arqik c stoqastik c exÐswshc

me arqik  tim  x thn qronik  stigm  s   alli¸c gia Xs = x.
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Apìdeixh: 'Estw Gs = �(Br � Bs : r � s) h s-�lgebra pou par�getai apì
tic metabolèc thc kÐnhshc Brown metaxÔ twn qronikwn stigm¸n s kai r. Lìgw
thc anexarthsÐac twn metabol¸n thc kÐnhshc Brown h s-�lgebra aut  eÐnai a-
nex�rthth thc s-�lgebrac Fs = �(Br; r � s). Apì ton orismì thc mèsw thc

exÐswshc (5.41) h X
(s;x)
t ja eÐnai Gs-metr simh sunep¸c ja eÐnai anex�rthsh thc

Fs. H Xt ìmwc ja ikanopoieÐ thn stoqastik  diaforik  exÐswsh

Xt = Xs +

Z t

s

b(r;Xr)dr +

Z t

s

�(r;Xr)dBr

(dhlad  thn arqik  stoqastik  diaforik  exÐswsh all� me arqik  tim  thn Xs

ìtan san arqik  qronik  stigm  paÐrnoume thn qronik  stigm  s). H exÐswsh
aut  eÐnai h Ðdia me thn (5.41) sunep¸c lìgw thc monadikìthtac twn lÔsewn twn

stoqastik¸n diaforik¸n exis¸sewn mporoÔme na katal xoume ìti Xt = X
(s;Xs)
t

gia s � t.

Ac jewr soume t¸ra A 2 B(Rd) kai ac jèsoume h(x; !) = 1A(X
(s;x)
t ).

'Eqoume ìti

P (Xt 2 A j Fs) = E[1A(Xt) j Fs] = E[1A(X
(s;Xs)
t ) j Fs]

Ja qrhsimopoi soume t¸ra thn anexarthsÐa thc X
(s;Xs)
t , s � t apì thn Fs è-

tsi ¸ste na mporèsoume na upologÐsoume thn upì sunj kh mesh tim  wc proc
thn s-�lgebra aut . Pio sugkekrimèna ja qrhsimopoi soume to apotèlesma
ìti an h(x; !) eÐnai mÐa fragmènh metr simh tuqaÐa sun�rthsh tou x h opoÐa
eÐnai anex�rthth thc s-�lgebra Fs kai an � eÐnai mÐa tuqaÐa metablht  h o-
poÐa eÐnai metr simh wc prìc thn s-agebra Fs tìte E[h(�; !) j Fs] = H(�)
ìpou H(x) := E[h(x; !)]. H apìdeixh tou isqurismoÔ autoÔ pou m�llon eÐnai
diaisjhtik� anamenìmenoc paratÐjetai san èna xeqwristì l mma sthn sunèqeia.

Katal goume loipìn sto ìti

P (Xt 2 A j Fs) = E[1A(X
(s;Xs)
t ) j Fs] = E[1A(X

(s;x)
t )]

���
x=Xs

= p(s; x; t; A)jx=Xs = p(s;Xs; t; A)

Autì oloklhr¸nei thn apìdeixh tou jewr matoc. �

L mma 5.7.1 'Estw h(x; !) mÐa fragmènh metr simh tuqaÐa sun�rthsh tou x
h opoÐa eÐnai anex�rthth thc s-�lgebrac Fs. 'Estw � mÐa Fs-metr simh tuqaÐa
metablht . Tìte,

E[h(�; !) j Fs] = H(�)

ìpou H(x) = E[h(x; !)].

Apìdeixh: Ac jewr soume ìti h h(x; !) eÐnai mÐa apl  sunarthsh thc morf c

h(x; !) =
kX
i=1

ui(x)vi(!)
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ìpou ui(x) eÐnai nteterministikèc sunart seic tou x kai oi vi(!) eÐnai tuqaÐec me-
tablhtèc anex�rthtec thc Fs. MporoÔme loipìn na upologÐsoume thn sun�rthsh
H(x) h opoÐa kai ja p�rei thn morf 

H(x) =

kX
i=1

ui(x)E[vi(!)]

Gia k�je sÔnolo A 2 Fs isqÔei

E[h(�; !)1A] = E[

kX
i=1

ui(�)vi(!)1A] =

kX
i=1

E[ui(�)1A]E[vi(!)]

= E[
kX
i=1

ui(�)E[vi(!)]1A] = E[H(�)1A]

Sunep¸c, h sqèsh pou jèloume na apodeÐxoume isqÔei gia h oi opoÐec eÐnai
aplèc sunart seic. 'Omwc, k�je fragmènh, metr simh tuqaÐa sun�rthsh h(x; !)
mporeÐ na proseggisteÐ apì mÐa akoloujÐa tuqaÐwn sunart sewn apl c morf c.
PaÐrnontac to ìrio twn akolouji¸n aut¸n kai qrhsimopoi¸ntac ta jewr mata
thc sÔgklishc katal goume sto zhtoÔmeno. �

5.7.3 Apìdeixh thc isqur c idiìthtac Markov gia tic lÔ-
seic twn stoqastik¸n diaforik¸n exis¸sewn

Ja apodeÐxoume thn isqur  idiìthta Markov gia tic lÔseic twn stoqastik¸n
diaforik¸n exis¸sewn, dhlad  to je¸rhma 5.4.3. Gia thn dieukìlunsh twn ana-
gnwst¸n parajètoume xan� thn ekf¸nhsh tou jewr matoc.

Je¸rhma 5.4.3( H isqur  idiìthta Markov) 'Estw Xt h lÔsh thc stoqa-
stik c diaforik c exÐswshc

dXt = b(t;Xt)dt+ �(t;Xt)dBt

Ac jewr soume ìti oi suntelestèc thc exÐswshc eÐnai omoiìmorfa Lipschitz
suneqeÐc sunart seic oi opoÐec ikanopoioÔn tic grammikèc sunj kec aÔxhshc
dhlad  isqÔoun oi parak�tw sqèseic

j b(t; x)� b(t; y) j2 _ j �(t; x) � �(t; y) j2� �K j x� y j2
j b(t; x) j2 _ j �(t; x) j2� K(1+ j x j2)

gia k�je x; y 2 Rd . Tìte, h stoqastik  diadikasÐa Xt èqei thn isqur  idiìthta
Markov.
Apìdeixh: 'Eqontac  dh apodeÐxei thn idiìthta Markov gia tic lÔseic stoqa-
stik¸n diaforik¸n exis¸sewn, gia na deÐxoume thn isqur  idiìthta Markov ja
prèpei na deÐxoume epÐshc kai ìti oi lÔseic ikanopoioÔn kai thn idiìthta Feller
kaj¸c kai thn sunèqeia twn troqi¸n. H sunèqeia twn troqi¸n mporeÐ na apodei-
qjeÐ k�nontac qr sh tic idiìthtec sunèqeiac twn stoqastik¸n oloklhrwm�twn.
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Perissìtero endiafèron parousi�zei h apìdeixh thc idiìthtac tou Feller gia tic
lÔseic twn stoqastik¸n diaforik¸n exis¸sewn. H apìdeixh ìti h idiìthta Feller
exasfalÐzei thn isqur  idiìthta Markov eÐnai pèra twn plaisÐwn tou parìntoc.
Gia thn apìdeixh tou shmeÐou autoÔ parapèmpoume p.q. sto [8]. Gia na deÐxoume
ìti oi lÔseic thc stoqastik c diaforik c exÐswshc èqoun thn idiìthta Feller ja
prèpei na deÐxoume ìti h apeikìnish

(x; s)!
Z
Rd

�(y)p(s; x; s + �; dy) := E[�(X
(s;x)
s+� )]

eÐnai suneq c gia k�je fragmènh suneq  sun�rthsh � : Rd ! R kai gia k�je
dedomèno � > 0.

Autì mporeÐ na deiqjeÐ wc ex c. 'Eqoume ìti

E[�(X
(s;x)
s+� )]�E[�(X

(u;y)
u+� )] = E[�(X

(s;x)
s+� )� �(X

(u;y)
u+� )] =

E[�(X
(s;x)
s+� )� �(X

(s;x)
u+� ) + �(X

(s;x)
u+� )� �(X

(u;y)
u+� )]

Lìgw ìmwc thc sunèqeiac twn lÔsewn twn stoqastik¸n diaforik¸n exis¸sewn
èqoume ìti

E[�(X
(s;x)
s+� )� �(X

(u;y)
u+� )]! 0; (u; y)! (s; x)

E[�(X
(s;x)
s+� )� �(X

(s;x)
u+� )]! 0; u! s

H apìdeixh twn isqurism¸n aut¸n san èna xeqwristì l mma sto tèloc thc
paragr�fou.

Sunep¸c,

E[�(X
(s;x)
s+� )]�E[�(X

(u;y)
u+� )]! 0; (u; y)! (s; x)

�ra h mèsh tim  E[�(X
(s;x)
s+� )] eÐnai mÐa suneq c sun�rthsh twn (s; x) gia k�je

�. 'Etsi apodeiknÔetai h idiìthta Feller kai apì aut  katal goume sthn isqur 
idiìthta Markov. �

Ja d¸soume t¸ra kai to l mma pou sqetÐzetai me thn sunèqeia.

L mma 5.7.2 Ac upojèsoume ìti oi suntelestèc thc stoqastik c diaforik c
exÐswshc b; � eÐnai omoiìmorfa Lipschitz suneqeÐc kai ìti ikanopoioÔn thn sun-

j kh grammik c aÔxhshc. Gia k�je (x; s) 2 Rd�R+ ac sumbolÐsoume me X
(s;x)
t

thn lÔsh thc exÐswshc

X
(s;x)
t = x+

Z t

s

b(r;X(s;x)
r )dr +

Z t

s

�(r;X(s;x)
r )dBr; t � s

Tìte, gia k�je T > 0 kai Æ > 0 isqÔei ìti

E[ sup
u�t�T

j X(s;x)
t �X

(u;y
t j2] � C(j x� y j2 + j u� s j); 0 � s; u � T; j x j _ j y j� Æ



238 KEF�ALAIO 5. STOQASTIK�ES DIAFORIK�ES EXIS�WSEIS

Apìdeixh: Ac jewr soume qwrÐc bl�bh thc genikìthtac ìti s � u. 'Eqoume
ìti

X
(s;x)
t �X

(u;y)
t = X(s;x)

u � y +

Z t

u

[b(r;X(s;x)
r )� b(r;X(u;y)

r )]dr

+

Z t

u

[�(r;X(s;x)
r )� �(r;X(u;y)

r )]dBr

'Omwc, qrhsimopoi¸ntac tic sunj kec pou ikanopoioÔn oi suntelestèc paÐrnoume

E[j X(s;x)
u � y j2] � 2E[j X(s;x)

u � x j2 +2 j x� y j2]
� C1 j u� s j +2 j x� y j2

An u � v � T tìte

E[ sup
u�t�v

j X(s;x)
t �X

(u;y)
t j2] � 3C1 j u� s j +6 j x� y j2

+3K(T + t)

Z v

u

E[ sup
u�t�r

j X(s;x)
t �X

(u;y)
t j2]dr

Apì thn sqèsh aut  mporeÐ na katal xoume sto zhtoÔmeno k�nontac qr sh thc
anisìthtac tou Gronwall (bl. L mma 5.7.3). �

L mma 5.7.3 (Anisìthta tou Gronwall) 'Estw f(t) mÐa mh arnhtik ,
fragmènh kai metr simh kat� Borel sun�rthsh sto di�sthma [0; T ] kai g(t)
mÐa mh arnhtik  oloklhr¸simh sun�rthsh sto [0; T ]. An isqÔei

f(t) � c+

Z t

0

g(s)f(s)ds; 80 � t � T;

tìte

f(t) � c exp

�Z t

0

g(s)ds

�
; 80 � t � T:

Apìdeixh: Gia thn apìdeixh tou klassikoÔ autoÔ l mmatoc arkeÐ na jèsoume
z(t) Ðso me to olokl rwma tou dexioÔ mèlouc thc pr¸thc anisìthtac kai na
qrhsimopoi soume ton kanìna thc alusÐdac gia na broÔme mÐa anisìthta gia to
log(z(t)). �

5.7.4 Apìdeixh tou jewr matoc tou Girsanov

Ja d¸soume t¸ra thn apìdeixh tou jewr matoc tou Girsanov. Gia eukolÐa pa-
rajètoume xan� thn ekf¸nhsh tou jewr matoc.

Je¸rhma 5.5.2(Girsanov) Ac jewr soume ut = (u1;t; :::; un;t) èna di�nusma
apì (tetragwnik� oloklhr¸simec) stoqastikèc diadikasÐec pou ikanopoioÔn thn
sunj kh tou Novikov

E[exp(
1

2

Z T

0

us � usds)] <1:
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'Estw Bt mÐa tupik  kÐnhsh Brown k�tw apì to mètro P . Ac orÐsoume thn
stoqastik  diadikasÐa

Mu
t = exp[�

Z t

0

usdBs � 1

2

Z t

0

us � usds]; t 2 [0; T ]:

H stoqastik  aut  diadikasÐa eÐnai mÐa martingale k�tw apì to mètro P.
JewreÐste t¸ra to isodÔnamo mètro pijanìthtac Qu pou orÐzetai apì to

dQu

dP
=Mu

t

Tìte h stoqastik  diadikasÐa �Bu pou orÐzetai apì thn sqèsh

�Bu
t = Bt +

Z t

0

usds; 0 � t � T

eÐnai mÐa tupik  kÐnhsh Brown kai mÐa martingale k�tw apì to mètro Qu. Epi-
plèon, h �Bu èqei thn idiìthta anapar�stashcmartingale, dhlad  gia k�je topik 
Qu-martingale Lt up�rqei k�poia � h opoÐa eÐnai tetragwnik� oloklhr¸simh kai
tètoia wste

Lt = L0 +

Z t

0

�sd �B
u
s ; t � T

Apìdeixh: Gia na apodeÐxoume to jèwrhma tou Girsanov arkeÐ na qrhsimo-
poi soume to je¸rhma tou Levy gia na deÐxoume ìti h stoqastik  diadikasÐa
�Bt eÐnai mÐa kÐnhsh Brown. Sugkekrimèna, arkei na deÐxoume ìti h �Bt kai h
Lt := �Bi;t

�Bj;t � Æijt eÐnai martingales wc proc to mètro Q.
Gia to pr¸to isqurismì ja deÐxoume pr¸ta ìti h stoqastik  diadikasÐa Kt =

MtBt eÐnai martingale k�tw apì to mètro P . Ja qrhsimopoi soume ton tÔpo
tou Itô gia thn diadikasÐa Kt. IsqÔei ìti

dKi;t =Mtd �Bi;t + �Bi;tdMt + d �Bi;tdMt

MporoÔme na upologÐsoume eÔkola ìti

dMt = �Mt

X
j

uj;tdBj;t

kai ìti

d �Bi;t = ui;tdt+ dBi;t

Antikajist¸ntac sthn parap�nw sqèsh brÐskoume ìti

dKi;t =Mt(dBi;t + ui;tdt� �Bi;t

X
j

uj;tdBj;t �
X
j

uj;tÆijdt

=Mt(dBi;t � �Bi;t

X
j

uj;tdBj;t)
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Sunep¸c, h stoqastik  diadikasÐa Kt mporeÐ na grafeÐ san èna stoqastikì
olokl rwma Itô ep�nw sthn stoqastik  diadikasÐa Bt h opoÐa eÐnai mÐa kÐnh-
sh Brown k�tw apì to mètro P . Apì tic idiìthtec tou oloklhr¸matoc Itô
katal goume ìti h Kt eÐnai mÐa am martingale k�tw apì to mètro P . Ja qrhsi-
mopoi soume t¸ra ton tÔpo gia ton upologismì twn upì sunj kh mèswn tim¸n
k�tw apì to kainoÔrgio mètro. 'Eqoume ìti

EQ[ �Bi;t j Fs] = EP [Mt
�Bi;t j Fs]

EP [Mt j Fs] =
EP [Ki;t j Fs]

Ms
=
Ki;s

Ms
= �Bi;s

kai sunep¸c h �Bt eÐnai mia martingale k�tw apì to mètro Q. Sthn parap�nw
qrhsimopoi same to gegonìc ìti h Kt kai h Mt eÐnai martingales k�tw apì to
mètro Q.

Gia ton deÔtero isqurismì ja apodeÐxoume ìti h stoqastik  diadikasÐa K
0
t =

Mt( �Bi;t
�Bj;t�Æijt) eÐnai martingale k�tw apì to mètro P . Ja qrhsimopoi soume

ton tÔpo tou Itô gia thn sun�rthsh f(x; y; z; t) = z(xy � Æijt) ìpou x = �Bi;t,
y = �Bj;t kai z =Mt. Met� apì lÐgh �lgebra katal goume sto ìti

dK
0

t = �ÆijMtdt+Mt
�Bj;td �Bi;t +Mt

�Bi;td �Bj;t +

( �Bi;t
�Bj;t � Æijt)dMt +Mtd �Bi;td �Bj;t +

�Bj;tdMtd �Bi;t + �Bi;tdMtd �Bj;t

Antikajist¸ntac kai met� apì pr�xeic katal goume ìti

dK
0

t = �Mt( �Bi;t
�Bj;t � Æijt)

X
j0

uj0 ;tdBj0 ;t = �K 0

t

X
j0

uj0 ;tdBj0 ;t

H stoqastik  diadikasÐa K
0
t mporeÐ loipìn na ekfrasteÐ san èna olokl rwma

Itô ep�nw sthn diadikasÐa Bt h opoÐa eÐnai mÐa kÐnhsh Brown wc proc to mètro
P . QrhsimopoioÔme t¸ra ton tÔpo gia ton upologismì thc upì sunj khc mèshc
tim c wc proc to mètro Q

EQ[Lt j Fs] = EP [MtLt j Fs]
EP [Mt j Fs] =

EP [K
0
i;t j Fs]
Ms

=
K

0
i;s

Ms
= Ls

kai sunep¸c h Lt eÐnai mia martingale k�tw apì to mètro Q. Sthn parap�nw
qrhsimopoi same to gegonìc ìti h Kt kai h Mt eÐnai martingales k�tw apì to
mètro Q.

Autì kai oloklhr¸nei thn apìdeixh. �

5.8 Basikèc idèec tou kefalaÐou

Sto kef�laio autì parousi�same merikèc basikèc idèec sqetik� me tic sto-
qastikèc diaforikèc exis¸seic, thn Ôparxh kai tic idiìthtec twn lÔsewn touc
kai skiagraf same tic pijanèc touc efarmogèc sta qrhmatooikonomik�. 'Ena
apì ta basikìtera shmeÐa tou kefalaÐou autoÔ eÐnai h sÔndesh twn pijanìn
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mh grammik¸n stoqastik¸n diaforik¸n exis¸sewn me nteterministikèc grammi-
kèc diaforikèc exis¸seic me merikèc parag¸gouc mèsw thcanapar�stashc twn
Feynman-Kac.

Shmantik� shmeÐa pou prèpei na jumìmaste

� Oi lÔseic twn stoqastik¸n diaforik¸n exis¸sewn eÐnai diadikasÐec Itô

� Tic sunj kec k�tw apì tic opoÐec èqoume Ôparxh kai monadikìthta lÔsewn
gia stoqastikèc diaforikèc exis¸seic

� Thn di�krish metaxÔ isqur¸n kai asjen¸n lÔsewn

� Oi lÔseic twn stoqastik¸n diaforik¸n exis¸sewn èqoun thn idiìthtaMarkov
kai thn isqur  idiìthta Markov k�tw apì orismènec sunj kec

� To je¸rhma tou Girsanov sqetik� me thn allag  taqÔthtac se mÐa sto-
qastik  diaforik  exÐswsh.

} SÔmfwna me to je¸rhma autì mporoÔme na metatrèyoume mÐa diadi-
kasÐa Itô se martingale an thn �koit�xoume� k�tw apì to kat�llhlo mètro
pijanìthtac.

} To je¸rhma Girsanov mac parèqei èna trìpo kataskeu c tou mè-
trou autoÔ

} To je¸rhma tou Girsanov eÐnai èna apì ta pio aparaÐthta majhma-
tik� apotelèsmata sthn qrhmatooikonomik 

� Me k�je diadikasÐa Itô mporoÔme na susqetÐsoume èna diaforikì telest 
me merikèc parag¸gouc deÔterhc t�xhc o opoÐoc onom�zetai o genn torac
telest c thc diadikasÐac.

� Me thn qr sh tou genn tora telest  mproÔme na sundèsoume tic sto-
qastikèc diaforikèc exis¸seic me tic grammikèc diaforikèc exis¸seic me
merikèc parag¸gouc

} H anapar�stash Feynman-Kac mac epitrèpei na gr�youme thn lÔ-
sh nteterministik¸n diaforik¸n exis¸sewn me merikèc parag¸gouc san
thn mèsh tim  kat�llhla epilegmènwn sunarthsoeid¸n ep�nw stic troqièc
kat�llhla epilegmènwn diadikasi¸n Itô

} Me thn qr sh thc anapar�stashc aut c mporoÔme na p�roume en-
diafèronta apotelèsmata gia tic idiìthtec diadikasi¸n Itô ìpwc p.q. qro-
nouc exìdou apì perioqèc   thn puknìthta met�bashc

} H anapar�stash aut  brÐskei eureÐa qr sh sthn qrhmatooikonomi-
k . 'Ena qarakthristikì par�deigma eÐnai h exÐswsh Black-Scholes gia thn
apotÐmhsh parag¸gwn sumbolaÐwn
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