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Kef�laio 1

Diakritèc TuqaÐec Metablhtèc

To kef�laio autì eÐnai mia sÔntomh upenjÔmish twn basik¸n ennoi¸n twn diakrit¸n tuqaÐwn
metablht¸n mèsa apì èna prÐsma pou tonÐzei ta qarakthristik� pou ja eÐnai qr sima gia thn
melèth stoqastik¸n anelÐxewn.

1.1 Mèsh tim  miac diakrit c katanom c

'Estw N tuqaÐa metablht  (t.m.) me timèc stouc fusikoÔc ℕ0 := {0, 1, 2, . . .} kai

pn := P (N = n)

h katanom  thc. UpenjumÐzoume ìti h mèsh tim  thc orÐzetai wc

EN =
∞∑

n=0

npn = 0 ⋅ p0 + 1 ⋅ p1 + 2 ⋅ p2 + ⋅ ⋅ ⋅ .

H rop  t�xewc r thc N (ìpou r fusikìc) orÐzetai wc

EN r =
∞∑

n=0

nrpn.

H diaspor� thc N orÐzetai wc Var(N) = E[N2]− (EN)2.

Prìtash 1.1. H mèsh tim  miac diakrit c t.m. mporeÐ na ekfrasjeÐ me touc ex c trìpouc

EN :=

∞∑

n=0

npn =

∞∑

n=0

P (N > n) =

∞∑

n=1

P (N ≥ n).

Apìdeixh: EÐnai eÔkolo na diapist¸soume ìti ta dÔo teleutaÐa ajroÐsmata èqoun thn Ðdia
tim  afoÔ h N paÐrnei timèc stouc fusikoÔc. Epomènwc arkeÐ na apodeÐxoume ìti to trÐto
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�jroisma eÐnai Ðso me to pr¸to. Pr�gmati P (N ≥ n) = pn + pn+1 + pn+2 + ⋅ ⋅ ⋅ kai
∑∞

n=1 P (N ≥ n) = p1 + p2 + p3 + p4 + ⋅ ⋅ ⋅ + pn + ⋅ ⋅ ⋅
+ p2 + p3 + p4 + ⋅ ⋅ ⋅ + pn + ⋅ ⋅ ⋅

+ p3 + p4 + ⋅ ⋅ ⋅ + pn + ⋅ ⋅ ⋅
+ p4 + ⋅ ⋅ ⋅ + pn + ⋅ ⋅ ⋅

...
...

pn + ⋅ ⋅ ⋅
...

= p1 + 2p2 + 3p3 + 4p4 + ⋅ ⋅ ⋅ + npn + ⋅ ⋅ ⋅
Autì to epiqeÐrhma sumplhr¸nei thn apìdeixh.
O parap�nw upologismìc kajÐstatai aploÔsteroc me th qr sh deiktri¸n.

Orismìc 1.1. H deÐktria enìc endeqomènou A orÐzetai wc

1(A) :=

{
1 an h A eÐnai alhj c,
0 an h A eÐnai yeud c.

Gia par�deigma h deÐktria 1(N ≤ 4) eÐnai mÐa tuqaÐa metablht  pou paÐrnei thn tim  1 an
h t.m. N eÐnai mikrìterh   Ðsh tou 4 kai thn tim  0 diaforetik�.
Parat rhsh 1.1. H mèsh tim  miac deÐktriac eÐnai profan¸c h pijanìthta tou antÐstoiqou
endeqomènou: Pr�gmati

E1(A) = 1× P (A) + 0× P (AC) = P (A).

Qrhsimopoi¸ntac loipìn deÐktriec, parathroÔme ìti
∞∑

n=1

P (N ≥ n) =
∞∑

n=1

E[1(N ≥ n)].

Basizìmenoi sto je¸rhma 1.1 mporoÔme na gr�youme to dexiì mèloc thc parap�nw exÐswshc
wc

E

[ ∞∑

n=1

1(N ≥ n)

]
.

All� to �peiro �jroisma
∑∞

n=1 1(N ≥ n) isoÔtai me N . (MporeÐte na to diapist¸sete
paÐrnontac p.q. N = 3 (  opoiod pote �llo akèraio) kai blèpontac ìti ìlec oi deÐktriec ektìc
apì tic treic pr¸tec mhdenÐzontai.) Sunep¸c

∑∞
n=1 P (N ≥ n) = EN .

Me parìmoio trìpo upologÐzoume gia par�deigma kai to �jroisma
∑∞

n=1 nP (N ≥ n) to
opoÐo gr�foume wc

∞∑

n=1

nE[1(N ≥ n)] = E

[ ∞∑

n=1

n1(N ≥ n)

]
= E

[
N∑

n=1

n

]
= E

[
N(N + 1)

2

]

=
E[N2] + EN
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(ìpou qrhsimopoi same ton gnwstì tÔpo gia thn arijmhtik  prìodo).

Orismìc 1.2. H katioÔsa paragontik  rop  t�xhc k miac akèraiac t.m. N orÐzetai wc
E[N(N −1) ⋅ ⋅ ⋅ (N −k+1)]. ParomoÐwc, h anioÔsa paragontik  rop  t�xhc k thc N orÐzetai
wc E[N(N + 1) ⋅ ⋅ ⋅ (N + k − 1)].

Gia par�deigma h katioÔsa paragontik  rop  t�xhc k miac t.m. Poisson eÐnai

EN(N − 1) ⋅ ⋅ ⋅ (N − k + 1) =
∞∑

n=0

n(n− 1) ⋅ ⋅ ⋅ (n− k + 1)
®n

n!
e−®

=
∞∑

n=k

n(n− 1) ⋅ ⋅ ⋅ (n− k + 1)
®n

n!
e−®

=
∞∑

n=k

®n

(n− k)!
e−®

= e−®®k
∞∑

n=k

®n−k

(n− k)!

= ®k.

Epomènwc apì thn parap�nw sqèsh, gia k = 1, 2, 3, 4 èqoume

EN = ®

E[N(N − 1)] = E[N2]− EN = ®2

E[N(N − 1)(N − 2)] = E[N3]− 3E[N2] + 2EN = ®3

E[N(N − 1)(N − 2)(N − 3)] = E[N4]− 6E[N3] + 11E[N2]− 6EN = ®4,

ap' ìpou prokÔptoun eÔkola oi ropèc thc Poisson

E[N2] = ®2 + ®

E[N3] = ®3 + 3®2 + ®

E[N4] = ®4 + 6®3 + 7®2 + ®.

1.2 Apì koinoÔ katanom 

H statistik  sumperifor� dÔo t.m. X1, X2, me timèc stouc fusikoÔc prosdiorÐzetai apì thn
apì koinoÔ katanom  touc,

pn1n2 := P (X1 = n1, X2 = n2).

An h apì koinoÔ katanom  twn dÔo t.m. eÐnai gnwst , tìte h perij¸rioc katanom  thc k�je
miac ap' autèc upologÐzetai eÔkola apì to je¸rhma olik c pijanìthtac wc ex c

P (X1 = n1) =
∞∑

n2=0

P (X1 = n1, X2 = n2) =
∞∑

n2=0

pn1n2 .



'Estw f mÐa sun�rthsh dÔo metablht¸n, f : ℕ0 × ℕ0 −→ ℝ, apì touc fusikoÔc arijmoÔc
stouc pragmatikoÔc. Tìte h f(X1, X2) eÐnai mia t.m. me timèc stouc pragmatikoÔc arijmoÔc
kai mèsh tim 

E[f(X1, X2)] =

∞∑

n1=0

∞∑

n2=0

f(n1, n2)pn1n2 . (1.1)

Je¸rhma 1.1. H mèsh tim  tou ajroÐsmatoc dÔo oiwnd pote t.m. isoÔtai p�nta me to
�jroisma twn mèswn touc tim¸n, dhlad  E[X1 + X2] = EX1 + EX2. To apotèlesma autì
epekteÐnetai se ajroÐsmata n tuqaÐwn metablht¸n epagwgik� kai epomènwc

E[X1 +X2 + ⋅ ⋅ ⋅+Xn] = EX1 +EX2 + ⋅ ⋅ ⋅+ EXn. (1.2)

Apìdeixh: ArkeÐ na apodeÐxoume to apotèlesma gia dÔo t.m. 'Estw loipìn pn1n2 h apì
koinoÔ katanom  twn X1, X2. Qrhsimopoi¸ntac ton tÔpo (1.1), ìpou f(n1, n2) = n1 + n2,

E[X1 +X2] =

∞∑

n1=0

∞∑

n2=0

(n1 + n2)pn1n2 =

∞∑

n1=0

∞∑

n2=0

n1 pn1n2 +

∞∑

n1=0

∞∑

n2=0

n2 pn1n2

=
∞∑

n1=0

n1

∞∑

n2=0

pn1n2 +
∞∑

n2=0

n2

∞∑

n1=0

pn1n2

=

∞∑

n1=0

n1P (X1 = n1) +

∞∑

n2=0

n2P (X2 = n2)

= EX1 + EX2.

Orismìc 1.3. DÔo t.m. X1, X2, onom�zontai anex�rthtec an h apì koinoÔ katanom  touc
èqei thn morf  P (X1 = n1, X2 = n2) = P (X1 = n1)P (X2 = n2) (dhlad  an ta gegonìta
{X1 = n1}, {X2 = n2} eÐnai anex�rthta) gia k�je n1, n2.

Je¸rhma 1.2. 'Estw fi, i = 1, 2, dÔo sunart seic apì touc fusikoÔc stouc pragmatikoÔc
kai X1, X2, dÔo anex�rthtec t.m. Tìte

E[f1(X1)f2(X2)] = E[f1(X1)] E[f2(X2)]. (1.3)

To apotèlesma autì epekteÐnetai epagwgik� gia opoiod pote arijmì t.m.

Apìdeixh: Qrhsimopoi¸ntac ton tÔpo (1.1) èqoume

E[f1(X1)f2(X2)] =
∞∑

n1=0

∞∑

n2=0

f1(n1)f2(n2)P (X1 = n1)P (X2 = n2)

=

Ã ∞∑

n1=0

f1(n1)P (X1 = n1)

) Ã ∞∑

n2=0

f2(n2)P (X2 = n2)

)

= E[f1(X1)] E[f2(X2)].



H sundiakÔmansh dÔo tuqaÐwn metablht¸n, X1, X2, orÐzetai wc

Cov(X1, X2) = E [(X1 −EX1)(X2 − EX2)] = E[X1X2]− (EX1)(EX2).

Duo t.m. twn opoÐwn h sundiakÔmansh eÐnai 0 onom�zontai asusqètistec. Apì thn (1.3)
prokÔptei ìti ìtan dÔo t.m. eÐnai anex�rthtec tìte eÐnai kai asusqètistec afoÔ s' aut  thn
perÐptwsh E[X1X2] = (EX1)(EX2). (To antÐjeto ìmwc den isqÔei, dhlad  dÔo asusqètistec
t.m. den eÐnai upoqrewtik� anex�rththtec.)

Je¸rhma 1.3. Gia dÔo opoiesd pote t.m. X1, X2,

Var(X1 +X2) = Var(X1) + Var(X2) + 2Cov(X1, X2).

'Otan oi X1, X2 eÐnai asusqètistec, Var(X1 +X2) = Var(X1) +Var(X2). Genik�, gia opoies-
d pote n t.m. èqoume

Var

Ã
n∑

i=1

Xi

)
=

n∑

i=1

Var(Xi)+
∑

i∕=j

Cov(Xi, Xj) =

n∑

i=1

Var(Xi)+2

n∑

i=2

i∑

j=1

Cov(Xi, Xj). (1.4)

(To diplì �jroisma
∑

i∕=j perièqei sunolik� n(n− 1) ìrouc. Qrhsimopoi same epÐshc to
gegonìc ìti Cov(Xi, Xj) = Cov(Xj , Xi).) H apìdeixh tou jewr matoc autoÔ af netai wc
�skhsh.

1.3 Katanom  tou ajroÐsmatoc anexart twn t.m.

'Estw N,M , anex�rthtec t.m. me dedomènec katanomèc P (N = n), P (M = m), n,m =

0, 1, 2, . . .. 'Estw K = N +M , to �jroisma twn dÔo t.m. H katanom  thc K upologÐzetai wc
ex c

P (K = k) = P (N +M = k) =
k∑

n=0

P (N = n,M = k − n)

=
k∑

n=0

P (N = n)P (M = k − n).

H teleutaÐa sqèsh ofeÐletai sthn anexarthsÐa twn M kai N to de �jroisma onom�zetai
sunèlixh twn dÔo katanom¸n.

Par�deigma 1.1. 'Estw N diwnumik  t.m. me paramètrouc n kai p dhlad  P (N = i) =(
n
i

)
piqn−i, gia i = 0, 1, 2, . . . , n, ìpou q = 1 − p. H t.m. M eÐnai epÐshc diwnumik  me pa-

ramètrouc m kai p kai anex�rthth apì thn N . H katanom  thc K := N +M dÐnetai tìte apì



thn sunèlixh twn dÔo diwnumik¸n katanom¸n dhlad 

P (K = k) =
k∑

i=0

P (N = i)P (M = k − i) =
k∑

i=0

(
n

i

)
piqn−i

(
m

k − i

)
pk−iqm−k+i

= pkqm+n−k
k∑

i=0

(
n

i

)(
m

k − i

)

=

(
m+ n

k

)
pkqm+n−k.

Sthn teleutaÐa exÐswsh thc parap�nw sqèshc qrhsimopoi same thn sunduastik  tautìthta

k∑

i=0

(n
i

)(
m

k − i

)
=

(
m+ n

k

)
. (1.5)

pou mporeÐ na dikaiologhjeÐ wc ex c. To dexiì mèloc thc (1.5) ja mporoÔse na eÐnai o arijmìc
twn epitrop¸n k atìmwn pou mporoÔn na epilegoÔn apì n+m �toma, n apì ta opoÐa eÐnai �ndrec
kai m gunaÐkec. Sto aristerì mèloc

(
n
i

) (
m
k−i

)
eÐnai o sunolikìc arijmìc twn epitrop¸n pou

apoteloÔntai apì i �ndrec kai k − i gunaÐkec. (UpenjumÐzoume ìti to sÔmbolo
(
n
m

)
, ìpou m,

n, fusikoÐ arijmoÐ orÐzetai wc n!
m!(n−m)! an 0 ≤ m ≤ n kai 0 an m < 0   m > n.)

Par�deigma 1.2. 'Estw N , M anex�rthtec gewmetrikèc t.m. me par�metro p. H katanom  thc
K := N +M dÐnetai apì thn sunèlixh

P (K = k) =
k∑

i=0

P (N = i)P (M = k − i) =
k−1∑

i=1

pqipqk−i

= (k − 1)qkp2.

(H katanom  aut  ìpwc ja doÔme argìtera eÐnai mia eidik  perÐptwsh thc arnhtik c diwnumik c
katanom c   katanom c Pascal.)

Par�deigma 1.3. 'Estw N t.m. Poisson me par�metro ®1, dhlad  P (N = k) =
®k
1
k! e

−®1 ,
k = 0, 1, 2, . . .. H t.m. M eÐnai epÐshc Poisson me par�metro ®2 kai anex�rthth thc N . H
katanom  thc K := N +M dÐnetai tìte apì thn sunèlixh twn dÔo katanom¸n Poisson dhlad 

P (K = k) =

k∑

n=0

P (N = n)P (M = k − n) =

k∑

n=0

®n
1

n!
e−®1

®k−n
2

(k − n)!
e−®2

= e−(®1+®2)
k∑

n=0

®n
1

n!

®k−n
2

(k − n)!
=

1

k!
e−(®1+®2)

k∑

n=0

(
k

n

)
®n
1®

k−n
2

=
(®1 + ®2)

k

k!
e−(®1+®2).

Epomènwc to �jroisma dÔo anexart twn t.m. Poisson eÐnai p�li Poisson me par�metro to
�jroisma twn paramètrwn.



1.4 H Gewmetrik  Katanom  kai SuggeneÐc Katanomèc

'Estw X o arijmìc twn anexart twn epanal yewn pou apaiteÐtai gia na epiteuqjeÐ mia epituqÐa
ìtan h pijanìthta epituqÐac eÐnai p (kai h pijanìthta apotuqÐac q = 1 − p). H X èqei
gewmetrik  katanom  h opoÐa dÐnetai apì th sqèsh

P (X = k) = (1− p)k−1p, k = 1, 2, . . . . (1.6)

'Otan anaferìmaste sthn gewmetrik  katanom  qwrÐc epiplèon dieukrÐnish ennooÔme thn ka-
tanom  (1.6).

Merikèc forèc mporeÐ na mac endiafèrei o arijmìc twn apotuqi¸n mèqri thn pr¸th epituqÐa
o opoÐoc eÐnai fusik� mikrìteroc kat� 1 apì ton sunolikì arijmì dokim¸n. An Y eÐnai o
arijmìc twn apotuqi¸n mèqri thn pr¸th epituqÐa tìte h katanom  tou Y dÐnetai apì thn
sqèsh

P (Y = k) = (1− p)kp, k = 0, 1, 2, . . . .

H katanom  tou Y onom�zetai suqn� epÐshc gewmetrik  all� sun jwc aut  th as�feia den
dhmiourgeÐ probl mata ef' ìson dÐnontai oi aparaÐthtec dieukrin seic. ParathreÐste ìti s'
aut  thn perÐptwsh to mhdèn èqei jetik  pijanìthta.

Tèloc, merikèc forèc qr simh eÐnai kai h legìmenh genikeumènh gewmetrik  katanom  h o-
poÐa èqei mia aujaÐreth m�za pijanìthtac sto 0 kai orÐzetai wc ex c: H t.m. Z èqei genikeumèmh
gewmetrik  katanom  an

P (Z = k) =

{
r ìtan k = 0
(1− r)qk−1p ìtan k = 1, 2, 3, . . .

(1.7)

ìpou 0 ≤ r ≤ 1, 0 < p ≤ 1, kai q = 1 − p. ParathreÐste ìti h katanom  aut , se antÐjesh
me thn gewmetrik , èqei dÔo anex�rthtec paramètrouc, thn r pou prosdiorÐzei thn m�za sto 0
kai thn pijanìthta p. Oi dÔo prohgoÔmenec kanomèc prokÔptoun wc eidikèc peript¸seic gia
r = 0 kai r = p antÐstoiqa.

Mia diaforetik  (kai pio endiafèrousa) genÐkeush thc gewmetrik c katanom c prokÔptei
an exet�soume ton arijmì twn epanal yewnN pou apaiteÐtai se èna anex�rthta epanalambanì-
meno peÐrama pou èqei pijanìthta epituqÐac p kai apotuqÐac q = 1− p èwc ìtou katagr�youme
r epituqÐec. H katanom  thc t.m. N dÐnetai apì ton tÔpo

P (N = n) =

(
n− 1

r − 1

)
qn−rpr. (1.8)

H katanom  aut  onom�zetai arnhtik  diwnumik    Pascal. H parap�nw èkfrash gia thn
katanom  Pascal mporeÐ na exaqjeÐ apì to ex c sunduastikì epiqeÐrhma: Prokeimènou na
qreiasjoÔn n dokimèc gia r epituqÐec ja prèpei oi pr¸tec n − 1 dokimèc na perièqoun r − 1

epituqÐec (anexart twc seir�c) kai h dokim  n na eÐnai upoqrewtik� epituqÐa. H pijanìth-
ta gia to pr¸to endeqìmeno dÐnetai apì ton tÔpo thc diwnumik c wc

(
n−1
r−1

)
q(n−1)−(r−1)pr−1

en¸ h pijanìthta tou deutèrou endeqomènou (pou eÐnai anex�rthto apì to pr¸to) eÐnai p.
Pollaplasi�zontac autèc tic dÔo pijanìthtec prokÔptei h (1.8).



1.5 H desmeumènh mèsh tim  wc tuqaÐa metablht 

'Estw X, Y dÔo akèraiec t.m. me apì koinoÔ katanom  P (X = m,Y = n), n,m ∈ ℕ.
H desmeumènh katanom  thc X, dedomènou ìti Y = n, dÐnetai bebaÐwc apì thn èkfrash
P (X = m∣Y = n) = P (X=m,Y=n)

P (Y=n) . H desmeumènh mèsh tim  thc X dedomènou ìti Y = n

dÐnetai tìte apì thn èkfrash

E[X∣Y = n] =
∞∑

m=0

mP (X = m∣Y = n).

Parat rhsh: Gia dedomèno n h parap�nw mèsh tim  eÐnai bèbaia ènac pragmatikìc arijmìc,
an epitrèyoume ìmwc sto n na metab�lletai (n ∈ ℕ) tìte h E[X∣Y = n] gÐnetai mÐa sun�rthsh
tou n, mporoÔme dhlad  na gr�youme E[X∣Y = n] = g(n) gia k�poia sun�rthsh g pou orÐzetai
apì thn sqèsh

g(n) =
∞∑

m=0

mP (X = m∣Y = n) ∀n ∈ ℕ. (1.9)

'Opwc blèpoume h g exart�tai bèbaia apì thn apì koinoÔ katanom  twn X,Y . Gia par�deigma,
ac upojèsoume ìti h apì koinoÔ katanom  twn X,Y dÐnetai apì th sqèsh

P (X = m,Y = n) =

{
®m

m! e
−® ¯n−m

(n−m)!e
−¯ gia n ≥ m ≥ 0,

0 diaforetik�
. (1.10)

Oi perij¸riec katanomèc twn X kai Y dÐdontai apì tic P (X = m) = ®m

m! e
−®, P (Y = n) =

(®+¯)n

n! e−(®+¯) (parathreÐste ìti kai oi dÔo katanomèc eÐnai Poisson). H desmeumènh katanom 

P (X = m∣Y = n) =
P (X = m,Y = n)

P (Y = n)
=

®m

m! e
−® ¯n−m

(n−m)!e
−¯

(®+¯)n

n! e−(®+¯)

=

(
n

m

)(
®

®+ ¯

)m(
¯

®+ ¯

)n−m

, m = 0, 1, 2, . . . , n,

ìpwc parathroÔme eÐnai diwnumik . H desmeumènh mèsh tim  eÐnai epomènwc

E[X∣Y = n] =
n∑

m=0

m

(
n

m

)(
®

®+ ¯

)m(
¯

®+ ¯

)n−m

= n
®

®+ ¯
.

Kat� sunèpeia, sth sugkekrimènh perÐptwsh, E[X∣Y = n] = g(n) me g(n) = n ®
®+¯ .

AfoÔ h desmeumènh mèsh tim  E[X∣Y = n] eÐnai mia sun�rthsh tou n, g(n), all�zontac
elafr� optik  gwnÐa mporoÔme na mil soume gia thn desmeumènh mèsh tim  ìqi wc proc to
gegonìc {Y = n} all� wc proc thn t.m. Y . Thn desmeumènh mèsh tim  wc proc thn t.m. Y

thn sumbolÐzoume me E[X∣Y ] kai bebaÐwc eÐnai Ðsh me g(Y ). Sto prohgoÔmeno par�deigma,
E[X∣Y ] = Y ®

®+¯ . ParathreÐste ìti h E[X∣Y ] eÐnai tuqaÐa metablht .



Genikìtera, an X,Y1, Y2, . . . , Yk eÐnai tuqaÐec metablhtèc me apì koinoÔ katanom  P (X =

m,Y1 = n1, Y2 = n2, . . . , Yk = nk) tìte h desmeumènh mèsh tim  E[X∣Y1 = n1, Y2 =

n2, . . . , Yk = nk] orÐzetai wc

E[X∣Y1 = n1, Y2 = n2, . . . , Yk = nk] =

∞∑

m=0

mP (X = m∣Y1 = n1, Y2 = n2, . . . , Yk = nk)

= g(n1, n2, . . . , nk),

ìpou, s' aut  thn perÐptwsh h g eÐnai h sun�rthsh k metablht¸n pou orÐzetai apì thn parap�nw
sqèsh. 'Omoia, E[X∣Y1, Y2, . . . , Yk] = g(Y1, Y2, . . . , Yk).

Je¸rhma 1.4. Gia thn desmeumènh mèsh tim  isqÔei ìti

E[E[X∣Y ]] = E[X]. (1.11)

H exÐswsh aut  èqei thn ex c ènnoia. H E[X∣Y ] eÐnai, ìpwc eÐdame, mia tuqaÐa metablht .
PaÐrnontac th mèsh tim  aut c thc t.m. ja anakt soume thn mèsh tim  thc X.

Apìdeixh: 'Eqoume E[X∣Y ] = g(Y ) (ìpou h g dÐnetai apì thn (1.9) kai epomènwc

E[E[X∣Y ]] =
∞∑

n=0

g(n)P (Y = n) =
∞∑

n=0

Ã ∞∑

m=0

mP (X = m∣Y = n)

)
P (Y = n)

=
∞∑

n=0

∞∑

m=0

mP (X = m,Y = n) =
∞∑

m=0

mP (X = m) = E[X].

San mia efarmog  thc ènnoiac thc desmeumènhc mèshc tim c ja exet�soume to ex c prìblh-
ma. 'Estw N mia akèraia t.m. kai X1, X2, X3, . . . mia �peirh akoloujÐa apì t.m. anex�rthtec
metaxÔ touc kai me thn Ðdia katanom . Ja k�noume epÐshc thn upìjesh ìti h N eÐnai anex�r-
thth apì tic {Xn;n = 1, 2, . . .}. OrÐzoume thn t.m. Y :=

∑N
n=1Xn. Gia na upologÐsoume thn

mèsh tim  thc Y desmeÔoume pr¸ta wc proc N :

E[

N∑

n=1

Xn∣N ] =

N∑

n=1

E[Xn∣N ].

Lìgw thc anexarthsÐac thc N apì tic {Xn}, E[Xn∣N ] = EXn. All� epeid  oi {Xn} eÐnai
isìnomec, EXn = EX1 kai sunep¸c

E[
N∑

n=1

Xn∣N ] = NEX1.

Epomènwc

E[
N∑

n=1

Xn] = E[E[
N∑

n=1

Xn∣N ]] = E[NEX1] = ENEX1.



1.6 Pijanogenn triec sunart seic: ParadeÐgmata kai
efarmogèc

Orismìc 1.4. JewroÔme thn t.m. N me timèc stouc fusikoÔc arijmoÔc, dhlad  sto sÔnolo
{0, 1, 2, 3, . . .}. 'Estw pk = P (N = k) h pijanìthta h t.m. na isoÔtai me k = 0, 1, 2, . . . . 'Estw
epÐshc z mia pragmatik  metablht  pou paÐrnei timèc sto di�sthma [−1, 1]. H èkfrash zN

eÐnai tìte mia tuqaÐa sun�rthsh (ef' ìson to N eÐnai tuqaÐa metablht ) kai h mèsh thc tim 
mia apl  sun�rthsh tou z. H sun�rthsh aut , Á(z) := EzN , onom�zetai pijanogenn tria tou
N .

Sta akìlouja paradeÐgmata upologÐzoume tic pijanogenn triec apl¸n diakrit¸n t.m.

Par�deigma 1.4. 'Estw N t.m. Bernoulli pou paÐrnei thn tim  1 m.p. (me pijanìthta) p kai 0
m.p. q = 1− p. H pijanogenn tria sun�rthsh dÐnetai apì thn sqèsh

EzN = q + zp.

Par�deigma 1.5. 'Estw N to apotèlesma thc rÐyhc enìc timÐou zarioÔ, dhlad  N = k m.p.
1/6, k = 1, 2, . . . , 6. S' aut  thn perÐptwsh,

EzN =
1

6

(
z + z2 + z3 + z4 + z5 + z6

)
.

Par�deigma 1.6. 'Estw N diwnumik  t.m. me paramètrouc n kai p dhlad  P (N = k) =(
n
k

)
pkqn−k, gia k = 0, 1, 2, . . . , n, ìpou q = 1− p. Tìte

EzN =
n∑

k=0

(
n

k

)
pkqn−kzk = (q + zp)n .

Par�deigma 1.7. 'Estw N gewmetrik  t.m. me par�metro p dhlad  P (N = k) = qk−1p,
k = 1, 2, . . . ,. Tìte

EzN =
∞∑

k=1

qk−1pzk =
pz

1− qz
.

Par�deigma 1.8. 'Estw Q t.m. me thn genikeumènh gewmetrik  katanom  thc (1.7). H pijano-
genn tria aut c thc katanom c dÐnetai apì thn sqèsh

E[zX ] =

∞∑

k=0

P (X = k)zk = r + (1− r)

∞∑

k=1

pqk−1zk = r + (1− r)pz
1

1− qz

=
r + (p− r)z

1− qz
. (1.12)

Par�deigma 1.9. 'Estw N t.m. Poisson me par�metro ®, dhlad  P (N = k) = ®k

k! e
−®, k =

0, 1, 2, . . . ,. H pijanogenn tria sun�rthsh s' aut  thn perÐptwsh dÐnetai apì th sqèsh

EzN =
∞∑

k=0

®k

k!
e−®zk = e−®

∞∑

k=0

(®z)k

k!
= e−®(1−z).



Prìtash 1.2. SumbolÐzontac me Á(k)(0) thn par�gwgo t�xhc k thc pijanogenn triac upo-
logismènh sto 0, isqÔei ìti

pk =
Á(k)(0)

k!
. (1.13)

Apìdeixh: ParagwgÐzontac k forèc touc ìrouc thc dunamoseir�c
∑∞

i=0 piz
i èqoume

Á(k)(z) =

∞∑

i=0

i(i− 1)(i− 2) ⋅ ⋅ ⋅ (i− k + 1)piz
i−k. (1.14)

(ParathreÐste ìti oi ìroi pou antistoiqoÔn se i = 0, 1, 2, . . . k−1 sth seir� (1.14) mhdenÐzon-
tai.) Jètontac z = 0 sthn (1.14) blèpoume ìti mhdenÐzontai epÐshc kai oi ìroi pou antistoiqoÔn
se i = k + 1, k + 2, k + 3, . . . kai sunep¸c o mìnoc mh mhdenikìc ìroc eÐnai o antistoiq¸n se
i = k. 'Etsi prokÔptei h (1.13).

Prìtash 1.3. H par�gwgoc t�xhc k thc pijanogenn triac upologismènh sto 1, Á(k)(1)

dÐnei thn katioÔsa paragontik  rop  t�xhc k:

E[N(N − 1)(N − 2) ⋅ ⋅ ⋅ (N − k + 1)] = Á(k)(1). (1.15)

Apìdeixh: Jètontac sthn seir� (1.14) z = 1

Á(k)(1) =

∞∑

n=0

n(n− 1)(n− 2) ⋅ ⋅ ⋅ (n− k + 1)pn (1.16)

h opoÐa isodunameÐ me thn (1.15).

Par�deigma 1.10. Oi par�gwgoi thc pijanogenn triac upologismènec sto 1 suqn� qrhsimo-
poioÔntai gia ton upologismì twn rop¸n. Gia par�deigma, an X eÐnai gewmetrik� katanemhmènh
t.m. tìte

EX =
d

dz

pz

1− qz

∣∣∣∣
z=1

=

(
p

1− qz
+

pqz

(1− qz)2

)∣∣∣∣
z=1

= 1 +
q

p
=

1

p
,

E[X(X − 1)] =
d2

dz2
pz

1− qz

∣∣∣∣
z=1

=

(
2pq

(1− qz)2
+

2pq2z

(1− qz)3

)∣∣∣∣
z=1

= 2
q

p
+

2q2

p2
= 2

q

p2
,

kai sunep¸c

EX2 = E[X(X − 1)]− EX =
1 + q

p2
, Var(X) =

q

p2
.

Oi pijanogenn triec apoteloÔn qr simo ergaleÐo gia thn melèth ajroism�twn anexart twn
t.m. ìpwc faÐnetai apì to akìloujo je¸rhma.

Je¸rhma 1.5. An M , N eÐnai anex�rthtec akèraiec t.m. me pijanogenn triec ÁM (z), ÁN (z)

antÐstoiqa tìte h pijanogenn tria thcK = M+N eÐnai to ginìmeno twn dÔo pijanogennhtri¸n
dhlad 

ÁK(z) = EzK = ÁM (z)ÁN (z).



Apìdeixh:

EzK =
∞∑

k=0

P (K = k)zk =
∞∑

k=0

zk
k∑

n=0

P (N = n)P (M = k − n)

=
∞∑

n=0

∞∑

k=n

znP (N = n)zk−nP (M = k − n) =
∞∑

n=0

ÁM (z)znP (N = n)

= ÁM (z)ÁN (z).

Parat rhsh 1.2. Mia aploÔsterh apìdeixh basÐzetai sto je¸rhma 1.2: EzM+N = E[zMzN ] =

E[zM ]E[zN ] = ÁM (z)ÁN (z).

To parap�nw je¸rhma genikeÔetai �mesa sthn perÐptwsh oswnd pote anex�rthtwn t.m.:
An Xi, i = 1, 2, . . . , n eÐnai anex�rthtec t.m. me pijanogen triec sunart seic Ái(z) := EzXi

kai S := X1 +X2 + ⋅ ⋅ ⋅+Xn to �jroism� touc, tìte EzS =
∏n

i=1 Ái(z).

'Eqontac prosdiorÐsei thn pijanogenn tria tou ajroÐsmatoc, o tÔpoc (1.13) den eÐnai p�nta
o eukolìteroc trìpoc gia ton upologismì thc katanom c. Gia par�deigma, ìtan h pijanogen-
n tria eÐnai rht  sun�rthsh (dhlad  phlÐko poluwnÔmwn) h an�lush se apl� kl�smata kai
to an�ptugma se seir� twn klasm�twn aut¸n apoteleÐ suqn� mia qr simh mèjodo gia ton
upologismì thc katanom c. 'Ena par�deigma thc teqnik c aut c pou eÐnai idiaÐtera qr simh
sthn pr�xh akoloujeÐ.

1.6.1 'Ajroisma anex�rthtwn gewmetrik¸n t.m.

'Estw Xi, i = 1, 2, . . . , n anex�rthtec gewmetrikèc t.m. me pijanìthta epituqÐac pi. Ja upo-
logÐsoume thn katanom  tou ajroÐsmatoc S = X1 + X2 + . . . + Xn sthn perÐptwsh pou oi
pijanìthtec epituqÐac eÐnai ìlec diaforetikèc metaxÔ touc. Jètwntac qi = 1 − pi, h pijano-
genn tria tou ajroÐsmatoc dÐnetai apì thn

EzS =
n∏

i=1

zpi
1− qiz

.

Efìson qi ∕= qj gia i ∕= j, h an�lush tou ginomènou se merik� kl�smata gÐnetai wc ex c:
Jètoume

n∏

i=1

zpi
1− qiz

=
n∑

i=1

Ai
zpi

1− qiz

me skopì na prosdiorÐsoume ta Ai, i = 1, 2, . . . , n. Pollaplasi�zontac ta dÔo mèlh thc
parap�nw exÐswshc me

∏n
i=1(1− qiz) èqoume

n∏

j=1

zpj =
n∑

i=1

Aizpi

n∏
j=1
j ∕=i

(1− qjz).



Ac jèsoume t¸ra, ìpou z = q−1
l ìpou to l eÐnai ènac akèraioc apì 1 èwc n. ParathroÔme ìti

to ginìmeno
∏n

j=1
j ∕=i

(1− qj/ql) mhdenÐzetai ektìc an i = l (epeid  an l ∕= i tìte ja perièqei èna
mhdenikì ìro). Epomènwc èqoume

n∏

j=1

pj/ql = Alpl/ql

n∏
j=1
j ∕=l

(1− qj/ql)

 
Al =

∏
j=1
j ∕=l

pj
ql − qj

, l = 1, 2, . . . , n. (1.17)

'Etsi èqoume

EzS =
n∏

i=1

zpi
1− qiz

=
n∑

i=1

Ai
piz

1− zqi
. (1.18)

H teleutaÐa aut  sqèsh sunep�getai ìti h pijanogenn tria tou ajroÐsmatoc twn anex�rthtwn
gewmetrik¸n t.m. (me diaforetikèc pijanìthtec epituqÐac) mporeÐ na grafeÐ wc grammikìc
sundiasmìc twn pijanogennhtri¸n twn ìrwn tou ajroÐsmatwn.

H katanom  tou ajroÐsmatoc upologÐzetai eÔkola apì thn pijanogenn tria wc ex c: AfoÔ

piz

1− zqi
=

∞∑

k=1

zkpiq
k−1
i ,

antikajist¸ntac sthn (1.18) èqoume

EzS =
n∑

i=1

Ai

∞∑

k=1

zkpiq
n−1
i =

∞∑

k=1

zk
n∑

i=1

Aipiq
k−1
i .

Apì aut  thn èkfrash gia thn pijanogenn tria prokÔptei ìti

P (X1 + ⋅ ⋅ ⋅+Xn = k) =
n∑

i=1

Aiq
k−1
i pi, k = 1, 2, . . . .

ParathroÔme ìti isqÔei

n∑

i=1

Aiq
k−1
i pi = 0, k = 1, 2, . . . , n.

Gia par�deigma, an n = 3 kai p1 = 1/4, p2 = 2/4, p3 = 3/4, tìte

A1 =
p2/q1

1− q2/q1

p3/q1
1− q3/q1

=
2/3

1− 2/3

3/3

1− 1/3
= 3

A2 =
p1/q2

1− q1/q2

p3/q2
1− q3/q2

=
1/2

1− 3/2

3/2

1− 1/2
= −3

A3 =
p1/q3

1− q1/q3

p2/q3
1− q2/q3

=
1/1

1− 3/1

2/1

1− 2/1
= 1



kai sunep¸c h pijanogenn tria sun�rthsh tou ajroÐsmatoc gr�fetai s' aut n thn perÐptwsh
wc

3
z

4− 3z
− 3

z

2− 2z
+

3z

4− z
.

AnaptÔssontac ta kl�smata se seir�, èqoume H katanom  tou ajroÐsmatoc eÐnai

P (X1 +X2 +X3 = k) = 3
1

4

(
3

4

)k

− 3
1

2

(
1

2

)k

+
3

4

(
1

4

)k

, k = 0, 1, 2, . . . .

Sto par�deigma pou akoloujeÐ exet�zoume p�li èna �jroisma apì anex�rthtec, gewmetrik�
katanemhmènec t.m., aut  th for� ìmwc ìlec èqoun thn Ðdia pijanìthta epituqÐac.

1.6.2 H katanom  Pascal wc �jroisma r anex�rthtwn gewmetrik¸n
t.m. me thn Ðdia pijanìthta epituqÐac

Xekin�me me thn gewmetrik  seir�
1

1− x
=

∞∑

n=0

xn.

ParagwgÐzontac k forèc ta dÔo mèlh thc exis¸sewc èqoume

k!

(1− x)k+1
=

∞∑

n=0

n ⋅ (n− 1) ⋅ ⋅ ⋅ (n− k + 1)xn−k

ìpou, sto parap�nw �jroisma, oi ìroi pou antistoiqoÔn se n = 0, 1, . . . , k − 1 mhdenÐzontai.
Diair¸ntac kai ta dÔo mèlh me k! kai gr�fontac n ⋅ (n− 1) ⋅ ⋅ ⋅ (n− k+1) = n!

(n−k)! gia n ≥ k,
èqoume

1

(1− x)k+1
=

∞∑

n=k

(
n

k

)
xn−k =

∞∑

n=0

(
n+ k

n

)
xn =

∞∑

n=0

(
n+ k

k

)
xn.

Shmei¸noume thn sqèsh
1

(1− x)k+1
=

∞∑

n=0

(
n+ k

k

)
xn (1.19)

h opoÐa ja mac qreiasteÐ sth sunèqeia. 'Estw X1, X2, . . . , Xr, r anex�rthtec gewmetrikèc
t.m. me pijanìthta epituqÐac p kai antÐstoiqh pijanogenn tria sun�rthsh pz

1−qz . H t.m. N =

X1+X2+⋅ ⋅ ⋅+Xr èqei profan¸c katanom  Pascal: Pr�gmati, anX1 o arijmìc twn dokim¸n pou
apaitoÔntai mèqri thn pr¸th epituqÐa, X2 o epiplèon arijmìc twn dokim¸n mèqri thn deÔterh
epituqÐa, k.o.k. mèqri ton Xr, ton arijmì twn epiplèon dokim¸n pou apaitoÔntai gia na p�me
apì thn r−1 sthn r epituqÐa tìte oi t.m. autèc eÐnai anex�rthtec kai N = X1+X2+ ⋅ ⋅ ⋅+Xr.
'Etsi, an ÁN (z) eÐnai h pijanogenn tria sun�rthsh thc N ,

ÁN (z) =
r∏

i=1

EzXi =

(
pz

1− qz

)r

= (pz)r
∞∑

n=0

(
n+ r − 1

r − 1

)
(qz)n

=

∞∑

n=0

(
n+ r − 1

r − 1

)
prqnzn+r =

∞∑
n=r

(
n− 1

r − 1

)
qn−rprzn



(H trÐth isìthta sthn parap�nw sqèsh ofeÐletai sthn (1.19).) O n-ostìc ìroc thc parap�nw
�peirhc seir�c eÐnai

(
n−1
r−1

)
qn−rpr kai epomènwc sumperaÐnoume

P (N = n) =

(
n− 1

r − 1

)
qn−rpr, n = r, r + 1, r + 2, . . . .

1.7 'Ajroisma enìc tuqaÐou pl jouc apì tuqaÐec meta-
blhtèc

Mia genÐkeush tou probl matoc pou exet�same sthn prohgoÔmenh par�grafo me thn bo jeia
pijanogennhtri¸n eÐnai o prosdiorismìc thc katanom c tou ajroÐsmatoc enìc tuqaÐou pl jouc
anex�rthtwn tuqaÐwn metablht¸n.

Je¸rhma 1.6. 'Otan oi {Xi; i = 1, 2, . . .} eÐnai anex�rthtec isìnomec tuqaÐec metablhtèc
(a.i.t.m.) me pijanogenn tria ÁX(z) := EzX kai h N eÐnai anex�rthth apì autèc me pijano-
genn tria ÁN (z) = EzN , tìte h pijanogenn tria thc Y , ÁY (z), dÐnetai apì thn sÔnjesh twn
dÔo pijanogennhtri¸n, dhlad 

ÁY (z) = ÁN (ÁX(z)).

Apìdeixh:

EzY = Ez
∑N

i=1 Xi
= E[E[z

∑N
i=1 Xi ∣N ]] = E[ÁX(z)N ] = ÁN (ÁX(z)).

Par�deigma 1.11. Ac upojèsoume ìti h N eÐnai gewmetrik  me pijanìthta epituqÐac p kai
anex�rthth apì tic {Xi; i = 1, 2, . . .} pou eÐnai a.i.t.m. Poisson me mèsh tim  ®. Tìte h
pijanogenn tria thc Y , ÁY (z) dÐnetai apì thn sqèsh

ÁY (z) =
pe−®(1−z)

1− qe−®(1−z)
.

Par�deigma 1.12. An h N eÐnai gewmetrik  me pijanìthta epituqÐac p1 kai anex�rthth apì tic
{Xi; i = 1, 2, . . .} pou eÐnai a.i.t.m., epÐshc gewmetrikèc, me pijanìthta epituqÐac p2, tìte

ÁY (z) =
p1

p2z
1−q2z

1− q1
p2z

1−q2z

=
p1p2z

1− q2z − q1p2z
=

p1p2z

1− p1p2z
,

ìpou sthn parap�nw exÐswsh qj = 1−pj , j = 1, 2, kai qrhsimopoi same th sqèsh q2−p2q1 =

1− p2− p2q1 = 1− p2(1− q1) = 1− p1p2. Apì thn telik  morf  thc pijanogenn triac ÁY (z)

prokÔptei ìti h Y eÐnai epÐshc gewmetrik� katanemhmènh me pijanìthta epituqÐac p1p2.

Par�deigma 1.13. An h N eÐnai Poisson me mèsh tim  ® kai anex�rthth apì tic {Xi; i = 1, 2, . . .}
pou eÐnai a.i.t.m. Bernoulli me pijanìthta epituqÐac p, tìte

ÁY (z) = e−®(1−(q+pz)) = e−p®(1−z)

dhlad , s' aut  thn perÐptwsh to �jroisma eÐnai Poisson me mèsh tim  ®p.



Par�deigma 1.14. 'Estw N gewmetrik  t.m. me pijanìthta epituqÐac p1 kai {Xi} t.m. Ber-

noulli me pijanìthta epituqÐac p2. An ÁN (z) eÐnai h pijanogenn tria thc N kai ÁX(z) h
pijanogenn tria thc X1 na eurejeÐ h pijanogenn tria thc Y =

∑N
i=1Xi.

LÔsh: 'Estw ÁY (z) = EzY . 'Eqoume

ÁY (z) =
p1(q2 + p2z)

1− q1(q2 + p2z)
=

p1q2
1−q1q2

+ p1p2
1−q1q2

z

1− q1p2
1−q1q2

z

SugkrÐnontac thn ÁY (z) me thn (1.12) blèpoume ìti eÐnai genikeumènh gewmetrik  katanom 
me paramètrouc

p =
p1

1− q1q2
r =

p1q2
1− q1q2

.

'Eqoume akìmh 1− p = q = q1p2
1−q1q2

kai 1− r = 1−q2
1−q1q2

kai epomènwc

P (Y = k) =

⎧
⎨
⎩

p1q2
1−q1q2

ìtan k = 0

p1p2
(1−q1q2)

2

(
q1p2

1−q1q2

)k−1
ìtan k = 1, 2, 3, . . .

1.8 TÔpoc tou Stirling

Par' ìti o upologismìc tou n! := 1×2×3×⋅ ⋅ ⋅×n eÐnai eÔkoloc gia mikrèc timèc tou n, autì
kajÐstatai dÔskolo ìtan to n eÐnai meg�lo. O tÔpoc tou Stirling eÐnai mia asumptwtik  sqèsh
h opoÐa dÐnei af' enìc èna eÔkolo trìpo gia proseggistikì, all� exairetik� akrib  upologismì
tou n! kai af' etèrou mia idèa gia to pìso gr gora megal¸nei to n! san sun�rthsh tou n.

Orismìc 1.5. DÔo pragmatikèc akoloujÐec {an}, {bn}, eÐnai asumptwtik� isodÔnamec an

lim
n→∞

an
bn

= 1.

S' aut  thn perÐptwsh ja gr�foume an ∼ bn.

Je¸rhma 1.7 (TÔpoc tou Stirling).

n! ∼
√
2¼n nne−n.

Par' ìti h sqèsh aut  isqÔei asumptwtik�, eÐnai exairetik� akrib c akìmh kai gia mikrèc
timèc tou n. Gia par�deigma, ìtan n = 10, n! = 3.628.800 en¸ o tÔpoc tou Stirling dÐnei√
2¼10 1010e−10 = 3.598.695, 6 dhlad  èna sqetikì sf�lma −0, 83%.

San efarmog  tou tÔpou tou Stirling ac upologÐsoume thn pijanìthta se 100 rÐyeic enìc
timÐou nomÐsmatoc na èqoume akrib¸c 50 kor¸nec. H pijanìthta aut  dÐnetai apì ton tÔpo thc
diwnumik c katanom c wc

(
2n
n

)
1

22n
ìpou n = 50.

(
2n

n

)
1

22n
=

(2n)!

(n!)2
1

4n
∼

√
2¼2n (2n)2ne−2n

(
√
2¼n nne−n)2

1

4n

=
1√
n¼

. (1.20)



'Otan n = 50, h pijanìthta eÐnai 0.0798. 'Etsi, blèpoume ìti gia 100 rÐyeic h pijanìthta
{isopalÐac} eÐnai shmantikìtath kai eggÐzei sqedìn to 8%. Gia 1000 rÐyeic, apì ton Ðdio tÔpo
prokÔptei ìti h pijanìthta isopalÐac eÐnai 1.8%.

1.9 ProseggÐseic pou basÐzontai sthn katanom  Poisson

Je¸rhma 1.8 (Je¸rhma Sunèqeiac). 'Estw ìti gia k�je n h akoloujÐa a0n, a1n, a2n, . . . ,

akn, . . ., eÐnai mia katanom  pijanìthtac, dhlad  akn ≥ 0 kai
∑∞

k=0 akn = 1. To ìrio ak =

limn→∞ akn up�rqei an kai mìno an to ìrio

Á(z) = lim
n→∞Án(z) = lim

n→∞

∞∑

k=0

aknz
k

up�rqei gia k�je z ∈ (0, 1). S' aut  thn perÐptwsh Á(z) =
∑∞

k=0 akz
k.

Gia thn apìdeixh tou jewr matoc autoÔ parapèmpoume ton anagn¸sth ston Feller (1968).

EÐnai gnwstì ìti an èqoume mia akoloujÐa apì diwnumik� katanemhmènec t.m., èstw {Xn},
ìpou h Xn èqei paramètrouc (n, pn), kai an limn→∞ npn = ®, tìte isqÔei ìti

lim
n→∞P (Xn = k) =

®k

k!
e−® gia k�je k ∈ ℕ.

H parap�nw prìtash sthn pr�xh shmaÐnei ìti, o arijmìc epituqi¸n miac diwnumik c t.m. thc
opoÐac o arijmìc dokim¸n, n, eÐnai meg�loc kai h pijanìthta epituqÐac thc k�je dokim c, pn,
eÐnai mikr , èqei proseggistik� katanom  Poisson me mèso npn.

SÔmfwna me to je¸rhma sunèqeiac arkeÐ na deÐxoume ìti h akoloujÐa twn pijanogen-
nhtri¸n, {Án(z)} (ìpou Án(z) = EzXn) sugklÐnei sthn pijanogenn tria Á(z) := e−®(1−z).
AfoÔ h Xn eÐnai diwnumikèc, EzXn = (1− pn + zpn)

n. Sunep¸c, arkeÐ na deÐxoume ìti, upì
thn sunj kh limn→∞ npn = ®,

lim
n→∞ (1− pn(1− z))n = e−®(1−z). (1.21)

Autì mac to exasfalÐzei to akìloujo

L mma 1.1. 'Estw ®n akoloujÐa pragmatik¸n arijm¸n tètoia ¸ste ®n → ®. Tìte
(
1 +

®n

n

)n
→ e®.

Apìdeixh: ArkeÐ na deÐxoume ìti n log(1 + ®n
n ) → ®. ArqÐzoume me thn anisìthta x

1+x ≤
log(1 + x) ≤ x pou isqÔei gia k�je x > −1. Jètontac x = ®n/n èqoume

®n

1 + ®n/n
≤ n log

(
1 +

®n

n

)
≤ ®n.

Af nontac n → ∞ s' aut  thn teleutaÐa dipl  anisìthta blèpoume ìti tìso to aristerì ìso
kai to dexÐ mèloc teÐnoun sto ®.



1.10 Probl mata

Πρόβλημα 1.1. ΄Εχουμε δύο νομίσματα, το νόμισμα Α το οποίο με πιθανότητα 0.3 έρχεται κορώνα και
με πιθανότητα 0.7 γράμματα, και το νόμισμα Β που έρχεται κορώνα με πιθανότητα 0.6 και γράμματα με
πιθανότητα 0.4. Τα δύο αυτά νομίσματα δεν διαφέρουν σε τίποτα ως προς την εξωτερική τους εμφάνιση.

α) Διαλέγουμε ένα νόμισμα στην τύχη και το ρίχνουμε κατ’ επανάληψη μέχρι να έρθει κορώνα.
Κατά μέσο όρο πόσες ρίψεις θα χρειαστούν;

β) Δεδομένου ότι χρειάστηκαν 3 ρίψεις για να έρθει το νόμισμα κορώνα ποία είναι η πιθανότητα να
έχουμε επιλέξει το νόμισμα Α;

Πρόβλημα 1.2. ΄Εστω ότι έχουμε δύο νομίσματα το ένα με πιθανότητα επιτυχίας (ας πούμε κορώνα)
p1 = 0.2 και το άλλο με πιθανότητα επιτυχίας p2 = 0.6. Διαλέγουμε ένα από τα δύο νομίσματα στην
τύχη (ας υποθέσουμε ότι η πιθανότητα επιλογής του πρώτου νομίσματος είναι ®1 = 0.01, ενώ του
δευτέρου ®2 = 0.99) και αρχίζουμε να το ρίχνουμε μέχρι να εμφανισθεί κορώνα.

1) Αν η κορώνα εμφανισθεί κατά την k ρίψη ποία είναι η πιθανότητα να έχουμε επιλέξει το νόμισμα
1;

2) Αν η κορώνα δεν έχει εμφανισθεί μέχρι την k ρίψη ποία είναι η πιθανότητα να έχουμε επιλέξει το
νόμισμα 1;

Λύση: ΄Εστω A1 το ενδεχόμενο να έχουμε επιλέξει το νόμισμα 1 και A2 το νόμισμα 2. Επίσης συμβολί-
ζουμε με X τον αριθμό των ρίψεων μέχρι να εμφανισθεί κορώνα. Ζητείται η πιθανότητα P (A1∣X = k).
Από τον νόμο του Bayes έχουμε

P (A1∣X = k) =
P (X = k∣A1)P (A1)

P (X = k∣A1)P (A1) + P (X = k∣A2)P (A2)
.

Από τα δεδομένα του προβλήματος P (A1) = ®1, P (A2) = ®2, P (X = k∣A1) = qk−1
1 p1, και P (X =

k∣A2) = qk−1
2 p2 και συνεπώς

P (A1∣X = k) =
®1q

k−1
1 p1

®1q
k−1
1 p1 + ®2q

k−1
2 p2

.

Πρόβλημα 1.3. ΄Εστω X1, X2, δύο ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές Poisson, η πρώτη με μέση τιμή
®1 και η δεύτερη με μέση τιμή ®2. ΄Εστω επίσης Y = X1 + X2 το άθροισμά τους. Να ευρεθεί η
πιθανογεννήτρια της Y καθώς και η συνδιακύμανση των τυχαίων μεταβλητών Y και X1.

Πρόβλημα 1.4 (Το πρόβλημα της συλλογής κουπονιών). Στα πλαίσια διαφημιστικής εκστρατείας ενός
προϊόντος, η εταιρία βάζει σε κάθε κουτί του προϊόντος και από ένα κουπόνι. Υπάρχουν συνολικά K
διαφορετικά κουπόνια και όποιος τα συλλέξει όλα κερδίζει ένα δώρο. Αν είναι εξίσου πιθανό για κάθε
κουτί να περιέχει οποιοδήποτε από τα K κουπόνια, πόσα κουτιά πρέπει να αγοράσει κανείς μέχρι να
συλλέξει όλα τα κουπόνια;

Λύση: ΄Εστω S ο συνολικός αριθμός κουτιών που απαιτούνται μέχρι να συλλέξουμε και τα K κουπόνια.
Μπορούμε να γράψουμε S = X0+X1+ ⋅ ⋅ ⋅+XK−1. Στην αναπαράσταση αυτή Xi είναι ο αριθμός των
κουτιών που απαιτούνται για να μεταβούμε από i σε i+1 διαφορετικά κουπόνια. X0 = 1 με πιθανότητα
1, αλλά στη συνέχεια μπορεί να χρειαστούν περισσότερα από ένα κουτιά για ένα καινούργιο κουπόνι
λόγω των πιθανών επαναλήψεων. Αν έχουμε ήδη i από τα K κουπόνια τότε η πιθανότητα να βρούμε



ένα καινούργιο κουπόνι (από αυτά που δεν έχουμε) αγοράζοντας ένα κουτί είναι K−i
K και συνεπώς

ο αριθμός των κουτιών που θα πρέπει να αγοράσουμε μέχρι να βρούμε ένα καινούργιο κουπόνι είναι
γεωμετρική τ.μ., Xi, με μέση τιμή K

K−i . Συνεπώς, ο συνολικός αριθμός κουτιών για να συλλεχθούν
όλα τα κουπόνια είναι S = X0 +X1 + ⋅ ⋅ ⋅+XK−1 με μέση τιμή

ES =
K

K
+

K

K − 1
+

K

K − 2
+ ⋅ ⋅ ⋅+ K

2
+

K

1
= K

(
1 +

1

2
+ ⋅ ⋅ ⋅+ 1

K − 1
+

1

K

)

Η πιθανογεννήτρια του συνολικού αριθμού κουτιών που χρειάζονται για να συλλέξουμε όλα τα κουπόνια
είναι

K−1∏

i=0

zK−i
K

1− i
K z

=

K−1∏

i=0

z(K − i)

K − iz

=
zK

(K − z)(K2 − z) ⋅ ⋅ ⋅ ( K
K−1 − z)

.

Το γινόμενο αυτό, με ανάλυση σε απλά κάσματα μπορεί να γραφεί ως

EzS = z

K−1∑

i=1

⎛
⎜⎝

K−1∏
j=1
j ∕=i

j

i− j

⎞
⎟⎠ z

K
i − z

και ισχύει ότι ⎛
⎜⎝

K−1∏
j=1
j ∕=i

j

i− j

⎞
⎟⎠ z

K
i − z

= (−1)K−i−1

(
K − 1

i− 1

)
z(1− i

K )

1− z i
K

.

Συνεπώς έχουμε

EzS = z

K−1∑

i=1

(−1)K−i−1

(
K − 1

i− 1

)
z(1− i

K )

1− z i
K

.

΄Εχοντας εκφράσει την πιθανογεννήτρια ως γραμμικό συνδιασμό γεωμετρικών όρων μπορούμε να χρη-
σιμοποιήσουμε το ανάπτυγμα σε σειρά

z(1− i
K )

1− z i
K

=

∞∑
n=1

zn
(
1− i

K

)(
i

K

)n−1

Επομένως,

EzS =

∞∑
n=1

zn+1
K−1∑

i=1

(−1)K−i−1

(
K − 1

i− 1

)(
1− i

K

)(
i

K

)n−1

και

P (S = n) =

K−1∑

i=1

(−1)K−i−1

(
K − 1

i− 1

)(
1− i

K

)(
i

K

)n−2

. (1.22)

Ως εφαρμογή του παραπάνω τύπου δίνουμε την κατανομή του αριθμού των κουτιών όταν υπάρχουν
K = 3 και K = 4 διαφορετικά κουπόνια. Στην πρώτη περίπτωση έχουμε

P (S = n) =
2

3

Ã(
2

3

)n−2

−
(
1

3

)n−2
)
, n = 2, 3, 4, 5, . . . .

Στην δεύτερη,

P (S = n) =
3

4

(
1

4

)n−2

− 3

2

(
1

2

)n−2

+
3

4

(
3

4

)n−2

, n = 2, 3, 4, 5, . . . .

(Εύκολα διαπιστώνουμε ότι για n = 2, 3, ο παραπάνω τύπος δίνει 0, όπως θα έπρεπε, αφού απαιτούνται
τουλάχιστον 4 κουτιά για να συλλέξουμε όλα τα κουπόνια.)



Πρόβλημα 1.5. ΄ΕστωX, Y , τ.μ. των οποίων η από κοινού κατανομή δίνεται από την (1.10). Υπολογίστε
τις περιθώριες κατανομές P (X = m), P (Y = n).

Λύση: Η περιθώριος κατανομή της X βρίσκεται από την σχέση

P (X = m) =

∞∑
n=0

P (X = m,Y = n)

(αυτό είναι συνέπεια του θεωρήματος ολικής πιθανότητας). Επομένως

P (X = m) =

∞∑
n=m

®m

m!
e−® ¯n−m

(n−m)!
e−¯

όπου το άθροισμα ξεκινάει από n = m επειδή P (X = m,Y = n) = 0 για n < m. Συνεπώς

P (X = m) =
®m

m!
e−®

∞∑
n=m

¯n−m

(n−m)!
e−¯ =

®m

m!
e−®

όπου στην τελευταία ισότητα χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι
∑∞

n=m
¯n−m

(n−m)!e
−¯ =

∑∞
n=0

¯n

(n)!e
−¯ = 1

(άθροισμα των πιθανοτήτων Poisson).

Για την περιθώριο κατανομή της Y έχουμε με τον ίδιο τρόπο

P (Y = n) =

n∑
m=0

®m

m!
e−® ¯n−m

(n−m)!
e−¯ = e−(®+¯)

n∑
m=0

®m

m!

¯n−m

(n−m)!

=
1

n!
e−(®+¯)

n∑
m=0

(
n

m

)
®m¯n−m =

(a+ b)n

n!
e−(®+¯)

όπου στην τελευταία εξίσωση χρησιμοποιήσαμε το διωνυμικό θεώρημα
∑n

m=0

(
n
m

)
®m¯n−m = (a+ b)n.

Από τις περιθώριες κατανομές των X και Y συμπεραίνουμε ότι και οι δύο τ.μ. είναι Poisson με μέσες
τιμές ® και ¯ αντίστοιχα, δεν είναι όμως ανεξάρτητες.

Πρόβλημα 1.6. ΄Εστω X, Z, ανεξάρτητες τ.μ. με κατανομή Poisson με μέσες τιμές ® και ¯ αντίστοιχα
και ορίζουμε την τ.μ. Y ως το άθροισμά τους, Y = X + Z. Δείξτε ότι η συνκατανομή των X, Y
δίνεται από την (1.10).

Λύση: Παρατηρούμε ότι το γεγονός {X = m,Y = m} ταυτίζεται με το γεγονός {X = m,Z = n−m}
και συνεπώς

P (X = m,Y = m) = P (X = m,Z = n−m) = P (X = m)P (Z = n−m)

όπου η τελευταία ισότητα προκύπτει λόγω της ανεξαρτησίας των X, Z. Εφ΄ όσον

P (X = m) =

{
®m

m! e
−® για m ≥ 0

0 για m < 0
, P (Z = n−m) =

{
¯(n−m)

(n−m)!e
−¯ για n ≥ m

0 για n < m
,

πολλαπλασιάζοντας αυτές τις δύο σχέσεις προκύπτει η (1.10).

Πρόβλημα 1.7. Πόσα χαρτιά πρέπει να τραβήξουμε από μια καλά ανακατεμένη τράπουλα κατά μέσον
όρο μέχρι να εμφανισθεί ο πρώτος άσσος;

Λύση: ΄Εστω X ο αριθμός των χαρτιών μέχρι να εμφανισθεί ο πρώτος άσσος (ο οποίος συμπεριλαμβά-
νεται).

P (X = k) =

{
4
52 k = 1,

48×47×46×⋅⋅⋅×(48−k+2)
52×51×50×⋅⋅⋅×(52−k+2) × 4

52−k+1 k = 2, 3, . . . , 49.
(1.23)



Η μέση τιμή προκύπτει τότε ως
∑49

k=1 kP (X = k). Στη συνέχεια θα παρουσιάσουμε μία υπολογιστικά
απλούστερη λύση αφού πρώτα γενικεύσουμε το πρόβλημα ως εξής: ΄Εστω κάλπη με n + r σφαιρίδια,
r από τα οποία είναι μαύρα και τα υπόλοιπα n λευκά. Αρχίζουμε να ανασύρουμε από την κάλπη ένα-
ένα τα σφαιρίδια μέχρι να εμφανισθεί το πρώτο μαύρο και συμβολίζουμε με Y τον αριθμό των λευκών
σφαιριδίων που εμφανίζονται πριν το πρώτο μαύρο. Υποθέτουμε ότι τα λευκά σφαιρίδια είναι αριθμημένα
και εισάγουμε τις δείκτριες »i, i = 1, 2, . . . , n:

»i =

{
1 αν το λευκό σφαιρίδιο υπ΄ αριθμόν i ανασυρθεί πριν το πρώτο μαύρο σφαιρίδιο
0 αν όχι

Παρατηρείστε ότι

Y =

n∑

i=1

»i (1.24)

και επίσης ότι P (»i = 1) = 1
r+1 , η δε τελευταία πιθανότητα αυτή δεν εξαρτάται από το i. ΄Ετσι

EY = E

n∑

i=1

»i =

n∑

i=1

E»i = n
1

r + 1
.

Στην περίπτωση της τράπουλας, n = 48, r = 4 (οι τέσσερις άσσοι) και συνεπώς EY = 48 × 1
5 = 9.6.

Επομένως ο μέσος αριθμός των χαρτιών που πρέπει να τραβήξουμε μέχρι να βρούμε τον πρώτο άσσο
(μετρώντας και τον άσσο) είναι EY +1 = 10.6. Ο υπολογισμός αυτός θα ήταν βέβαια πολύ πιο δύσκολος
αν έπρεπε να βασισθεί στην (1.23).

Ας υπολογίσουμε τώρα την δεύτερη ροπή της Y . Από την (1.24),

Y 2 =

Ã
n∑

i=1

»i

)2

=

n∑

i=1

»2i +
∑

i ∕=j

»i»j

(όπου το δεύτερο άθροισμα είναι το διπλό άθροισμα για όλα τα i και j που είναι διαφορετικά μεταξύ
τους). Παρατηρούμε επίσης ότι »2i = »i, εφ΄ όσον το »i παίρνει μόνο τις τιμές 0 ή 1. ΄Ετσι έχουμε

EY 2 =

n∑

i=1

E»i +
∑

i∕=j

E[»i»j ] (1.25)

Παρατηρούμε τώρα ότι E[»i»j ] = P (»i = 1, »j = 1) = 2
r+2

1
r+1 και συνεπώς η ποσότητα E»i»j δεν

εξαρτάται από τα i και j, το δε άθροισμα
∑

i∕=j έχει n(n− 1) όρους. Συνεπώς η (1.25) γράφεται ως

EY 2 = n
1

r + 1
+ n(n− 1)

2

r + 2

1

r + 1
,

και η διασπορά

Var(Y ) = EY 2 − (EY )2 = n
1

r + 1
+ n(n− 1)

2

r + 2

1

r + 1
− n2

(
1

r + 1

)2

=
nr(n+ r + 1)

(r + 1)2(r + 2)

Στην περίπτωση του προβλήματος του πρώτου άσσου, η διασπορά είναι Var(Y + 1) = Var(Y ) =
48⋅4⋅53
52⋅6 = 67.84 και η τυπική απόκλιση 8.24. (Παρατηρούμε ότι η τυπική απόκλιση έχει περίπου το ίδιο

μέγεθος με την μέση τιμή, δηλαδή η τυχαία μεταβλητή αυτή έχει μεγάλη μεταβλητότητα.)



Πρόβλημα 1.8. Ο αρχηγός m πειρατών αποφασίζει να μοιράσει στα παλικάρια του k χρυσά νομίσματα
που απέκτησαν μετά από μια ιδιαίτερα κερδοφόρο επιδρομή. Ο αρχηγός βάζει τους άνδρες του στη
σειρά ανάλογα με την συμβολή τους στην επιχείρηση, ρίχνει όλα τα νομίσματα στον αέρα και όσα
έρθουν κορώνα τα παίρνει ο πρώτος πειρατής. Στη συνέχεια, όσα έρθουν γράμματα τα ξαναρίχνει,
και από αυτά, όσα έρθουν κορώνα τα παίρνει ο δεύτερος πειρατής, και ούτω καθ΄ εξής. Να ευρεθεί ο
μέσος αριθμός νομισμάτων που θα πάρει ο κάθε πειρατής, η πιθανότητα να μην πάρει κανένα νόμισμα ο
πειρατής n, n = 1, 2, . . . ,m, και γενικότητα η κατανομή των νομισμάτων που θα πάρει ο κάθε πειρατής.
΄Οσα νομίσματα περισσέψουν από αυτή τη διαδικασία θα διατεθούν για επισκευές και συντήρηση του
πειρατικού πλοίου. Να ευρεθεί η μέση τιμή και η κατανομή των νομισμάτων που θα διατεθούν γι΄ αυτό
τον σκοπό.

Λύση: Υποθέτουμε ότι κάθε νόμισμα έρχεται κορώνα με πιθανότητα p = 1/2 και γράμματα με πιθανό-
τητα q = 1 − p = 1/2. Είναι σαφές ότι ο μέσος αριθμός νομισμάτων που θα πάρει ο πρώτος πειρατής
είναι pk, για τον δεύτερο είναι p2k, και γενικά για τον πειρατή n είναι pnk. Συνεπώς ο μέσος αριθμός
των νομισμάτων που θα πάρουν όλοι οι πειρατές είναι

m∑
n=1

pnk = kp
1− pm

1− p
= k

p

q
(1− pm)

και ο μέσος αριθμός των νομισμάτων που θα διατεθούν για επισκευές είναι

k − k
p

q
(1− pm) .

Τα δύο αυτά ποσά, όταν p = q = 1/2, είναι k (1− 2−m) και k2−m αντίστοιχα.

Η κατανομή του αριθμού των νομισμάτων που παίρνει ο κάθε πειρατής μπορεί να βρεθεί με την χρήση
πιθανογεννητριών. ΄Εστω Xn, n = 0, 1, 2, . . . ,m ο αριθμός των διαθέσιμων νομισμάτων κατά το βήμα
n, δηλαδή X0 = k είναι ο αρχικός αριθμός νομισμάτων, X1 ο αριθμός νομισμάτων που ήρθαν γράμματα
κατά την πρώτη ρίψη και επομένως είναι διαθέσιμα για τη δεύτερη ρίψη κ.ο.κ. Μ΄ αυτό το συμβολισμό, ο
πρώτος πειρατής θα πάρει Y1 := X0−X1 νομίσματα, ο δεύτερος θα πάρει Y2 := X1−X2, ο τελευταίος
(υπ΄ αριθμόν m) θα πάρει Xm−1 − Xm, ενώ τέλος, για επισκευές και συντήρηση θα διατεθούν Xm

νομίσματα. ΄Εστω επίσης

»
(n)
i =

{
0 μ.π. p
1 μ.π. q

n = 1, 2, . . . ,m i = 1, 2, . . . ,

τυχαίες μεταβλητές Bernoulli. Τότε

Xn =

Xn−1∑

i=1

»
(n)
i , n = 1, 2, . . . ,m.

Ας συμβολίσουμε την πιθανογεννήτρια της Xn με Án(z) = EzXn για όλα τα n. Τότε

EzXn = E
[
E[zXn ∣Xn−1]

]
= E

[
E[z

∑Xn−1
i=1 »

(n)
i ∣Xn−1]

]
= E

[(
E[z»

(n)
i ]

)Xn−1
]

= E
[
(p+ qz)

Xn−1

]
= Án−1(p+ qz).

Ετσι έχουμε την αναδρομική σχέση

Án(z) = Án−1(p+ qz).

Η σχέση αυτή οδηγεί στη λύση ως εξής:

Án−1(z) = Án−2(p+ qz)



κι΄ έτσι
Án(z) = Án−2(p+ q(p+ qz)) = Án−2(p+ qp+ q2z)

Εφαρμόζοντας αυτή τη σχέση αναδρομικά καταλήγουμε στη

Án(z) = Á0

(
p+ qp+ ⋅ ⋅ ⋅+ pqn−1 + qnz

)
= Á0

(
p
1− qn

1− q
+ qnz

)
= Á0 (1− qn + qnz)

Στην περίπτωσή μας Á0(z) = zk (αφού αρχικά έχουμε k νομίσματα) και συνεπώς

Án(z) = (1− qn + qnz)
k

Επομένως ο αριθμός των νομισμάτων που απομένει μετά από την ρίψη n είναι διωνυμικά κατανεμημένος
με παραμέτρους k και qn. (Αυτό προκύπτει και από τον εξής απλό συλλογισμό: Το κάθε νόμισμα,
ανεξάρτητα από τα άλλα, για να είναι ακόμη διαθέσιμο μετά τη ρίψη n θα πρέπει να έχει έρθει γράμματα
n φορές στη σειρά, πράγμα που συμβαίνει με πιθανότητα qn.)

Ο αριθμός των νομισμάτων που θα πάρει ο πειρατής n είναι

Yn = Xn −Xn−1 =

Xn−1∑

i=1

»
(n)
i −Xn−1 =

Xn−1∑

i=1

(
1− »

(n)
i

)

με πιθανογεννήτρια

EzYn =
(
1− qn−1 + qn−1(q + pz)

)k
=

(
1− qn−1 + qn + pqn−1z

)k

=
(
1− qn−1(1− q) + pqn−1z

)k
=

(
1− pqn−1 + pqn−1z

)k
.

Συνεπώς ο αριθμός των νομισμάτων που παίρνει ο πειρατής n είναι διωνυμικά κατανεμημένος με παρα-
μέτρους k, pqn−1. Κι΄ αυτό το αποτέλεσμα είναι προφανές δεδομένου ότι για να πάρει ένα νόμισμα ο
πειρατής n, το νόμισμα αυτό θα πρέπει να έρθει n− 1 γράμματα (ώστε να μην το πάρει κανείς από τους
προηγούμενους n − 1 πειρατές) και να έρθει κορώνα την επόμενη φορά (ώστε να το πάρει ο πειρατής
n).

Πρόβλημα 1.9. Στο παραπάνω πρόβλημα, αν ο αρχικός αριθμός νομισμάτων είναι τυχαία μεταβλητή
Poisson με μέση τιμή ®, τότε το μερίδιο του πειρατή n είναι τ.μ. Poisson με μέση τιμή ®pqn−1. Ομοια,
αν ο αρχικός αριθμός νομισμάτων είναι διωνυμικός με παραμέτρους K, p0, τότε το μερίδιο του πειρατή
n είναι διωνυμική τ.μ. με παραμέτρους K, p0pq

n−1.

Πρόβλημα 1.10. ΄Εστω n υποψήφιοι για μια θέση οι οποίοι παρουσιάζονται για συνέντευξη ένας - ένας.
Στο τέλος κάθε συνέντευξης είμαστε υποχρεωμένοι να απαντήσουμε αμέσως στον υποψήφιο αν θα πάρει
την θέση ή όχι. Σε περίπτωση αρνητικής απαντήσεως ας υποθέσουμε ότι ο υποψήφιος δέχεται μια άλλη
προσφορά και αποσύρει την υποψηφιότητα του. Αρχικά δεν έχουμε καμία ιδέα για την ποιότητα των
υποψηφίων, είμαστε όμως σε θέση να αξιολογήσουμε κάθε υποψήφιο σε σχέση με όσους έχουμε δει
μέχρι στιγμής. ΄Οταν αποφασίσουμε να προσφέρουμε σε κάποιον υποψήφιο την θέση, εκείνος δέχεται
και η διαδικασία τελειώνει. Ζητείται να βρεθεί στρατηγική η οποία να μεγιστοποιεί την πιθανότητα
επιλογής του καλύτερου υποψηφίου.

Λύση: Στη διαδικασία αυτή διατρέχουμε δύο κινδύνους: είτε να προσλάβουμε κάποιον υποψήφιο που δεν
είναι ο καλύτερος από τους 100, είτε να απορρίψουμε τον καλύτερο χωρίς να το γνωρίζουμε. Ορισμένες
στρατηγικές προφανώς δεν είναι πολύ καλές όπως για παράδειγμα να προσλάβουμε τον πρώτο υποψήφιο,
χωρίς να δούμε άλλους. Η πιθανότητα να είναι αυτός ο βέλτιστος είναι βέβαια μόλις 1%. Αντίθετα, αν
δούμε και τους 100 υποψηφίους αυτό συνεπάγεται ότι θα πρέπει να απορρίψουμε τους πρώτους 99 και
κατά συνέπεια η πιθανότητα να προσλάβουμε τον καλύτερο είναι πάλι 1%. Αποδεικνύεται ότι η βέλτιστη



στρατηγική έχει την εξής μορφή: απορρίπτουμε τους πρώτους k υποψηφίους αλλά «κρατάμε στη μνήμη
μας» τον καλύτερο απ΄ αυτούς και στη συνέχεια προσλαμβάνουμε τον πρώτο υποψήφιο που θα είναι
καλύτερος από εκείνον.

Θα υπολογίσουμε στη συνέχεια την πιθανότητα να προσλάβουμε τον βέλτιστο υποψήφιο χρησιμο-
ποιώντας αυτή τη στρατηγική. Χάριν γενικότητος υποθέτουμε ότι ο συνολικός αριθμός υποψηφίων είναι
N . ΄Εστω An το ενδεχόμενο ο βέλτιστος υποψήφιος να βρίσκεται στη θέση n και να τον επιλέξουμε.
Τα ενδεχόμενα An είναι ξένα μεταξύ τους και επομένως η πιθανότητα να επιλέξουμε τον βέλτιστο υπο-
ψήφιο, δεδομένης της στρατηγικής μας, είναι

∑n
n=k+1 P (An). Η πιθανότητα ο βέλτιστος υποψήφιος να

βρίσκεται στη θέση n είναι 1/N (αφού η θέση τους είναι τυχαία). Η πιθανότητα να επιλεγεί, δεδομένου
ότι βρίσκεται στη θέση n, είναι k/(n− 1). Αυτό ισχύει διότι προκειμένου να επιλεγεί ο βέλτιστος στη
θέση n θα πρέπει να μην έχει επιλεγεί μέχρι εκείνο το σημείο κάποιος λιγότερο καλός κατά λάθος. Για
το λόγο αυτό θα πρέπει ο καλύτερος ανάμεσα στους πρώτους n− 1 να βρίσκεται σε μία από τις πρώτες
k θέσεις, και αυτό συμβαίνει με πιθανότητα k/(n− 1). Συνεπώς P (An) = k/(N(n− 1)) και επομένως
η πιθανότητα επιλογής του βέλτιστου υποψηφίου είναι

N∑

n=k+1

1

N

k

n− 1

Ασυμπτωτικά, για μεγάλες τιμές του N , η παραπάνω έκφραση προσεγγίζεται από την

k

N

∫ N

k

dx

x
=

k

N
(logN − log k) ,

όπου χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι
∑N−1

n=k
1
n ≈ ∫ N

k
dx
x . Η βέλτιστη τιμή του k μπορεί να βρεθεί

θέτοντας την παράγωγο
d

dk

k

N
(logN − log k) = 0

ή logN − log k − 1 = 0 ή log(N/K) = 1. Συνεπώς

k =
N

e

όπου e είναι η βάση των φυσικών λογαρίθμων. Η πιθανότητα επιλογής του βέλτιστου υποψηφίου μ΄
αυτή τη διαδικασία είναι προσεγγιστικά

1

e
log e =

1

e
≈ 0.3679,

ανεξάρτητα από την τιμή του N (για N αρκετά μεγάλο ώστε να δικαιολογεί την προσέγγισή μας). ΄Οταν

N = 100, N/e = 36.79. Αυτό στην πράξη σημαίνει ότι βλέπουμε τους πρώτους 37 υποψηφίους τους

οποίους απορρίπτουμε και στην συνέχεια προσλαμβάνουμε τον πρώτο υποψήφιο που θα είναι καλύτερος

από τον καλύτερο ανάμεσα στους 37. Η πιθανότητα να μην προσλάβουμε κανένα (αν ο πραγματικά

καλύτερος ήταν ανάμεσα στους πρώτους 37) ή να προσλάβουμε κάποιον που δεν είναι ο καλύτερος είναι

0.63. Η πιθανότητα να προσλάβουμε τον καλύτερο είναι 0.37.



Kef�laio 2

SuneqeÐc TuqaÐec Metablhtèc

Sto kef�laio autì perigr�foume k�poiec idiìthtec twn suneq¸n tuqaÐwn metablht¸n pou
ja qreiastoÔn sth sunèqeia. MegalÔterh èmfash dÐnoume sthn katanom  tou ajroÐsmatoc
anex�rthtwn, isìnomwn tuqaÐwn metablht¸n kaj¸c kai stic idiìthtec thc ekjetik c katanom c.

2.1 SuneqeÐc tuqaÐec metablhtèc

Oi suneqeÐc t.m. pou sunant� kaneÐc stic perissìterec efarmogèc paÐrnoun timèc sto sÔno-
lo twn pragmatik¸n arijm¸n ℝ. Mia suneq c t.m. X prosdiorÐzetai apì thn sun�rthsh
katanom c

F (x) := P (X ≤ x).

H sun�rthsh katanom c ikanopoieÐ upoqrewtik� tic ex c sunj kec:

∙ 0 ≤ F (x) ≤ 1 gia k�je x ∈ ℝ, efìson h F (x) orÐzetai san pijanìthta.

∙ H sun�rthsh F eÐnai mh fjÐnousa, dhlad  x ≤ y sunep�getai F (x) ≤ F (y). Autì eÐnai
sunèpeia tou gegonìtoc ìti {X ≤ x} ⊂ {X ≤ y} ìtan x ≤ y kai thc monotonik c
idiìthtac tou mètrou pijanìthtac.

Ja k�noume mia epiplèon upìjesh, ìti h F eÐnai suneq c apì ta dexi�, dhlad  ∀x0 ∈ ℝ
limx↓x0 F (x) = F (x0). H sun�rthsh katanom c mporeÐ na èqei �lmata, ìpwc faÐnetai kai sto
sq ma 2.1, an ìmwc èqei �lma sto shmeÐo a tìte h tim  thc s' autì to shmeÐo, F (a), eÐnai to
ìrio apì ta dexi�. Apì ta parap�nw blèpoume ìti h sun�rthsh katanom c dÐnei thn pijanìthta
h t.m. X na an kei s' èna di�sthma:

P (a < X ≤ b) = P ({X ≤ b} ∖ {X ≤ a}) = F (b)− F (a)

27



Sq ma 2.1: Sun�rthsh katanom c me �lmata.

Orismìc 2.1. Mia sun�rthsh katanom c onom�zetai apolÔtwc suneq c an eÐnai suneq c
sto ℝ, h par�gwgoc f(x) := d

dxF (x) up�rqei sqedìn gia k�je1 x ∈ ℝ, kai

F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt ∀x ∈ ℝ.

S' autèc tic shmei¸seic ja perioristoÔme sqedìn apokleistik� sthn kathgorÐa twn apo-
lÔtwc suneq¸n sunart sewn. UpenjumÐzoume ìti h par�gwgoc thc sun�rthshc katanom c,
f(x) := d

dxF (x) onom�zetai puknìthta pijanìthtac.

Apì koinoÔ katanom  dÔo t.m.: Gia na prosdiorisjoÔn pl rwc oi statistikèc idiìthtec
dÔo t.m., X1, X2, (orismènwn ston Ðdio q¸ro pijanot twn) apaiteÐtai o prosdiorismìc thc apì
koinoÔ katanom c touc,

F (x1, x2) := P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2), ∀(x1, x2) ∈ ℝ2.

DÔo t.m. X1, X2 onom�zontai anex�rthtec an kai mìno an P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2) = P (X1 ≤
x1)P (X2 ≤ x2) gia k�je x1, x2 ∈ ℝ. S' aut  thn perÐptwsh, an Fi(x) = P (Xi ≤ x),
i = 1, 2, tìte F (x1, x2) = F1(x1)F2(x2). Oi sunart seic katanom c Fi onom�zontai perij¸riec
katanomèc twn Xi. Genikìtera, parathroÔme ìti

F1(x1) = P (X1 ≤ x1) = P (X1 ≤ x1, X2 < ∞) = F (x1,∞)

en¸ h an�logh sqèsh isqÔei kai gia thn F2. MÐa sun�rthsh dÔo metablht¸n F (x1, x2) eÐnai
sun�rthsh katanom c an oi timèc thc an koun p�nta sto di�sthma [0,1], kai ikanopoieÐ thn
anisìthta

F (x2, y2)− F (x1, y2)− F (x2, y1) + F (x1, y1) ≥ 0 gia k�je x1 ≤ x2, y1 ≤ y2, (2.1)

kaj¸c kai tic parak�tw oriakèc sqèseic:

a) F (−∞, x2) = limx1→−∞ F (x1, x2) = 0 gia k�je x2,
1{sqedìn gia k�je} shmaÐnei ìti to sÔnolo twn exairèsewn èqei mhdenikì mètro.



b) F (x1,−∞) = limx2→−∞ F (x1, x2) = 0 gia k�je x1, kai tèloc

g) F (∞,∞) = limx1→∞
x2→∞

= 1.

(H anisìthta (2.1) sunep�getai ìti h F eÐnai mh fjÐnousa wc proc kaj' èna apì ta dÔo
orÐsmat� thc. Se perÐptwsh miac omal c katanom c, p.q. an h F èqei suneqeÐc deÔterec
parag¸gouc, isqÔei ìti

F (x2, y2)− F (x1, y2)− F (x2, y1) + F (x1, y1) =

∫ y2

y1

∫ x2

x1

f(u, v)dudv

ìpou f = ∂2F
∂x∂y . Tìte h anisìthta (2.1) eÐnai isodÔnamh me thn f(x, y) ≥ 0.)

Par�deigma 2.1. 'Estw G : ℝ → [0, 1] h sun�rthsh katanom c miac t.m. X. OrÐzoume thn
sun�rthsh dÔo metablht¸n F : ℝ2 → [0, 1] mèsw thc

F (x1, x2) = min(G(x1), G(x2)) (2.2)

H F eÐnai sun�rthsh katanom c afoÔ oi proanaferjeÐsec sunj kec ikanopoioÔntai.

Je¸rhma 2.1 (H anisìthta Cauchy-Schwarz). 'Estw, X, Y , tuqaÐec metablhtèc me pepe-
rasmènh mèsh tim . Tìte èqoume p�nta

(E[XY ])2 ≤ E[X2]E[Y 2]. (2.3)

Sthn parap�nw sqèsh h isìthta isqÔei an kai mìno an X = µ∗Y gia k�poio pragmatikì arijmì
µ∗.

Apìdeixh: Gia k�je pragmatikì µ, (X − µY )2 ≥ 0 m.p. 1. Epomènwc, paÐrnontac mèsec
timèc,

E(X − µY )2 = EX2 − 2µE[XY ] + µ2EY 2 ≥ 0.

AfoÔ to deuterob�jmio autì polu¸numo wc proc µ eÐnai p�nta mh arnhtikì, eÐte den èqei
kamÐa pragmatik  rÐza, eÐte èqei mìnon mÐa, dipl . Sthn pr¸th perÐptwsh h diakrÐnousa
Δ := (E[XY ])2 − EX2EY 2 eÐnai austhr� jetik  dhlad  isqÔei h (2.3) me anisìthta. Sthn
deÔterh perÐptwsh pou h diakrÐnousa eÐnai mhdèn, (dhlad  pou h (2.3) isqÔei me isìthta) to
deuterob�jmio polu¸numo èqei mÐa monadik  rÐza,

µ∗ = −E[XY ]

EY 2
.

Autì shmaÐnei ìti E(X − µ∗Y )2 = 0 kai epomènwc X = µ∗Y .

Je¸rhma 2.2 (H anisìthta tou Jensen). 'Estw X tuqaÐa metablht  kai f : ℝ→ ℝ kurt 
pragmatik  sun�rthsh. Tìte èqoume p�nta

f(EX) ≤ Ef(X). (2.4)



Sq ma 2.2: Anisìthta tou Jensen.

Apìdeixh Ef ìson h f eÐnai kurt , gia k�je x0 ∈ ℝ up�rqei ® ∈ ℝ tètoio ¸ste

f(x) ≥ f(x0) + ®(x− x0) ∀x ∈ ℝ,

ìpwc faÐnetai kai sto sq ma 2.2. Efarmìzontac thn parap�nw sqèsh me x0 = EX0 èqoume

f(X) ≥ f(EX) + ®(X −EX).

PaÐrnontac mèsec timèc sthn teleutaÐa aut  anisìthta prokÔptei h (2.4).

2.2 Par�metroi jèshc kai klÐmakac

Je¸rhma 2.3. 'Estw X kai Y tuqaÐec metablhtèc me sunart seic katanom c F kai G
antÐstoiqa. An

Y = ¹+ ¾X

ìpou ¹ ∈ ℝ, ¾ > 0 tìte

G(x) = F

(
x− ¹

¾

)
. (2.5)

An epiplèon h katanom  F eÐnai suneq c me puknìthta pijanìthtac f tìte kai h katanom  G

eÐnai suneq c me puknìthta pijanìthtac

g(x) =
1

¾
f

(
x− ¹

¾

)
. (2.6)

Apìdeixh Pr�gmati

G(x) = P (Y ≤ x) = P (¹+ ¾X ≤ x) = P

(
X ≤ x− ¹

¾

)
= F

(
x− ¹

¾

)



ParagwgÐzontac thn (2.5) wc proc x paÐrnoume thn (2.6).

An h sun�rthsh katanom c miac t.m. X mporeÐ na grafteÐ upì thn morf 

F (x) = G

(
x− ¹

¾

)

ìpou ¹ ∈ ℝ, ¾ > 0, kai G eÐnai k�poia �llh sun�rthsh tìte to ¹ onom�zetai par�metroc
jèshc kai to ¾ par�metroc klÐmakac. H sun�rthsh G eÐnai tìte G(x) = F (¹+ ¾x) kai kat�
sunèpeia eÐnai epÐshc mia sun�rthsh katanom c.

2.3 H ekjetik  katanom 

H ekjetik  t.m. èqei katanom  P (X ≤ x) = 1 − e−¸x, kai puknìthta pijanìthtac ¸e−¸x,
x ≥ 0 . Oi ropèc thc katanom c dÐdontai apì thn sqèsh

EXn =

∫ ∞

0
xn¸e−¸xdx =

n!

¸n

∫ ∞

0
¸
(¸x)n

n!
e−¸xdx =

n!

¸n

Sugkekrimèna, h mèsh tim  thc ekjetik c eÐnai EX = 1
¸ , h deÔterh rop  eÐnai EX2 = 2

¸2 , kai
h diaspor� dÐdetai apì thn sqèsh Var(X) = EX2 − (EX)2 = 1

¸2 .

O suntelest c metablhtìthtac miac katanom c orÐzetai wc

cv =

√
V ar(X)

EX

Gia thn ekjetik  katanom  èqoume cv = 1. Mia apì tic shmantikìterec idiìthtec thc ekjetik c
katanom c, h opoÐa kai thn qarakthrÐzei, eÐnai h amn mwn idiìthta (  idiìthta èlleiyhc mn mhc):

Mia m  arnhtik  t.m. X èqei thn amn mona idiìthta an, ∀s, t > 0,

P (X > t+ s∣X > t) = P (X > s). (2.7)

EÐnai stoiqei¸dec na elègxoume ìti h èkjetik  katanom  ikanopoieÐ thn (2.7). Pr�gmati,

P (X > t+ s∣X > t) =
P (X > t+ s,X > t)

P (X > t)
=

P (X > t+ s)

P (X > t)
=

e−¸(t+s)

e−¸t
= e−¸s

= P (X > s).

PolÔ piì endiafèron ìmwc eÐnai to gegonìc ìti h ekjetik  katanom  eÐnai h monadik  h opoÐa
èqei aut  thn idiìthta. 'Estw loipìn k�poia t.m. X pou ikanopoieÐ thn (2.7) kai ac jèsoume
g(t) = P (X > t). Opwc eÐdame, h (2.7) mporeÐ na grafteÐ kai wc P (X > t + s) = P (X >

t)P (X > s)  
g(t+ s) = g(t)g(s). (2.8)



Efarmìzontac thn parap�nw sqèsh me s = t = 1 èqoume g(2) = g(1)2 kai epagwgik�,

g(n) = g(1)n.

'Omoia, g(1) = g( 1n + ⋅ ⋅ ⋅+ 1
n) = g( 1n)

n  

g(1/n) = g(1)1/n.

Apì tic dÔo parap�nw sqèseic prokÔptei ìti, gia k�je rhtì, èstw r = p/q

g(p/q) = g(1)p/q

  g(r) = g(1)r. Apomènei na deÐxoume ìti h sqèsh aut  isqÔei gia k�je pragmatikì arijmì t.
AfoÔ 0 < g(1) < 1, up�rqei ¸ ∈ (0,∞) tètoio ¸ste g(1) = e−¸, Sunep¸c, an r, s eÐnai rhtoÐ
tètoioi ¸ste r < t < s, efìson h g(t) eÐnai fjÐnousa sun�rthsh isqÔei ìti

e−¸r = g(r) ≥ g(t) ≥ g(s) = e−¸s

Af nontac r ↑ t, s ↓ t prokÔptei to zhtoÔmeno.

2.4 Oi sunart seic G�mma kai B ta

H sun�rthsh G�mma tou Euler apoteleÐ genÐkeush tou paragontikoÔ gia m  akèraia orÐsmata.
EÐnai eÔkolo na apodeÐxei kaneÐc me paragontik  olokl rwsh ìti, gia k�je akèraio n ≥ 0,

∫ ∞

0
tne−tdt = n!

H sun�rthsh Γ orÐzetai wc

Γ(x) :=

∫ ∞

0
tx−1e−tdt, x > 0.

Apì ta parap�nw eÐnai profanèc ìti

Γ(n+ 1) = n!

EmeÐc ja sunant soume thn sun�rthsh Γ sta plaÐsia thc katanom c G�mma pou èqei puknìthta
pijanìthtac

f(x) = ¸
(¸x)®−1

Γ(®)
e−¸x, x > 0.

H par�metroc ¸ onom�zetai par�metroc klÐmakoc en¸ h ® par�metroc sq matoc. H perÐptw-
sh pou h par�metroc sq matoc eÐnai akèraioc arijmìc èqei idiaÐtero endiafèron kai ja thn
exet�soume leptomerèstera sth sunèqeia.

Mia �llh sunaf c sun�rthsh eÐnai h

B(®, ¯) :=

∫ 1

0
t®−1(1− t)¯−1dt, ® > 0, ¯ > 0,

h opoÐa sundèetai me thn Γ mèsw thc sqèshc

B(®, ¯) =
Γ(®)Γ(¯)

Γ(®+ ¯)
. (2.9)



2.5 H katanom  Erlang

H katanom  Erlang eÐnai mia eidik  perÐptwsh thc katanom c G�mma ìtan h par�metroc sq -
matoc eÐnai akèraia. H puknìthta pijanìthtac thc Erlang dÐdetai apì ton tÔpo

f(x) =

{
¸ (¸x)k−1

(k−1)! e
−¸x an x ≥ 0

0 an x < 0
.

H par�metroc k eÐnai jetikìc akèraioc (ìtan k = 1 paÐrnoume thn ekjetik  katanom ) kai h
¸ > 0 eÐnai par�metroc klÐmakac. H antÐstoiqh sun�rthsh katanom c pou prokÔptei oloklh-
r¸nontac thn f(x) dÐdetai apì ton tÔpo

F (x) =

{
1−∑k−1

m=0
(¸x)m

m! e−¸x an x ≥ 0
0 an x < 0

.

ParadeÐgmatoc q�rin, ìtan k = 2, èqoume F (x) = 1− (1 + ¸x)e−¸x, (x ≥ 0).

'Estw X t.m. me katanom  Erlang(k, ¸). H rop  t�xhc r ja eÐnai

EXr =

∫ ∞

0
xr

(¸x)k−1

(k − 1)!
e−¸x¸dx =

1

(k − 1)!¸r

∫ ∞

0
yr+k−1e−ydy =

1

¸r

(k + r − 1)!

(k − 1)!
.

Oi dÔo pr¸tec ropèc thc Erlang(k, ¸) eÐnai EX = k
¸ kai EX2 = k(k+1)

¸2 , kai sunep¸c h
diaspor� eÐnai V ar(X) = k(k+1)

¸2 − k2

¸2 = k
¸2 . O suntelest c diakÔmanshc pou prokÔptei eÐnai

cV =

√
k/¸2

k/¸
=

1√
(k)

≤ 1.

Blèpoume dhlad  ìti h Erlang èqei p�nta suntelest  metablhtìthtac mikrìtero thc mon�dac (h
isìthta isqÔei ìtan k = 1 opìte paÐrnoume thn ekjetik ). 'Oso megalÔterh eÐnai h par�metroc
k tìso mikrìteroc gÐnetai o suntelest c metablhtìthtac.

2.6 H uperekjetik  katanom 

H uperekjetik  eÐnai meÐgma ekjetik¸n katanom¸n me diaforetikoÔc rujmoÔc. 'Estw 0 < ¸1 <

¸2 < ⋅ ⋅ ⋅ < ¸N kai pijanìthtec pi, i = 1, 2, . . . , N , ètsi ¸ste
∑N

i=1 pi = 1. H sun�rthsh
katanom c

F (x) = 1−
N∑

i=1

pie
−¸ix, (x ≥ 0)

onom�zetai uperekjetik  kai èqei puknìthta pijanìthtac

f(x) =
N∑

i=1

pi¸ie
−¸ix, (x ≥ 0)



Oi ropèc thc katanom c aut c upologÐzontai eÔkola wc ex c:

∫ ∞

0
xrf(x)dx =

N∑

i=1

pi

∫ ∞

0
xr¸ie

−¸ixdx =
N∑

i=1

pi
r!

¸r
i

,

ìpou sto teleutaÐo olokl rwma qrhsimopoi same thn èkfrash gia tic ropèc thc ekjetik c
katanom c. Jètwntac r = 1 sthn parap�nw èkfrash brÐskoume ton mèso thc upergewmetrik c
wc

N∑

i=1

pi
1

¸i

en¸ gia r = 2 paÐrnoume thn deÔterh rop 

N∑

i=1

pi
2

¸2
i

.

H diaspor� dÐdetai apì thn sqèsh

Var =
N∑

i=1

pi
2

¸2
i

−
Ã

N∑

i=1

pi
1

¸i

)2

kai o suntelest c metablhtìthtac eÐnai

cV =

√∑N
i=1 pi

2
¸2
i
−

(∑N
i=1 pi

1
¸i

)2

∑N
i=1 pi

1
¸i

=

√√√√⎷
∑N

i=1 pi
2
¸2
i(∑N

i=1 pi
1
¸i

)2 − 1.

H uperekjetik  katanom  èqei thn endiafèrousa idiìthta ìti o suntelest c metablhtìthtac
eÐnai p�nta ≥ 1. Prokeimènou na apodeÐxoume autìn ton isqurismì arkeÐ na deÐxoume ìti c2V ≥ 1

  ìti ∑N
i=1 pi

2
¸2
i(∑N

i=1 pi
1
¸i

)2 − 1 ≥ 1

 , isodÔnama, ìti
N∑

i=1

pi
1

¸2
i

≥
Ã

N∑

i=1

pi
1

¸i

)2

.

H teleutaÐa aut  anisìthta ìmwc eÐnai eÔkolo na doÔme ìti isqÔei p�nta. Pr�gmati, ac u-
pojèsoume ìti èqoume mia tuqaÐa metablht  Y pou paÐrnei tic timèc ¸i me pijanìthtec pi,
i = 1, 2, . . . , N . (H Y eÐnai me �lla lìgia mia diakrik  t.m. pou paÐrnei mìno N diaforetikèc
timèc). Tìte to aristerì mèloc thc teleutaÐac anisìthtac ja eÐnai h deÔterh rop , EY 2, en¸
to dexiì mèloc, h pr¸th rop  sto tetr�gwno, (EY )2. Eqoume ìmwc p�nta, EY 2 ≥ (EY )2,
sunep¸c h anisìthta prèpei na isqÔei.



2.7 Ropogenn triec sunart seic kai metasqhmatismoÐ La-
place

'Estw X t.m. me sun�rthsh katanom c F . H ropogenn tria thc X orÐzetai wc h sun�rthsh

MX(µ) := E[eµX ] =

∫ ∞

−∞
eµxdF (x). (2.10)

AkoloujoÔn paradeÐgmata ropogennhtri¸n:

H ropogenn tria sun�rthsh miac kanonik c t.m. 'Estw X kanonik  t.m. me mèsh
tim  0 kai diaspor� 1. H ropogenn tria thc X orÐzetai wc

MX(t) := EetX =

∫ ∞

−∞
etx

1√
2¼

e−
x2

2 dx =
1√
2¼

∫ ∞

−∞
etx−

x2

2 dx.

O ekjèthc mèsa sto olokl rwma gr�fetai wc −1
2

(
x2 − 2tx+ t2

)− t2

2 kai epomènwc èqoume

MX(t) = e−
t2

2
1√
2¼

∫ ∞

−∞
e−

1
2
(x−t)2dx = e−

t2

2

afoÔ to teleutaÐo olokl rwma isoÔtai me thn mon�da.

T¸ra ac upojèsoume ìti h Y eÐnai kanonik  t.m. me mèsh tim  ¹ kai diaspor� ¾. Tìte
èqoume Y = ¹+ ¾X kai epomènwc h ropogenn tria s' aut  thn perÐptwsh eÐnai

MY (t) = EetY = Eet¹+t¾X = et¹MX(¾t) = e¹t−
¾2t2

2 .

H ropogenn tria sun�rthsh miac ekjetik c t.m. 'Estw X ekjetik  t.m. me
sun�rthsh katanom c F (x) = 1− e−¸x gia x ≥ 0, kai F (x) = 0 ìtan x < 0. H ropogenn tri�
thc dÐnetai apì thn sqèsh

MX(µ) =

∫ ∞

0
eµx¸e−x¸dx = ¸

∫ ∞

0
e−x(¸−µ)dx =

¸

¸− µ
.

ParathreÐste ìti o parap�nw upologismìc èqei nìhma mìnon ìtan µ < ¸. An to µ eÐnai
megalÔtero tou ¸ to olokl rwma apeirÐzetai kai h ropogenn tria den orÐzetai.

H ropogenn tria sun�rthsh miac omoiìmorfhc t.m. Ac upojèsoume t¸ra ìti
h X eÐnai omoiìmorfa katanemhmènh sto di�sthma [0, a] me puknìthta pijanìthtac f(x) = 1

a

ìtan x ∈ [0, a] kai 0 alloÔ, kai sun�rthsh katanom c

F (x) =

⎧
⎨
⎩

0 x ≤ 0
x/a 0 < x ≤ a
1 a < x

.

H antÐstoiqh ropogenn tria dÐdetai apì th sqèsh

MX(µ) =

∫ a

0
eµx

1

a
dx =

eµa − 1

µa
.



H ropogenn triec sunart seic paÐrnoun to ìnom� touc apì to thn akìloujh idiìthta:
ParagwgÐzontac thn ropogenn tria n forèc èqoume

dn

dµn
MX(µ) =

dn

dµn

∫ ∞

−∞
eµxdF (x) =

∫ ∞

−∞

dn

dµn
eµxdF (x) =

∫ ∞

−∞
xneµxdF (x),

(Sthn parap�nw exÐswsh upojèsame ìti h enallag  olokl rwshc kai parag¸gishc eÐnai je-
mit . Den ja epektajoÔme s' autì to z thma.) Jètontac sthn parap�nw exÐswsh µ = 0, kai
sumbolÐzontac me M

(n)
X (µ) thn n-ost  par�gwgo thc MX èqoume

M
(n)
X (0) =

∫ ∞

−∞
xndF (x) = ¹n

dhlad  parathroÔme ìti h n-ost  par�gwgoc thc ropogenn triac upologismènh sto 0 sum-
pÐptei me thn n-ost  rop  thc katanom c. Sunep¸c gn¸sh thc ropogenn triac sunep�getai
gn¸sh ìlwn twn rop¸n thc katanom c. IsqÔei kai to antÐstrofo, dhlad  ìti oi ropèc pros-
diorÐzoun thn ropogenn tria: Pr�gmati, apì to je¸rhma tou Taylor gnwrÐzoume ìti k�je
sun�rthsh pou eÐnai analutik  se mia perioq  tou mhdenìc mporeÐ na ekfrasteÐ wc mia duna-
moseir�:

MX(µ) =
∞∑

n=0

µn

n!
M

(n)
X (0) =

∞∑

n=0

µn

n!
¹n.

Suqn�, sthn jewrÐa pijanot twn qrhsimopoieÐtai kai h ènnoia tou metasqhmatismoÔ La-

place pou den diafèrei ousiastik� se tÐpote apì thn ropogennètria sun�rthsh. O metasqh-
matismìc Laplace thc t.m. X me sun�rthsh katanom c F orÐzetai wc

F̂ (s) := Ee−sX =

∫ ∞

−∞
e−sxdF (x).

ParathreÐste ìti F̂ (s) = MX(−s).

2.8 Sunèlixh katanom¸n

2.8.1 Sunèlixh 2 katanom¸n

'Estw dÔo tuqaÐec metablhtèc, X, Y , anex�rthtec metaxÔ touc, me sun�rthsh katanom c
F (x) = P (X ≤ x) kai G(x) = P (Y ≤ x) antÐstoiqa. 'Estw Z = X + Y me sun�rthsh
katanom c H(x) = P (Z ≤ x).

Apì ton nìmo olik c pijanìthtac èqoume

P (X + Y ≤ x) = H(x) =

∫ ∞

−∞
P (X + Y ≤ x∣Y = y)G(dy)

=

∫ ∞

−∞
P (X ≤ x− y∣Y = y)G(dy).



Dedomènhc thc anexarthsÐac twn X kai Y , P (X ≤ x−y∣Y = y) = P (X ≤ x−y) = F (x−y)

kai sunep¸c

H(x) =

∫ ∞

−∞
F (x− y)G(dy). (2.11)

To anwtèrw olokl rwma pou ekfr�zei thn katanom  tou ajroÐsmatoc H, dÔo anex�rthtwn
t.m. sunart sei twn katanom¸n touc, F kai G, onom�zetai sunèlixh twn dÔo katanom¸n.
Sumbolik� gr�foume H = F ∗G kai

H(x) = F ∗G(x) =

∫ ∞

−∞
F (x− y)dG(y).

Lìgw thc summetrÐac twn rìlwn twn t.m. X kai Y , eÐnai eÔkolo na diapist¸soume ìti F ∗
G(x) = G ∗ F (x)   isodÔnama,

∫ ∞

−∞
F (x− y)dG(y) =

∫ ∞

−∞
G(x− y)dF (y).

An oi tuqaÐec metablhtèc X kai Y paÐrnoun mìno jetikèc timèc, dhlad  F (0) = 0, G(0) = 0,
tìte

H(x) =

∫ x

0
F (x− y)G(dy). (2.12)

EpÐshc, an oi katanomèc F , G, eÐnai apolÔtwc suneqeÐc, dhlad  an F ′(x) = f(x), G′(x) =
g(x), kai F (x) =

∫ x
−∞ f(u)dy, G(x) =

∫ x
−∞ g(u)du, tìte, paragwgÐzontac thn exÐswsh (2.11)

èqoume

ℎ(x) :=
d

dx
H(x) =

d

dx

∫ ∞

−∞
F (x− y)g(y)dy =

∫ ∞

−∞

d

dx
F (x− y)g(y)dy

=

∫ ∞

−∞
f(x− y)g(y)dy. (2.13)

An oi tuqaÐec metablhtèc paÐrnoun mìno jetikèc timèc, dhlad  f(x) = g(x) = 0 gia x < 0,
tìte o parap�nw tÔpoc paÐrnei thn morf 

ℎ(x) =

∫ x

0
f(x− y)g(y)dy. (2.14)

Par�deigma 2.2. 'Estw X, Y , anex�rthtec ekjetikèc katanomèc me rujmoÔc ¸ kai ¹ antÐstoiqa.
Na eurejeÐ h katanom  thc Z = X + Y . Efarmìzontac thn sqèsh (2.14) f(x) = ¸e−¸x,
g(x) = ¹e−¹x gia x ≥ 0, èqoume

ℎ(x) =

∫ ∞

0
¸e−¸(x−y)¹e−¹ydy = ¸¹e−¸x

∫ x

0
ey(¸−¹)dy

= ¸¹e−¸x 1

¸− ¹

(
ex(¸−¹) − 1

)
=

¸¹

¸− ¹

(
e−¹x − e−¸x

)
.

(O anwtèrw tÔpoc gia thn puknìthta pijanìthtac ℎ(x) èqei nìhma bebaÐwc ìtan ¸ ∕= ¹. Sthn
perÐptwsh pou ¸ = ¹ mporoÔme na efarmìsoume ton kanìna tou de l’Hôpital (emeÐc ìmwc, lìgw



thc shmasÐac thc, ja thn exet�soume xeqwrist�). H sun�rthsh katanom c tou ajroÐsmatoc
prokÔptei eÔkola apì thn puknìthta pijanìthtac oloklhr¸nontac:

H(x) =

∫ x

0
ℎ(y)dy =

¸

¸− ¹

∫ x

0
¹e−¹ydy − ¹

¸− ¹

∫ x

0
¸e−¸ydy

=
¸

¸− ¹

(
1− e−¹x

) − ¹

¸− ¹

(
1− e−¸x

)

= 1− ¸

¸− ¹
e−¹x − ¹

¹− ¸
e−¸x.

Sthn perÐptwsh pou ¸ = ¹ h exÐswsh (2.14) dÐnei

ℎ(x) =

∫ x

0
¸e−¸(x−y)¸e−¸ydy = ¸2e−¸x

∫ x

0
dy

= ¸2xe−¸x.

Par�deigma 2.3. 'EstwX, Y , anex�rthtec t.m. me puknìthtec pijanìthtac f(x) = ¸ (¸x)®−1

Γ(®) e−¸x

kai g(x) = ¸ (¸x)¯−1

Γ(¯) e−¯x, (x ≥ 0). H puknìthta pijanìthtac tou ajroÐsmatoc dÐnetai tìte
apì thn sqèsh

ℎ(x) =

∫ x

0
¸
(¸(x− y))®−1

Γ(®)
e−¸(x−y)¸

(¸y)¯−1

Γ(¯)
e−¸ydy

=
¸®+¯

Γ(®)Γ(¯)
e−¸x

∫ x

0
(x− y)®−1y¯−1dy

=
¸®+¯

Γ(®)Γ(¯)
e−¸xx®+¯−1

∫ 1

0
t¯−1(1− t)®−1dt

ìpou sto teleutaÐo olokl rwma t = y/x. H tim  autoÔ tou oloklhr¸matoc eÐnai B(¯, ®) =
Γ(®)Γ(¯)
Γ(®+¯) sÔmfwna me thn sqèsh (2.9) kai sunep¸c

ℎ(x) = ¸®+¯x®+¯−1 1

Γ(®+ ¯)
e−¸x = ¸

(¸x)®+¯−1

Γ(®+ ¯)
e−¸x.

2.8.2 Sunèlixh n katanom¸n

O parap�nw orismìc thc sunèlixhc genikeÔetai �mesa gia n katanomèc. 'Estw X1, X2, . . . , Xn

n anex�rthtec t.m. me katanomèc Fi, i = 1, 2, . . . , n. 'Estw Si = X1 + ⋅ ⋅ ⋅+Xi kai Hi(x) :=

P (Si ≤ x) h sun�rthsh katanom c tou ajroÐsmatoc twn i pr¸twn t.m. Tìte, me b�sh thn
an�lush thc prohgoumènhc paragr�fou, èqoume

Hi(x) = Fi ∗Hi−1(x)

kai sunep¸c
P (Sn ≤ x) = Hn(x) = Fn ∗ Fn−1 ∗ Fn−2 ∗ ⋅ ⋅ ⋅ ∗ F1(x).



Sthn perÐptwsh pou oi Xi eÐnai isìnomec, dhlad  Fi = F gia ìla ta i, ja qrhsimopoioÔme ton
sumbolismì

Hn(x) = P (Sn ≤ x) = F ∗ F ∗ ⋅ ⋅ ⋅ ∗ F (x) =: F ∗n(x).

Gia thn puknìthta pijanìthtac thc Hn, an up�rqei, isqÔei o antÐstoiqoc tÔpoc

ℎn(x) = H ′
n(x) = f ∗ f ∗ ⋅ ⋅ ⋅ ∗ f(x) =: f∗n(x).

Par�deigma 2.4. 'Estw Xi, i = 1, 2, . . . , n anex�rthtec isìnomec t.m. me katanom  F (x) =

1 − e−¸x (x ≥ 0). Jèloume na prosdiorÐsoume thn katanom  tou ajroÐsmatoc Sn = X1 +

X2 + ⋅ ⋅ ⋅ +Xn. SumbolÐzontac me ℎn(x) thn puknìthta pijanìthtac tou ajroÐsmatoc Sn ja
apodeÐxoume epagwgik� ìti

ℎn(x) = ¸
(¸x)n−1

(n− 1)!
e−¸x, (x ≥ 0), n = 1, 2, . . .

H sqèsh isqÔei gia n = 1. 'Estw ìti isqÔei gia n− 1. Tìte

ℎn(x) = ℎn−1 ∗ f(x) =
∫ x

0
f(x− y)ℎn−1(y)dy = ¸2

∫ x

0
e−¸(x−y) (¸y)

n−2

(n− 2)!
e−¸ydy

= ¸
(¸x)n−1

(n− 1)!
e−¸x

ìpou ston parap�nw upologismì qrhsimopoi same to apotèlesma tou paradeÐgmatoc 2 thc
prohgoumènhc paragr�fou me ® = 1, ¯ = n− 1.

H sun�rthsh katanom c tou ajroÐsmatoc prokÔptei apì thn olokl rwsh thc puknìthtac
pijanìthtac wc

Hn(x) =

∫ x

0
ℎn(y)dy = 1−

n−1∑

k=0

(¸x)k

k!
e−¸x.

2.9 MetasqhmatismoÐ Laplace kai an�lush se merik� kl�-
smata

'Estw Xi, i = 1, 2, . . . , n anex�rthtec ekjetikèc tuqaÐec metablhtèc me P (Xi ≤ x) = 1 −
exp(−¸ix). Upojètoume gia eukolÐa ìti ¸i ∕= ¸j ìtan i ∕= j. Na eurejeÐ h katanom  thc
S = X1 +X2 + . . .+Xn.

Xekin�me me ton metasqhmatismì Laplace thc S o opoÐoc, wc gnwstìn, ja dÐnetai apì to
ginìmeno twn metasqhmatism¸n Laplace twn Xi:

Ee−sS =
n∏

i=1

Ee−sXi =
n∏

i=1

¸i

¸i + s
.

An�lush se merik� kl�smata tou teleutaÐou mèlouc thc pio p�nw exÐswshc dÐnei

Ee−sS =
n∑

i=1

Ai
¸i

¸i + s



ìpou ta Ai dÐnontai apì tic sqèseic

Ai =
∏

j ∕=i

¸j

¸j − ¸i
.

Sunep¸c, h puknìthta pijanìthtac dÐnetai apì thn

P (Y ∈ dx) = dx
n∑

i=1

∏

j ∕=i

¸j

¸j − ¸i
¸ie

−¸ix .

2.10 To mègisto n anex�rthtwn, ekjetik� katanemhmè-
nwn t.m.

Ja upologÐsoume thn katanom  tou maximum n anex�rthtwn, ekjetik� katanemhmènwn t.m.
me rujmì ¸. 'Estw Xi, i = 1, 2, . . . , n a.i.t.m. me koin  katanom  F (x) = 1− e−¸x, x ≥ 0 kai
Mn = max(X1, X2, . . . , Xn). H katanom  thc Mn mporeÐ na upologisjeÐ apì th sqèsh

P (Mn ≤ x) = P (max(X1, X2, . . . , Xn) ≤ x) = P (X1 ≤ x,X2 ≤ x, . . . ,Xn ≤ x)

=
n∏

i=1

P (Xi ≤ x) =
(
1− e−¸x

)n

en¸ h mèsh thc tim  mporeÐ na ekfrasteÐ san

EMn =

∫ ∞

0
P (Mn > x)dx =

∫ ∞

0

(
1−

(
1− e−¸x

)n)
dx.

AntÐ na upologÐsoume to parap�nw olokl rwma ja qrhsimopoi soume to ex c epiqeÐrhma:
'Estw X(1), X(2), . . . , X(n) oi timèc twn Xi, i = 1, 2, . . . , n diatetagmènec kat' aÔxousa seir�
kai Y1 = X(1), Y(2) = X(2) − X(1),. . .Y(i) = X(i) − X(i−1). Tìte to Y(1) eÐnai ekjetik�
katanemhmèno me rujmì n¸ kai genik� Y(i) eÐnai ekjetik� katanemhmèno me rujmì (n− i+1)¸,
i = 1, 2, . . . , n. Epiplèon ta {Y(i)} eÐnai anex�rthta. Tèloc, isqÔei ìti

Mn = X(n) =

n∑

i=1

Yi

kai ètsi

EMn =
1

¸

n∑

i=1

1

i
.

Epomènwc, gia meg�lec timèc tou n, EMn ≈ 1
¸ logn. H diaspor� tou Mn mporeÐ epÐshc na

upologisjeÐ (lìgw thc anexarthsÐac twn Yi) wc

Var(Mn) =
1

¸2

n∑

i=1

1

i2



(kai gia meg�lec timèc tou n, VarMn ≈ 1
¸2

¼2

6 ) kai o metasqhmatismìc Laplace eÐnai

Ee−sMn =
n∏

i=1

i¸

s+ i¸
.

AnalÔontac se merik� kl�smata paÐrnoume

Ee−sMn =
n∑

i=1

⎛
⎝∏

j ∕=i

j

j − i

⎞
⎠ i¸

i¸+ s
=

n∑

i=1

⎛
⎝

i−1∏

j=1

j

j − i

⎞
⎠

⎛
⎝

n∏

j=i+1

j

j − i

⎞
⎠ i¸

i¸+ s

=
n∑

i=1

n!

i
(−1)i−1 1

(i− 1)!(n− i)!

i¸

i¸+ s

=

n∑

i=1

(−1)i−1

(
n

i

)
i¸

i¸+ s
.





Kef�laio 3

O Aplìc TuqaÐoc PerÐpatoc

3.1 Eisagwg 

H tuqaÐa metablht  Bernoulli eÐnai mÐa tuqaÐa metablht  pou paÐrnei mìno dÔo timèc, 1, me
pijanìthta p kai 0 me pijanìthta q = 1− p, ìpou to p ∈ [0, 1]. Autèc oi tuqaÐec metablhtèc
eÐnai, ìpwc antilamb�netai kaneÐc, oi aploÔsterec dunatèc kai ja mporoÔsame na upojèsoume
ìti h melèth touc den parousi�zei idiaÐtero endiafèron. 'Opwc ja doÔme ìmwc, apoteloÔn
touc domikoÔc lÐjouc gia thn kataskeu  polÔplokwn stoqastik¸n montèlwn ta opoÐa èqoun
meg�lh shmasÐa tìso sthn an�ptuxh thc jewrÐac twn stoqastik¸n anelÐxewn, ìso kai stic
polu�rijmec efarmogèc thc. 'Estw loipìn {»i}, i = 1, 2, . . . , n, tuqaÐec metablhtèc Bernoulli,
ìlec me thn Ðdia katanom  (dhlad  thn Ðdia tim  tou p) kai anex�rthtec metaxÔ touc. Upenju-
mÐzoume ston anagn¸sth ìti h mèsh tim  miac tuqaÐac metablht c Bernoulli upologÐzetai apì
thn sqèsh

E» = 0P (» = 0) + 1P (» = 1) = p.

ParomoÐwc, h rop  t�xhc r eÐnai

E»r = 0r P (» = 0) + 1r P (» = 1) = p.

H diaspor� dÐnetai apì th sqèsh

Var(») = E (» − E»)2 = E»2 − (E»)2 = p(1− p).

Ac exet�soume to merikì �jroisma

Sn =
n∑

i=1

»i.

H katanom  aut c thc tuqaÐac metablht c eÐnai diwnumik  me paramètrouc n kai p. H mèsh
tim  mporeÐ na upologisjeÐ kat' eujeÐan apì ton tÔpo thc diwnumik c katanom c  , b�sei tou
jewr matoc 1.1, wc ex c

ESn = E
n∑

i=1

»i =
n∑

i=1

E»i =
n∑

i=1

p = np.
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Parìmoia, apì to je¸rhma 1.3 kai thn anexarthsÐa twn »i, h diaspor� thc Sn upologÐzetai wc

Var(Sn) = Var

Ã
n∑

i=1

»i

)
=

n∑

i=1

Var(»i) =
n∑

i=1

p(1− p) = np(1− p).

3.2 TuqaÐoc perÐpatoc

Ac dieurÔnoume lÐgo ton orismì thc t.m. Bernoulli ¸ste na perilamb�nei kai t.m. pou paÐrnoun
dÔo opoiesd pote timèc kai ìqi upoqrewtik� tic timèc 0 kai 1. 'Etsi ac upojèsoume ìti »i
eÐnai a.i. (anex�rthtec, isìnomec) t.m. pou paÐrnoun thn tim  1 me pijanìthta p kai −1 me
pijanìthta q := 1− p. 'Estw

Sn :=
n∑

i=1

»i, S0 := 0.

H anèlixh aut  onom�zetai aplìc tuqaÐoc perÐpatoc kai par� to gegonìc ìti o orismìc thc eÐnai
exairetik� aplìc parousi�zei endiafèrousa sumperifor�. Apì fusik  �poyh, gia na d¸soume
èna sugkekrimèno montèlo, mporoÔme na fantastoÔme èna swmatÐdio pou kineÐtai ston orizìntio
�xona kat� akèraia b mata. K�je for� k�nei èna b ma, proc ta dexi� me pijanìthta p   proc
ta arister� me pijanìthta q. Sn eÐnai h apìstash tou swmatidÐou apì to mhdèn met� apì n

tètoia b mata. Suqn� ja qrhsimopoi soume epÐshc thn eikìna tou paÐkth pou paÐzei mia seir�
apì paiqnÐdia, sto kajèna apì ta opoÐa kerdÐzei èna eur¸ me pijanìthta p h q�nei èna eur¸
me pijanìthta q.

∙ H mèsh tim  thc periousÐac tou paÐkth th qronik  stigm  n eÐnaiE
∑n

i=1 »i =
∑n

i=1E»i =∑n
i=1 p− q = n(p− q).

∙ H diaspor� thc periousÐac tou paÐkth eÐnai th qronik  stigm  n eÐnai Var
∑n

i=1 »i =∑n
i=1 Var(»i) =

∑n
i=1 4pq = 4npq.

∙ H katanom  tou Sn, n = 1, 2, . . ., eÐnai diwnumik , kai gia meg�la n mporeÐ na proseggi-
sjeÐ me akrÐbeia apì thn antÐstoiqh kanonik  katanom . EÐnai eÔkolo na diapist¸soume
ìti ìtan o arijmìc twn bhm�twn, n, eÐnai �rtioc arijmìc, tìte kai h jèsh tou swmatidÐou,
S2n, eÐnai �rtioc arijmìc. AntÐstoiqa, ìtan to n eÐnai perittìc, kai to Sn eÐnai perittìc
arijmìc. Gia na sumbeÐ to endeqìmeno {S2n = 2k} ja prèpei, an u eÐnai o arijmìc twn
+1 kai d o arijmìc twn −1 na èqoume u + d = 2n kai u − d = 2k ap' ìpou prokÔptei
ìti u = n+ k kai d = n− k. Sunep¸c,

P (S2n = 2k) =

(
u+ d

u

)
puqd =

(
2n

n+ k

)
pn+kqn−k, −n ≤ k ≤ n.

Parìmoia, gia to endeqìmeno {S2n+1 = 2k+1} ja prèpei na èqoume u+ d = 2n+1 kai
u− d = 2k + 1   u = n+ k + 1 kai d = n− k. Sunep¸c,

P (S2n+1 = 2k + 1) =

(
u+ d

u

)
puqd =

(
2n+ 1

n+ k + 1

)
pn+k+1qn−k, −n− 1 ≤ k ≤ n.



3.3 To prìblhma thc {katastrof c tou paÐkth}

3.3.1 H pijanìthta katastrof c

Ac upojèsoume t¸ra ìti o paÐkthc paÐzei suneq¸c èwc ìtou eÐte kerdÐsei a eur¸ eÐte q�sei b.
IsodÔnama, mporoÔme na upojèsoume ìti o paÐkthc xekin� me arqik  periousÐa b kai stoiqhma-
tÐzei mÐa mon�da k�je for� ewc ìtou eÐte na q�sei ìla tou ta qr mata (periousÐa 0), eÐte na
kerdÐsei a epiplèon (sunolik  periousÐa a+b). Epomènwc, to genikì prìblhma pou kaloÔmeja
na lÔsoume eÐnai na upologÐsoume thn pijanìthta P (x) ènac aplìc tuqaÐoc perÐpatoc pou
xekin�ei apì to to shmeÐo x eÐte na katal xei sto 0, eÐte sto N , ìpou 0 ≤ x ≤ N . 'Eqoume
th basik  sqèsh

P (x) = pP (x+ 1) + qP (x− 1), x = 0, 1, 2, . . . , a+ b. (3.1)

me tic arqikèc sunj kec
P (0) = 0, P (N) = 1. (3.2)

H (3.1) eÐnai mia grammik  exÐswsh diafor¸n deÔterhc t�xhc me stajeroÔc suntelestèc. (Pa-
rapèmpoume ton anagn¸sth sto par�rthma §3.10 gia thn mèjodo lÔshc twn exis¸sewn aut¸n.)
H qarakthristik  exÐswsh thc (3.1) eÐnai h ¸ = p¸2 + q h opoÐa èqei dÔo lÔseic, ¸1 = 1 kai
¸2 = q/p. An p ∕= q tìte oi rÐzec autèc eÐnai diaforetikèc kai h genik  lÔsh thc (3.1) eÐnai

P (x) = C1¸
x
1 + C2¸

x
2 = C1 + C2(q/p)

x. (3.3)

Oi dÔo stajerèc, C1, C2, prosriorÐzontai apì tic oriakèc sunj kec (3.2):

C1 + C2 = 0

C1 + C2(q/p)
N = 1.

Apì to sÔsthma autì prokÔptei ìti

C1 = −C2 =
(
1− (q/p)N

)−1

kai antikajist¸ntac sthn (3.3), èqoume

P (x) =
1−

(
q
p

)x

1−
(
q
p

)N
, x = 0, 1, 2, . . . , N, p ∕= q. (3.4)

H èkfrash gia thn pijanìthta epituqÐac sthn perÐptwsh pou p = q = 1/2 mporeÐ na brejeÐ
eÔkola apì thn sqèsh (3.4), qrhsimopoiìntac ton kanìna tou de l’ Hôpital. An x > 0,
jètontac y = q/p, arkeÐ na broÔme to ìrio

lim
y→1

1− yx

1− yN
= lim

y→1

−xyx−1

−(N)yN−1
=

x

N
.



Sq ma 3.1: H katastrof  tou paÐkth. Sto aristerì sq ma to mègejoc tou stoiq matoc
eÐnai 1000 � Sto dexiì me mègejoc stoiq matoc 10000 � oi pijanìthta epituqÐac eÐnai polÔ
megalÔterh.

An x = 0 tìte P (0) = 0 lìgw thc oriak c sunj khc. Se k�je perÐptwsh èqoume loipìn thn
sqèsh

P (x) =
x

N
, x = 0, 1, 2, . . . , N, p = q =

1

2
. (3.5)

San efarmog  tou parap�nw tÔpou ac upojèsoume ìti k�poioc paÐzei sth roulèta stoiqhma-
tÐzontac k�je for� 1000 � sto kìkkino. Ac upojèsoume ìti o paÐkthc xekin� me 50000 � kai
paÐzei suneq¸c èwc ìtou eÐte na q�sei ìla tou ta qr mata   h sunolik  tou periousÐa na fj�-
sei tic 100000 � opìte kai feÔgei apì to kazÐno èqontac diplasi�sei to arqikì tou kef�laio.
Sto Monte Carlo h roulèta èqei 37 arijmoÔc, 18 maÔrouc kai 18 kìkkinouc kai to mhdèn pou
eÐnai pr�sino. Sunep¸c h pijanìthta epituqÐac se k�je paiqnÐdi eÐnai p = 18

37 ≈ 0.486. Sto
Las Vegas oi pijanìthtec epituqÐac eÐnai mikrìterec epeid  up�rqoun dÔo pr�sinoi arijmoÐ, to
0 kai to 00 kai epomènwc p = 18

38 ≈ 0.474. Ja upèjete kaneÐc ìti aut  h mikr  parèkklish
den ja ephrèaze dramatik� to apotèlesma. Blèpoume ìmwc ìti sto Monte Carlo h pijanìthta
na kerdÐsei telik� o paÐkthc eÐnai thc t�xhc tou 7% en¸ sto Las Vegas eÐnai amelhtèa! Me
epijetikì paiqnÐdi ta pr�gmata belti¸nontai shmantik�, en¸, an den up rqe pr�sino (dÐkaio
paiqnÐdi) h pijanìthta telik c epituqÐac ja  tan fusik� 50%.

3.3.2 O mèsoc qrìnoc di�rkeiac tou paiqnidioÔ

'Estw T (x) o mèsoc qrìnoc mèqri na telei¸sei to paiqnÐdi me arqik  periousÐa x, asqètwc an
telei¸nei me nÐkh   katastrof  tou paÐkth. An�loga me to an to pr¸to paiqnÐdi eÐnai nÐkh  



 tta apì to x h periousÐa tou paÐkth ja metaphd sei sto x− 1   sto x+ 1 en¸ tautìqrona
ja èqei parèljei mÐa qronik  mon�da. Epomènwc isqÔei h anadromik  sqèsh

T (x) = 1 + pT (x+ 1) + qT (x− 1), x = 1, 2, . . . , N − 1, T (0) = T (N) = 0. (3.6)

H parap�nw grammik  exÐswsh diafor¸n eÐnai mh omogen c, deutèrac t�xewc, me stajeroÔc
suntelestèc. H antÐstoiqh omogen c exÐswsh, pT (x + 1) − T (x) + qT (x − 1) = 0 eÐnai h
Ðdia ìpwc kai h exÐswsh gia thn katastrof  tou paÐkth kai èqei genik  lÔsh C1 + C2(q/p)

x

ìtan p ∕= q. Mia eidik  lÔsh thc mh omogenoÔc exÐswshc brÐsketai eÔkola an dokim�sei
kaneÐc mia grammik  sun�rthsh thc morf c T (x) = Ax + B. Ja prèpei na isqÔei Ax + B =

1 + p(A(x + 1) + B) + q(A(x − 1) + B) gia k�je x, pr�gma pou sumbaÐnei an kai mìno an
A = 1/(q−p), B = 0. Epomènwc, sÔmfwna me to par�rthma §3.10, h genik  lÔsh thc exÐswshc
(3.6) eÐnai

T (x) =
x

q − p
+ C1 + C2(q/p)

x. (3.7)

Apì tic oriakèc sunj kec thc (3.6) èqoume

C1 + C2 = 0
N

q − p
+ C1 + C2(q/p)

N = 0

kai epomènwc

C1 = −C2 = − N

q − p

1

1− (q/p)N
.

Antikajist¸ntac tic timèc autèc sthn (3.7) èqoume

T (x) =
x

q − p
− N

q − p

1− (q/p)x

1− (q/p)N
. (3.8)

3.3.3 H pijanogenn tria tou qrìnou diarkeÐac tou paiqnidioÔ

'Estw Tx mia tuqaÐa metablht  pou sumbolÐzei th di�rkeia tou paiqnidioÔ xekin¸ntac apì th
jèsh x. Jèloume na broÔme thn katanom  thc Tx  , isodÔnama, thn pijanogenn tri� thc,
EzTx . EÐnai safèc ìti

Tx = 1 +

⎧
⎨
⎩

Tx+1 an to pr¸to b ma eÐnai proc ta p�nw

Tx−1 an to pr¸to b ma eÐnai proc ta k�tw

OrÐzontac thn t.m.

» =

⎧
⎨
⎩

1 an to pr¸to b ma eÐnai proc ta p�nw, (sumbaÐnei me pijanìthta p)

0 an to pr¸to b ma eÐnai proc ta k�tw, (sumbaÐnei me pijanìthta q = 1− p)

mporoÔme na gr�youme
Tx = 1 + »Tx+1 + (1− »)Tx−1.



Lamb�nontac up' ìyin mac ìti h » eÐnai anex�rthth apì tic Tx+1, Tx−1, kai paÐrnontac mèsec
timèc èqoume

EzTx = z
(
pEzTx+1 + qEzTx−1

)
,

 , me ton sumbolismì Áx(z) := EzTx ,

Áx(z) = pzÁx+1(z) + qzÁx−1(z)

me oriakèc sunj kec Á0(z) = ÁN = 1. Efarmìzontac thn mejodologÐa thc paragr�fou 3.8.2.
blèpoume ìti h qarakthristik  exÐswsh thc anadromik c sqèshc eÐnai h

pz½2 − ½+ qz = 0

me rÐzec

½1 =
1−

√
1− 4pqz2

2pz
kai ½2 =

1 +
√

1− 4pqz2

2pz

Ef' ìson pq ≤ 1/4 (me isìthta ìtan p = q = 1/2) kai ∣z∣ < 1, 4pqz2 < 1 kai epomènwc ìtan h
metablht  z eÐnai pragmatik , oi dÔo rÐzec thc parap�nw exÐswshc eÐnai pragmatikèc kai ìtan
−1 < z < 1, 0 < ½1 < 1 < ½2. 'Etsi,

Áx(z) = C1½
x
1 + C2½

x
2

ìpou, lìgw twn oriak¸n sunjhk¸n, oi stajerèc C1, C2, prosdiorÐzontai apì to sÔsthma

1 = C1 + C2

1 = C1½
N
1 + C2½

N
2 .

Epomènwc èqoume 1− ½N2 = C1(½
N
1 − ½N2 ) kai

C1 =
1− ½N2
½N1 − ½N2

kai C2 = − 1− ½N1
½N1 − ½N2

.

H pijanogenn tria thc di�rkeiac tou paiqnidioÔ dÐnetai apì thn sqèsh

Áx(z) =
1− ½N2
½N1 − ½N2

½x1 −
1− ½N1
½N1 − ½N2

½x2 . (3.9)

Apì thn (3.9) mporeÐ kaneÐc (met� apì upologismoÔc) na brei mia èkfrash gia thn pijanìth-
ta na diarkèsei to paiqnÐdi k b mata, h an�lush eÐnai ìmwc perÐplokh kai ja thn paraleÐyoume.
Ja exet�soume ìmwc thn ex c eidik  perÐptwsh pou parousi�zei endiafèron:



3.4 TuqaÐoc perÐpatoc me arnhtik  t�sh

Onom�zoume t�sh (drift) tou tuqaÐou perip�tou thn mèsh tim  tou b matoc:

E»1 = p− q.

Ac upojèsoume ìti p − q < 0, dhlad  ìti o paÐkthc paÐzei èna dusmenèc gi' autìn paiqnÐdi.

Xekin¸ntac me arqikì kef�laio a, upojètoume ìti o paÐkthc den jètei �nw ìrio sto posì

pou jèlei na kerdÐsei, dhlad  suneqÐzei na paÐzei ep' �peiron, mèqri na katastrafeÐ. Ac

xanagr�youme thn (3.9) sth morf 

1−
(

1
½2

)N

1−
(
½1
½2

)N
½a1 −

(
½1
½2

)N
−

(
1
½2

)N

1−
(
½1
½2

)N
½a2

ìpou 0 ≤ a ≤ N . H perÐptwsh pou o paÐkthc den jètei �nw ìrio isodunameÐ me N → ∞.

Lamb�nontac up' ìyin ìti ½1 < 1 < ½2, blèpoume ìti h pijanogenn tria tou qrìnou tou

paiqnidioÔ èqei thn morf 

Áa(z) = ½a1 =

Ã
1−

√
1− 4pqz2

2pz

)a

. (3.10)

'Askhsh: UpologÐste thn mèsh tim  thc di�rkeiac tou paiqnidioÔ s�ut  thn perÐptwsh kaj¸c

kai thn diaspor� tou paragwgÐzontac ton parap�nw tÔpo gia thn pijanogenn tria.

Gia na katano soume kalÔtera tic idiìthtec thc katanom c thc opoÐac h pijanogenn tria

dÐdetai apì thn (3.10) ac jewr soume arqik� ìti a = 1. Tìte èqoume

Á1(z) =: Á(z) =
1−

√
1− 4pqz2

2pz
. (3.11)

Ac jumhjoÔme ìti, sÔmfwna me to diwnumikì je¸rhma, ìtan ∣x∣ < 1 isqÔei to an�ptugma se
seir�

√
1− x =

∑∞
n=0

(
1/2
n

)
(−x)n. Oi akìloujoi upologismoÐ mac dÐnoun mia kalÔterh idèa



gia thn morf  twn suntelest¸n:

(
1/2

0

)
= 1

(
1/2

1

)
=

1

2(
1/2

2

)
=

(12)(
1
2 − 1)

1 ⋅ 2 = −1

8(
1/2

3

)
=

(12)(
1
2 − 1)(12 − 2)

1 ⋅ 2 ⋅ 3 =
1

16

...(
1/2

n

)
=

(12)(
1
2 − 1)(12 − 2) ⋅ ⋅ ⋅ (12 − n+ 1)

n!
= (−1)n−1 1 ⋅ 1 ⋅ 3 ⋅ ⋅ ⋅ (2n− 3)

2nn!

= (−1)n−1 1 ⋅ 1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ 4 ⋅ 5 ⋅ (2n− 4) ⋅ (2n− 3) ⋅ (2n− 2)

n!2n2 ⋅ 4 ⋅ 6 ⋅ (2n− 2)

= (−1)n−1 (2n− 2)!

n!(n− 1)!2n2n−1

= (−1)n−1 (2n)!

22n−1n!(n− 1)!(2n− 1) ⋅ 2n = (−1)n−1 1

2n− 1

(2n)

(n!)2
1

4n

= (−1)n−1 1

2n− 1

(
2n

n

)
1

4n

O genikìc tÔpoc pou upologÐsame isqÔei gia n = 1, 2, 3, . . .. Sunep¸c, oi parap�nw upologi-
smoÐ odhgoÔn sthn seir�

√
1− x = 1 +

∞∑

n=1

(
1/2

n

)
(−x)n = 1 +

∞∑

n=1

(−1)2n−1 1

2n− 1

(
2n

n

)(x
4

)n

= 1−
∞∑

n=1

1

2n− 1

(
2n

n

)(x
4

)n

'Etsi èqoume

1−
√
1− 4pqz2

2pz
= (2pz)−1

∞∑

n=1

1

2n− 1

(
2n

n

)(
4pqz2

4

)n

=
1

2p

∞∑

n=1

1

2n− 1

(
2n

n

)
(pq)n z2n−1.

H parap�nw an�lush mac deÐqnei ìti h katanom  tou qrìnou met�bashc apì to 1 sto 0 dÐdetai
apì th sqèsh

P (T = 2n− 1) =
1

2p

1

2n− 1

(
2n

n

)
(pq)n , n = 1, 2, 3, . . . (3.12)

P (T = 2n) = 0, n = 1, 2, 3, . . .



Apì thn katanom  aut  mporoÔme na upologÐsoume ton mèso wc

ET =
∞∑

n=1

(2n− 1)P (T = 2n− 1) =
1

2p

∞∑

n=1

(
2n

n

)
(pq)n . (3.13)

UpenjumÐzoume ìti h perÐptwsh pou exet�zoume eÐnai h p ≤ q. Exet�zontac thn sun�rthsh
f(p) = p(1 − p) ìtan p ∈ [0, 1] parathroÔme ìti paÐrnei timèc sto di�sthma [0, 1/4] kai
sugkekrimèna thn mègisth tim  ìtan f ′(p) = 1 − 2p = 0 dhlad  gia p = 1/2. H tim  tou
megÐstou eÐnai f(1/2) = 1/4 kai sunep¸c èqoume 0 ≤ pq ≤ 1/4. UpenjumÐzoume epÐshc ìti,
apì ton tÔpo tou Stirling, isqÔei h asumptwtik  sqèsh

(
2n

n

)
(pq)n ∼ (4pq)n√

¼n

kai sunep¸c h seir� sthn exÐswsh (3.13) sugklÐnei ìtan 0 < p < 1/2 kai apoklÐnei ìtan
p = 1/2. H tim  tou mèsou qrìnou met�bashc mporeÐ na upologisjeÐ polÔ eÔkola apì thn
an�lush pr¸thc met�bashc wc ex c

ET = q ⋅ 1 + p ⋅ (1 + 2ET )

pou dÐnei
ET =

1

q − p
.

H Ðdia sqèsh prokÔptei kai apì thn (3.13) all� bebaÐwc me megalÔtero kìpo. To diwnumikì
je¸rhma mac dÐnei thn sqèsh

1√
1− x

=

∞∑

n=0

(−1
2

n

)
(−x)n

= 1 +

∞∑

n=1

(−1
2)(−1

2 − 1)(−1
2 − 2) ⋅ ⋅ ⋅ (−1

2 − (n− 1))

n!
(−x)n

= 1 +
∞∑

n=1

(−1)n
1 ⋅ 3 ⋅ 5 ⋅ ⋅ ⋅ (2n− 1)

2nn!
(−x)n

= 1 +
∞∑

n=1

(2n)!

22n(n!)2
xn

=
∞∑

n=0

(
2n

n

)(x
4

)n
(3.14)

kai sunep¸c, jètwntac x = 4y,

∞∑

n=1

(
2n

n

)
yn =

1√
1− y

− 1.

Apì thn parap�nw sqèsh, sugkrÐnontac me thn (3.13) prokÔptei ìti

ET =
1

2p

(
1√

1− 4pq
− 1

)
=

1

2p

(
1

q − p
− 1

)
=

1

q − p
.



3.5 H arq  thc anakl�sewc

Ja xekin soume exet�zwntac to akìloujo sundiastikì prìblhma pou anafèretai stic pragma-
topoi seic enìc tuqaÐou perip�tou: Mac endiafèrei na prosdiorÐsoume ton arijmì twn dunat¸n
monopati¸n (dhlad  twn dunat¸n trìpwn na metaboÔme) apì to (0, a) sto (n, b). To er¸thma
eÐnai eÔkolo. An to b− a eÐnai �rtio, tìte kai to n prèpei na eÐnai �rtio   diaforetik�, an to
b − a eÐnai perittì tìte kai to n prèpei na eÐnai perittì prokeimènou na up�rqoun monop�tia
apì to (0, a) sto (n, b). H sunj kh aut  mporeÐ na ekfrasteÐ isodÔnama wc ex c.

Sunj kh 3.1. Gia na eÐnai dunatìn na metabeÐ to swmatÐdio apì to (0, a) sto (n, b) ja
prèpei o n+ a− b na eÐnai �rtioc arijmìc.

S' aut  thn perÐptwsh,

arijmìc monopati¸n apì to (0, a) sto (n, b) =

(
n

n+b−a
2

)
. (3.15)

H parap�nw sqèsh prokÔptei apì to akìloujo epiqeÐrhma. Ac fantastoÔme mÐa k�lph me n

sfairÐdia, u apì ta opoÐa eÐnai kìkkina kai ta upìloipa d mple (ìpou fusik� n = u + d).
Bg�zoume ta sfairÐdia apì thn k�lph èna�èna, qwrÐc epan�jesh, kai k�je for� pou bgaÐnei
èna sfairÐdio proqwroÔme proc ta dexi� kat� èna b ma kai tautìqrona proc ta p�nw, an to
sfairÐdio eÐnai kìkkino,   proc ta k�tw, an to sfairÐdio eÐnai mple. Gia na p�me apì to (0, a)

sto (n, b) ja prèpei h diafor� twn bhm�twn proc ta p�nw meÐon ta b mata proc ta k�tw na
eÐnai b− a kai epomènwc o arijmìc twn kìkkinwn kai mple sfairidÐwn ja prèpei na ikanopoieÐ
tic sqèseic

u+ d = n,

u− d = b− a.

Sunep¸c, u = n+b−a
2 , d = n−b+a

2 . Oi dÔo autèc posìthtec eÐnai akèraioi arijmoÐ an h
sunj kh (3.1) isqÔei. O arijmìc twn diaforetik¸n monopati¸n eÐnai Ðdioc me ton arijmì twn
diaforetik¸n diat�xewn n = u+ d sfairidÐwn u apì ta opoÐa eÐnai kìkkina kai ta upìloipa d

mple o opoÐoc bebaÐwc dÐnetai apì to dexÐ mèloc thc (3.15).

Ac upologÐsoume t¸ra ton arijmì twn monopati¸n pou phgaÐnoun apì to (0, a) sto (n, b)

qwrÐc na eggÐzoun to mhdèn   na pèftoun kai k�tw apì autì. O upologismìc autìc gÐnetai me
to ex c aplì epiqeÐrhma: Ac anakl�soume wc proc ton �xona tou qrìnou to arqikì tm ma tou
monopatioÔ apì to (0, a) mèqri to pr¸to shmeÐo pou to monop�ti aggÐzei to m den. Gia par�-
deigma sto sq ma apì to (0,3) mèqri to (5,0). To upìloipo tm ma tou monopatioÔ paramènei
analloÐwto. 'Etsi, sto sq ma èqoume èna monop�ti apì to (−3, 0) sto (21,4). ParathroÔme
ìti h diadikasÐa aut  eÐnai amfimonos manth gia ta monop�tia, dhlad  ìti se k�je monop�ti
pou xekin� apì to (0,3) kai phgaÐnei sto (21,4) aggÐzontac to mhdèn   pèftontac k�tw ap'
autì antistoiqeÐ, me ton trìpo pou perigr�yame, èna monop�ti pou xekin� apì to (0,−3) kai



Sq ma 3.2: H arq  thc an�klashc. ParathreÐste ìti gia k�je monop�ti pou xekin�ei apì to
(0,3) kai katal gei sto (21,4) eggÐzontac to mhdèn,   kai pèftontac k�tw ap' autì, up�rqei
èna monadikì monop�ti pou xekin� apì to (0,−3) kai katal gei sto (21,4).

phgaÐnei sto (21,4). AntÐstrofa, gia k�je monop�ti apì to (0,−3) sto (21,4) antistoiqeÐ èna
monop�ti apì to (0,3) sto (21,4) pou aggÐzei to mhdèn   pèftei k�tw ap' autì.

'Opwc eÐdame apì thn parap�nw suz thsh, genikeÔontac, o arijmìc twn monopati¸n apì
to (0, a) sto (n, b) pou eggÐzei   pèftei k�tw apì to mhdèn eÐnai Ðsoc me ton arijmì twn
monopati¸n apì to (0,−a) sto (n, b) pou eÐnai

( n
n+b+a

2

)
(afoÔ t¸ra h k�lph perièqei u kìkkina

kai d mple sfairÐdia pou ikanopoioÔn tic u+ d = n kai u− d = b+ a kai sunep¸c u = n+b+a
2

kai d = n−b−a
2 ). 'Etsi

arijmìc monopati¸n apì to (0, a) sto (n, b)
pou den aggÐzoun to mhdèn   gÐnontai arnh-
tik�

=

(
n

n+b−a
2

)
−
(

n
n+b+a

2

)
(3.16)

3.6 Jewr mata K�lphc

H onomasÐa aut  (apìdosh sta Ellhnik� tou ìrou ballot theorems) proèrqetai apì èna prì-
blhma thc jewrÐac pijanot twn me meg�lh istorÐa kai pollèc efarmogèc. Sthn aploÔsterh
morf  tou to prìblhma èqei wc ex c:

Se mÐa yhfoforÐa me dÔo upoyhfÐouc, o A paÐrnei a y fouc kai o B paÐrnei b y fouc, ìpou
a > b. Poia eÐnai h pijanìthta ìti kat� thn katamètrhsh twn y fwn o A prohgeÐtai p�nta
tou B? 'Opwc ja doÔme h ap�nthsh dÐnetai apì thn ex c apl  sqèsh

P ( O A prohgeÐtai p�nta tou B) =
a− b

a+ b
. (3.17)



Pr�gmati, gia na prohgeÐtai p�nta o A tou B kat� thn katamètrhsh prèpei pr¸ta ap' ìla h
pr¸th y foc na eÐnai upèr tou A, pr�gma pou sumbaÐnei me pijanìthta

a

a+ b
. (3.18)

Sth sunèqeia ja prèpei to monop�ti tou tuqaÐou perip�tou apì to (1, 1) sto (a+ b, a− b) na
mhn aggÐxei to mhdèn   gÐnei arnhtikì. Qrhsimopoi¸ntac thn arq  thc an�klashc blèpoume ìti
up�rqoun sunolik�

(
a+b−1
a−1

)
monop�tia apì ta opoÐa mìno ta

(
a+b−1
a−1

)− (
a+b−1
b−1

)
eÐnai austhr�

jetik�. Ef' ìson ìla ta monop�tia eÐnai isopÐjana, h pijanìthta na prohgeÐtai o A tou B
mèqri to tèloc thc katamètrhshc dedomènou ìti p re thn pr¸th y fo eÐnai

(
a+b−1
a−1

)− (
a+b−1
b−1

)
(
a+b−1
a−1

) = 1−
(
a+b−1
b−1

)
(
a+b−1
a−1

) = 1− b

a
=

a− b

a
. (3.19)

Pollaplasi�zontac tic (3.18) kai (3.19) prokÔptei h (3.17).

3.7 Nìmoi tìxou hmitìnou

H katanom  tìxou hmitìnou eÐnai suneq c katanom  me puknìthta pijanìthtac

f(x) =
1

¼
√

x(1− x)
, 0 ≤ x ≤ 1. (3.20)

Dedomènou ìti ∫
dx√

x(1− x)
= 2

∫
dy√
1− y2

= 2arcsin y + C

ìpou y =
√
x, èqoume

F (x) =

∫ x

0

du

¼
√
u(1− u)

=
2

¼
arcsin

√
x, 0 ≤ x ≤ 1.

Aut  h sun�rthsh katanom c onom�zetai katanom  tìxou hmitìnou.

x F (x)

0.00 0.0000
0.05 0.1436
0.10 0.2048
0.15 0.2532
0.20 0.2952
0.25 0.3333
0.30 0.3690
0.35 0.4030
0.40 0.4359
0.45 0.4681
0.50 0.5000

x F (x)

0.50 0.5000
0.55 0.5319
0.60 0.5641
0.65 0.5970
0.70 0.6310
0.75 0.6667
0.80 0.7048
0.85 0.7468
0.90 0.7952
0.95 0.8564
1.00 1.0000



Sq ma 3.3: H puknìthta pijanìthtac tìxou hmitìnou.

Sq ma 3.4: H sun�rthsh katanom c tìxou hmitìnou.



Sq ma 3.5: O qrìnoc teleutaÐac epÐskeyhc sto 0. Sto parap�nw sq ma L20 = 12.

3.8 O qrìnoc teleutaÐac epÐskeyhc sto mhdèn

'Estw L2n o teleutaÐoc qrìnoc gia ton opoÐo ènac aplìc, summetrikìc (dhlad  p = q = 1/2)
tuqaÐoc perÐpatoc {Sn}n=0,1,2 episkèfjhke to 0 sto di�sthma [0, 2n]. Me b�sh autì ton
sumbolismì, to endeqìmeno {L2n = 2k} tautÐzetai me to {S2k = 0, S2k+1 ∕= 0, S2k+2 ∕=
0, . . . S2n ∕= 0}.

Qrhsimopoiìntac ton sumbolismì

u2n :=

(
2n

n

)
1

4n
= P (S2n = 0)

ja deÐxoume ìti

Je¸rhma 3.1. O qrìnoc teleutaÐac epÐskeyhc sto 0, mèsa sto di�sthma [0, 2n], enìc aploÔ
summetrikoÔ tuqaÐou perip�tou èqei thn katanom 

P (L2n = 2k) = u2ku2n−2k, k = 0, 1, 2, . . . , n. (3.21)

H katanom  pou perigr�fetai apì thn exÐswsh (3.21) onom�zetai diakrit  katanom  tìxou
hmitìnou.

Ja xekin soume me to akìloujo

L mma 3.1. H pijanìthta o tuqaÐoc perÐpatoc thn thn qronik  stigm  2n na brÐsketai sto
0 eÐnai Ðsh me thn pijanìthta na mhn èqei potè brejeÐ sto mhdèn tic stigmèc 2, 4, 6, . . . , 2n

dhlad 
P (S2n = 0) = P (S2 ∕= 0, S4 ∕= 0, S6 ∕= 0, . . . , S2n ∕= 0). (3.22)



Apìdeixh L mmatoc: Xekin�me me thn parat rhsh ìti

P (S2 ∕= 0, S4 ∕= 0, S6 ∕= 0, . . . , S2n ∕= 0) =
1

2
P (S2 > 0, S4 > 0, . . . , S2n > 0∣S1 = 1)

=
1

2

n∑

r=1

P (S2 > 0, S4 > 0, . . . , S2n = 2r∣S1 = 1)

+
1

2

n∑

r=1

P (S2 < 0, S4 < 0, . . . , S2n = −2r∣S1 = −1)

=

n∑

r=1

P (S2 > 0, S4 > 0, . . . , S2n = 2r∣S1 = 1)

ìpou h teleutaÐa isìthta dikaiologeÐtai lìgw thc summetrÐac tou aploÔ tuqaÐou perip�tou.
All� o arijmìc twn monopati¸n apì to shmeÐo (1, 1) sto shmeÐo (2n, 2r) pou den gÐnontai potè
arnhtik�   mhdèn eÐnai Ðsoc me

(
2n−1
n−r

)
−

(
2n−1
n−r−1

)
ìpwc prokÔptei apì thn (3.16). Sunep¸c,

P (S2 > 0, S4 > 0, . . . , S2n = 2r∣S1 = 1) =

((
2n− 1

n− r

)
−
(

2n− 1

n− r − 1

))
1

22n−1

kai epomènwc

P (S2 ∕= 0, S4 ∕= 0, S6 ∕= 0, . . . , S2n ∕= 0) =
n∑

r=1

((
2n− 1

n− r

)
−

(
2n− 1

n− r − 1

))
1

22n−1

=
1

22n−1

(
2n− 1

n− 1

)

=
1

22n−1

(2n− 1)!

n!(n− 1)!
=

1

22n
(2n− 1)! ⋅ (2n)
n!(n− 1)! ⋅ n

= P (S2n = 0) =: u2n.

Autì sumplhr¸nei thn apìdeixh tou l mmatoc. H apìdeixh tou jewr matoc eÐnai t¸ra �mesh

Apìdeixh tou Jewr matoc: ParathroÔme ìti

P (L2n = 2k) = P (S2k = 0, S2k+1 ∕= 0, S2k+2 ∕= 0, . . . , S2n ∕= 0)

= P (S2k = 0)P (S2k+1 ∕= 0, S2k+2 ∕= 0, . . . , S2n ∕= 0∣S2k = 0).

O pr¸toc ìroc tou parap�nw ginomènou eÐnai ex orismoÔ u2k en¸ o deÔteroc eÐnai u2n−2k me
b�sh to prohgoÔmeno l mma.

H onomasÐa {nìmoc tìxou hmitìnou} basÐzetai sthn ex c prosèggish: Apì ta parap�nw
èqoume

P

(
L2n

2n
=

2k

2n

)
=

(
2k

k

)(
2n− 2k

n− k

)
1

22n
.

Apì thn asumptwtik  sqèsh tou Stirling èqoume
(
2n
n

)
1

22n
∼ 1√

¼n
. Sunep¸c

P

(
L2n

2n
=

2k

2n

)
∼ 1

¼
√

k(n− k)
=

1

¼n
√

k
n(1− k

n)
.



Sq ma 3.6: O nìmoc hmitìnou gia ton qrìno teleutaÐac epÐskeyhc sto mhdèn. To anwtèrw
istìgramma proèkuye apì prosomoÐwsh 100,000 pragratopoi sewn enìc tuqaÐou perip�tou me
100 b mata. ParathreÐste sto sq ma ìti sqedìn se 16,000 peript¸seic o tuqaÐoc perÐpatoc
eÐnai p�nta jetikìc   p�nta arnhtikìc.

Apì ta anwtèrw, jètontac x = k/n sumperaÐnoume ìti h akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n
Xn := L2n/2n sugklÐnei kat� katanom  sthn X me puknìthta pijanìthtac f(x) = 1

¼
√

x(1−x)

ìpou 0 < x < 1.

L mma 3.2. H pijanìthta o tuqaÐoc perÐpatoc pou xekin�ei apì to mhdèn na brÐsketai p�li
sto mhdèn thn qronik  stigm  2n, u2n kai h pijanìthta na brÐsketai sto mhdèn thn qronik 
stigm  2n gia pr¸th for� sundèontai me thn anadromik  sqèsh

u2n =

n∑

k=0

f2ku2n−2k. (3.23)

Je¸rhma 3.2. H pijanìthta b2k,2n o tuqaÐoc perÐpatoc na eÐnai jetikìc sta 2k apì ta 2n

b mat� tou dÐdetai apì ton nìmo tìxou hmitìnou,

b2k,2n = u2ku2n−2k. (3.24)

Apìdeixh: Ja apodeÐxoume thn prìtash me epagwg  wc proc n. Gia n = 1 arkeÐ na deÐxoume
ìti b0,2 = u0u2 kai b2,2 = u2u0, pr�gma pou eÐnai profanèc. Sth sunèqeia upojètoume ìti
gia k�je m = 2, 3, . . . , n − 1 isqÔei ìti b2k,2m = u2ku2m−2k gia k�je k = 0, 1, 2, . . . ,m. Ja
deÐxoume ìti h (3.24) isqÔei gia k�je k = 0, 1, . . . , n. Isqurizìmaste ìti isqÔei h sqèsh

b2k,2n =
1

2

k∑

r=1

f2rb2k−2r,2n−2r +
1

2

n−k∑

r=1

f2rb2k,2n−2r. (3.25)



Pr�gmati, èstw 2r o pr¸toc qrìnoc pou o tuqaÐoc perÐpatoc epistrèfei sto mhdèn. O pr¸toc
apì touc dÔo ìrouc sthn parap�nw exÐswsh anafèretai sthn perÐptwsh o tuqaÐoc perÐpatoc
na eÐnai diark¸c jetikìc mèqri thn pr¸th epistrof  sto mhdèn. Autì sumbaÐnei me pijanìthta
1/2 kai apì ekeÐno to shmeÐo kai pèra arkeÐ o tuqaÐoc perÐpatoc na eÐnai jetikìc gia 2k − 2r

apì tic upoleipìmenec 2n− 2r qronikèc stigmèc. O deÔteroc ìroc antistoiqeÐ sthn perÐptwsh
pou mèqri thn pr¸th epistrof  sto 0 o tuqaÐoc perÐpatoc  tan arnhtikìc. Apì thn epagwgik 
upìjesh b2k−2r,2n−2r = u2k−2ru2n−2k kai b2k,2n−2r = u2ku2n−2r−2k kai antikajist¸ntac sthn
(3.25) èqoume

b2k,2n =
1

2
u2n−2k

k∑

r=1

f2ru2k−2r + u2k
1

2

n−k∑

r=1

f2ru2n−2r−2k = u2n−2ku2k

ìpou, sthn teleutaÐa sqèsh qrhsimopoi same thn (3.23).

3.9 To mègisto tou tuqaÐou perip�tou

Je¸rhma 3.3. H katanom  tou megÐstou tou tuqaÐou perip�tou dÐdetai apì thn sqèsh

P ( max
0≤k≤n

Sk = r) = P (Sn = r) + P (Sn = r + 1). (3.26)

Apìdeixh: Jètoume Mn := max0≤k≤n Sk. IsqÔei ìti

P (Mn ≥ r) =

r−1∑
m=−∞

P (Mn ≥ r;Sn = m) +

∞∑
m=r

P (Mn ≥ r;Sn = m).

'Omwc, ìtan m ≥ r, Sn = m sunep�getai ìti Mn ≥ r kai epomènwc to deÔtero �jroisma
sto dexÐ mèloc thc parap�nw exÐswshc gr�fetai wc P (Sn ≥ r). Gia na upologÐsoume to
pr¸to �jroisma parathroÔme ìti P (Mn ≥ r;Sn = m) = P (Sn = 2r − m). Autì ofeÐletai
sto gegonìc ìti gia k�je monop�ti pou fj�nei   xepern� to r gia na katal xei telik� se
k�poio m < r up�rqei èna �llo pou prokÔptei apì autì me an�klash sth orizìntia gramm 
sto epÐpedo r tou kommatioÔ apì thn teleutaÐa for� pou to monop�ti brèjhke sto r mèqri to
tèloc. (To diakekomèno tm ma pou faÐnetai sto sq ma.) Sunep¸c

∑r−1
m=−∞ P (Mn ≥ r;Sn =

m) =
∑r−1

m=−∞ P (Sn = 2r −m) =
∑∞

m=r+1 P (Sn = m) = P (Sn > r) kai epomènwc, apì ìla
ta parap�nw

P (Mn ≥ r) = P (Sn ≥ r) + P (Sn > r) = P (Sn = r) + 2P (Sn > r). (3.27)

Apì thn sqèsh P (Mn = r) = P (Mn ≥ r) − P (Mn ≥ r + 1) kai thn (3.27) prokÔptei �mesa
h (3.26).

EpishmaÐnoume ìti gia k�je n kai r akrib¸c ènac apì touc dÔo ìrouc thc (3.26) ja eÐnai
jetikìc en¸ o �lloc ja eÐnai mhdèn.



Sq ma 3.7: H katanom  tou megÐstou kai h arq  thc an�klashc

3.10 Exis¸seic diafor¸n pr¸thc kai deÔterhc t�xhc me
stajeroÔc suntelestèc

3.10.1 Anadromikèc exis¸seic pr¸thc t�xewc me stajeroÔc sunte-
lestèc

'Estw x(n) mia akoloujÐa pragmatik¸n arijm¸n pou ikanopoieÐ thn anadromik  sqèsh

x(n+ 1)− ax(n) = 0, n = 0, 1, 2, 3, . . . , x(0) = x0, (3.28)

ìpou x0 eÐnai mÐa dedomènh arqik  sunj kh. H exÐswsh (3.28) onom�zetai omogen c diaforo-
exÐswsh pr¸tou bajmoÔ kai èqei thn monadik  lÔsh

x(n) = x0a
n, n = 0, 1, 2, 3, . . . . (3.29)

Apìdeixh: ParathreÐste apl¸c ìti

x(n) = ax(n− 1) = a2x(n− 2) = ⋅ ⋅ ⋅ = anx(0).

'Estw f(n), n = 0, 1, 2, . . ., dedomènh akoloujÐa pragmatik¸n arijm¸n. H exÐswsh

x(n+ 1)− ax(n) = f(n), n = 0, 1, 2, 3, . . . , x(0) = x0, (3.30)

onom�zetai mh omogen c diaforoexÐswsh pr¸tou bajmoÔ kai èqei thn monadik  lÔsh

x(n) = x0a
n +

n−1∑

k=0

an−1−kf(k), n = 0, 1, 2, 3, . . . . (3.31)



Apìdeixh: IsqÔei ìti

x(n+ 1)− ax(n) = x0a
n+1 +

n∑

k=0

an−kf(k)− ax0a
n − a

n−1∑

k=0

an−1−kf(k) = f(n)

kai sunep¸c h (3.31) ikanopoieÐ thn (3.30).

Sthn eidik  perÐptwsh pou h akoloujÐa f(n) eÐnai stajer , dhlad  f(n) = b gia k�je n tìte
h (3.31) dÐnei

x(n) = x0a
n + b

n−1∑

k=0

an−1−k = x0a
n + b

an − 1

a− 1
.

3.10.2 Anadromikèc exis¸seic deutèrac t�xewc me stajeroÔc sun-
telestèc

'Estw x(n) akoloujÐa pragmatik¸n arijm¸n pou ikanopoieÐ thn anadromik  sqèsh

x(n+ 2) + ®x(n+ 1) + ¯x(n) = 0, n = 0, 1, 2, 3, . . . , (3.32)

x(0) = x0, x(1) = x1,

ìpou x0, x1 eÐnai dedomènec arqikèc sunj kec. Ja diereun soume thn morf  twn lÔsewn thc
parap�nw diaforoexÐswshc. ParathroÔme pr¸ta ìti an h x1(n) eÐnai lÔsh thc exÐswshc kai h
x2(n) eÐnai mia �llh lÔsh thc exÐswshc, tìte kai o grammikìc sunduasmìc c1x1(n) + c2x2(n)

eÐnai epÐshc lÔsh thc exÐswshc. Pr�gmati, gia k�je n isqÔei ìti

x1(n+ 2) + ®x1(n+ 1) + ¯x1(n) = 0

x2(n+ 2) + ®x2(n+ 1) + ¯x2(n) = 0

ef' ìson oi xi(n), i = 1, 2, eÐnai lÔseic thc (3.32). Pollaplasi�zontac thn pr¸th exÐswsh me
c1 kai thn deÔterh me c2 kai prosjètontac kat� mèlh èqoume

c1x1(n+ 2) + c2x2(n+ 1) + ® (c1x1(n+ 1) + c2x2(n+ 1)) + ¯ (c1x1(n) + c2x2(n)) = 0.

Ac epiqeir soume t¸ra na broÔme lÔseic thc (3.32): Ja dokim�soume thn akoloujÐa ½n ìpou
to ½ ja prosdiorisjeÐ kat�llhla.

½n+2 + ®½n+1 + ¯½n = 0

 
½2 + ®½+ ¯ = 0

H parap�nw deuterob�jmia exÐswsh èqei dÔo lÔseic,

½1 =
−®+

√
®2 − 4¯

2
kai ½2 =

−®−
√
®2 − 4¯

2
. (3.33)



Ac upojèsoume proc to parìn ìti oi dÔo rÐzec eÐnai diaforetikèc, dhlad  ½1 ∕= ½2. Tìte tìso
h ½n1 ìso kai h ½n2 eÐnai lÔseic thc (3.32) kai sunep¸c, me b�sh tic prohgoÔmenec parathr seic
mac, kai h

x(n) = c1½
n
1 + c2½

n
2 (3.34)

eÐnai epÐshc lÔsh thc (3.32). Oi suntelestèc c1, c2, prosdiorÐzontai ètsi ¸ste na ikanopoioÔn-
tai oi arqikèc sunj kec:

x0 = x(0) = c1½
0
1 + c2½

0
2 = c1 + c2

x1 = x(1) = c1½1 + c2½2.

Oi dÔo autèc sqèseic dÐnoun

c1 =
x1 − x0½2
½1 − ½2

kai c2 =
x0½1 − x1
½1 − ½2

. (3.35)

Oi sqèseic (3.34), (3.35), dÐnoun thn lÔsh thc anadromik c exÐswshc (3.32) me tic dedomènec
arqikèc sunj kec, sthn perÐptwsh pou oi dÔo rÐzec (3.33) eÐnai diaforetikèc.

Ac exet�soume t¸ra thn perÐptwsh pou ½1 = ½2. S�ut  thn perÐptwsh isqurizìmaste ìti
dÔo lÔseic thc (3.32) dÐnontai apì tic ½n1 kai n½n1 . Ac diapist¸soume ìti pr�gmati h n½n1 eÐnai
lÔsh:

(n+ 2)½n+2
1 + ®½n+1

1 + ¯n½n1 = 0 ∀n
  isodÔnama

(n+ 2)½21 + (n+ 1)®½1 + n¯ = 0 ∀n
  akìmh

n
(
½21 + ®½1 + ¯

)
+ (2½1 + ®) ½1 = 0 ∀n. (3.36)

Ef' ìson ìmwc h ½1 eÐnai rÐza thc (3.33) h pr¸th parènjesh sthn (3.36) eÐnai mhdèn. EpÐshc,
epeid  upojèsame ìti h ½1 eÐnai dipl  rÐza thc (3.33), h diakrÐnousa

¯2 − 4® = 0 (3.37)

to opoÐo sunep�getai
½1 = −®

2
(3.38)

kai sunep¸c h deÔterh parènjesh sthn (3.36). 'Etsi, h (3.36) ikanopoieÐtai gia k�je n. Me
b�sh ta parap�nw h genik  lÔsh thc anadromik c exÐswshc (3.32) ìtan oi suntelestèc ®, ¯
ikanopoioÔn thn (3.37) kai epomènwc ½1 = ½2 = −®

2 , eÐnai

x(n) = c1½
n
1 + c2n½

n
1 (3.39)

ìpou ta c1, c2, upologÐzontai apì tic arqikèc sunj kec wc ex c:

x0 = x(0) = c1½
0
1 + c2 ⋅ 0 ⋅ ½01 = c1

x1 = x(1) = c1½1 + c2 ⋅ 1 ⋅ ½1
 

c1 = x0 kai c2 =
x1 − ½1x0

½1
. (3.40)

Oi (3.39) kai (3.40) prosdiorÐzoun pl rwc thn lÔsh thc diaforoexÐswshc.



3.11 Probl mata

Πρόβλημα 3.1. Δύο παίκτες (ας τους ονομάσουμε Α και Β) παίζουν κατ΄ επανάληψη ένα τυχερό παιχνίδι.
Σε κάθε παρτίδα του παιχνιδιού ο παίκτης Α (που είναι πιο επιδέξιος) έχει πιθανότητα επιτυχίας 0.6.
Επιτυχία του παίκτη Β σημαίνει αποτυχία του παίκτη Α και συνεπώς συμβαίνει με πιθανότητα 0.4.
Υποθέτουμε ότι η κάθε παρτίδα του παιχνιδιού είναι ανεξάρτητη από τις προηγούμενες.

α) ΄Εστω ότι οι παίκτες παίζουν 4 παρτίδες συνολικά και νικητής ανακηρύσσεται ο παίκτης με τις
περισσότερες επιτυχίες. (Σε περίπτωση που και οι δύο παίκτες κερδίσουν από δύο παρτίδες, ρίχνουν
ένα τίμιο νόμισμα για να αποφασίσουν ποιος είναι ο νικητής.) Ποια είναι η πιθανότητα να ανακηρυχθεί
νικητής ο πιο επιδέξιος παίκτης (δηλαδή ο παίκτης Α);

β) Ας υποθέσουμε τώρα ότι το παιχνίδι δεν σταματά μετά από κάποιο συγκεκριμένο αριθμό από παρτίδες
αλλά συνεχίζεται μέχρι την πρώτη φορά που ο ένας από τους δυο παίκτες προηγηθεί στο σκορ κατά
δύο μονάδες του άλλου (δηλαδή έχει συνολικά δύο επιτυχίες περισσότερες από τον άλλο). Σάυτή
την περίπτωση ποια είναι η πιθανότητα να κερδίσει ο τελικά Α; Πόσες παρτίδες απαιτούνται μέχρι να
τελειώσει το παιχνίδι κατά μέσον όρο;





Kef�laio 4

AlusÐdec Markov

4.1 Eisagwg  kai Orismìc thc AlusÐdac Markov

'Estw X0, X1, X2, . . . , Xn . . ., mia akoloujÐa apì tuqaÐec metablhtèc pou paÐrnoun timèc se
k�poio sÔnolo S , dhlad  mia stoqastik  anèlixh se diakritì qrìno. To sÔnolo S ja
onom�zetai q¸roc katast�sewn kai genik� ja eÐnai èna peperasmèno   �peiro all� arijm simo
sÔnolo. Suqn� to S ja tautÐzetai me touc fusikoÔc arijmoÔc   èna peperasmèno uposÔnolì
touc.

Orismìc 4.1. MÐa stoqastik  anèlixh ja onom�zetai alusÐda Markov an ikanopoieÐ thn
legìmenh markobian  idiìthta, an dhlad 

P (Xn+1 = in+1∣Xn = in, Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0) = P (Xn+1 = in+1∣Xn = in)

gia k�je n ∈ ℕ kai k�je i0, i1, . . . , in ∈ S .

An h qronik  stigm  n sumbolÐzei to parìn, to n+ 1 to epìmeno, mellontikì b ma kai to
endeqìmeno {X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xn−2 = in−2, Xn−1 = in−1} to pareljìn thc diadikasÐac
tìte h markobian  idiìthta mporeÐ na ekfrasteÐ epigrammatik� wc:

Markobian  Idiìthta: To mèllon eÐnai anex�rthto apì to pareljìn dedomènou tou pa-
rìntoc

An epiplèon, gia k�je i, j ∈ S kai k�je n ∈ ℕ isqÔei h

Qronik  Omoiogèneia: P (Xn+1 = j∣Xn = i) = P (X1 = j∣X0 = i)

tìte, o {mhqanismìc met�bashc} apì mia kat�stash sthn �llh den exart�tai apì ton qrìno
kai h alusÐda eÐnai qronik� omoiogen c.

San èna pr¸to par�deigma ac exet�soume thn ex c diadikasÐa. 'Ena swmatÐdio metaphd�
an�mesa se treic diaforetikèc jèseic tic opoÐec mporoÔme na perigr�youme me ta sÔmbola 0,1,
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P =

⎡
⎣

0.4 0.5 0.1
0.2 0.3 0.5
0.1 0.4 0.5

⎤
⎦

Sq ma 4.1: Par�deigma alusÐdac Markov me treic katast�seic kai pÐnaka pijanot twn met�-
bashc P .

kai 2. Ac tautÐsoume loipìn ton q¸ro katast�sewn S me to sÔnolo {0, 1, 2}. Upojètoume ìti
oi metaphd seic tou swmatidÐou exart¸ntai apì thn jèsh tou all� ìqi apì thn prohgoÔmenh
istorÐa tou. Sugkekrimèna, an h jèsh tou swmatidÐou eÐnai thn qronik  stigm  n eÐnai i
(i = 0, 1, 2) tìte thn qronik  stigm  n+1 swmatÐdio ja brÐsketai sthn jèsh j me pijanìthta Pij

ìpou P eÐnai ènac tetragwnikìc pÐnakac (3×3 sto par�deigm� mac). Efìson o mhqanismìc pou
dièpei tic metaphd seic eÐnai tuqaÐoc h jèsh tou swmatidÐou thn qronik  stigm  n eÐnai tuqaÐa
metablht  pou sumbolÐzoume me Xn. Apì tic parap�nw upojèseic blèpoume gia par�deigma ìti
P (X1 = 2∣X0 = 0) = P02 = 0.1 kai P (X1 = 2∣X0 = 1) = P12 = 0.5. Lìgw thc upojèse¸c
mac ìti h k�je metap dhsh prosdiorÐzetai apokleistik� apì ton pÐnaka pijanot twn met�bashc
P anexart twc thc istorÐac thc diadikasÐac (dhlad  twn diadoqik¸n jèsewn tou swmatidÐou)
isqÔei epÐshc, gia par�deigma, ìti P (X4 = 0∣X3 = 1, X2 = 0, X1 = 0, X0 = 2) = P10 = 0.2.
Me �lla lìgia oi diadoqikèc jèseic tou swmatidÐou ikanopoioÔn ton orismì thc diadikasÐac
Markov.

Q�rin akribologÐac ac upojèsoume ìti h arqik  jèsh tou swmatidÐou eÐnai X0 = 0. B�sei
tou orismoÔ 4.1 h pijanìthta P (X4 = 1, X3 = 2, X2 = 2, X1 = 1∣X0 = 0) gr�fetai wc

P (X4 = 1∣X3 = 2, X2 = 2, X1 = 1, X0 = 0)P (X3 = 2, X2 = 2, X1 = 1∣X0 = 0)

= P (X4 = 1∣X3 = 2)P (X3 = 2∣X2 = 2)P (X2 = 2∣X1 = 1)P (X1 = 1∣X0 = 0)

= P21P22P12P01 = 0.4× 0.5× 0.5× 0.5 = 0.05.

O parap�nw upologismìc basÐsthke apokleistik� ston orismì thc desmeumènhc pijanìthtac
kai sthn Markobian  idiìthta.

4.2 Exis¸seic Chapman-Kolmogorov

Ac upologÐsoume t¸ra thn pijanìthta to swmatÐdio na brÐsketai sthn kat�stash 1 thn qronik 
stigm  2 dedomènou ìti  tan sthn kat�stash 0 thn qronik  stigm  0, dhlad  P (X2 = 1∣X0 =

0). Apì to je¸rhma olik c pijanìthtac, aut  h pijanìthta gr�fetai wc
∑2

k=0 P (X2 =



1, X1 = k∣X0 = 0). Apì ton orismì thc desmeumènhc pijanìthtac ìmwc o k�je ìroc tou
ajroÐsmatoc mporeÐ na grafeÐ san èna ginìmeno P (X2 = 1∣X1 = k,X0 = 0)P (X1 = k∣X0 =

0). Qrhsimopoi¸ntac t¸ra thn Markobian  idiìthta blèpoume ìti o pr¸toc ìroc tou ginomènou
paÐrnei thn morf  P (X2 = 1∣X1 = k) kai sunep¸c

P (X2 = 1∣X0 = 0) =

2∑

k=0

P (X1 = k∣X0 = 0)P (X2 = 1∣X1 = k)

= P00P01 + P01P11 + P02P21

= P 2
01 = 0.39

Blèpoume dhlad  ìti h pijanìthta na briskìmaste sthn kat�stash j met� apì dÔo b mata,
dedomènou ìti arqik� xekin�me apì thn kat�stash i, dÐnetai apì to stoiqeÐo i, j (i gramm , j
st lh) tou pÐnaka P 2.

'Opwc ja doÔme sth sunèqeia h parap�nw an�lush genikeÔetai. Ac sumbolÐsoume me
P

(n)
ij := P (Xn = j∣X0 = i) thn pijanìthta na brejoÔme sthn kat�stash j thn qronik  stigm 

n dedomènou ìti h diadikasÐa xekÐnhse apì thn kat�stash i. Ja apodeÐxoume ìti h �gnwsth
posìthta P

(n)
ij pou exart�tai apì treic deÐktec, touc i, j, kai n, eÐnai Ðsh me thn Pn

ij dhlad 
to i, j stoiqeÐo tou pÐnaka P uywmènou sthn n�ost  dÔnamh. B�sei twn idÐwn epiqeirhm�twn
pou qrhsimopoi same prohgoumènwc

P (Xn = j∣X0 = i) =
∑

k∈S

P (Xn = j∣Xn−1 = k)P (Xn−1 = k∣X0 = i)

 
P

(n)
ij =

∑

k∈S

P
(n−1)
ik Pkj .

Efarmìzontac thn parap�nw sqèsh gia n = 2, P (2)
ij =

∑
k∈S PikPkj . Epomènwc blèpoume ìti

o pÐnakac P (2) mporeÐ na ekfrasteÐ san to ginìmeno thc P me ton eautì thc kai epagwgik�
blèpoume ìti h P (n) eÐnai h Pn. Oi diadoqikèc dun�meic tou pÐnaka pijanot twn met�bashc tou
paradeÐgmatìc mac eÐnai

P =

⎡
⎣

0.4 0.5 0.1
0.2 0.3 0.5
0.1 0.4 0.5

⎤
⎦ , P 2 =

⎡
⎣

. 27 . 39 . 34

. 19 . 39 . 42

. 17 . 37 . 46

⎤
⎦ , P 3 =

⎡
⎣

. 22 . 388 . 392
. 196 . 38 . 424
. 188 . 38 . 432

⎤
⎦

P 4 =

⎡
⎣

. 205 . 383 . 412

. 197 . 382 . 422

. 194 . 381 . 425

⎤
⎦ , P 5 =

⎡
⎣

.200 . 382 . 418
. 197 . 382 . 421
. 196 . 381 . 422

⎤
⎦ , P 6 =

⎡
⎣

. 198 . 382 . 420

. 197 . 382 . 421

. 197 . 382 . 421

⎤
⎦

ParathreÐste ìti kaj¸c h dÔnamh sthn opoÐa uy¸netai o pÐnakac megal¸nei, oi grammèc tou
faÐnetai na sugklÐnoun se k�poia oriak  tim . 'Opwc ja doÔme sthn sunèqeia autì den eÐnai
kajìlou sumptwmatikì all� antijètwc mia genik  idiìthta twn pin�kwn aut¸n.

O akìloujoc orismìc ja qrhsimeÔsei argìtera:

Orismìc 4.2. 'Enac tetragwnikìc pÐnakac n× n, P , onom�zetai stoqastikìc an



a) pij ≥ 0 gia k�je i, j = 1, 2, . . . , n, kai

b)
∑n

j=1 pij = 1, gia k�je i = 1, 2, . . . , n.

KleÐnoume thn par�grafo aut  me thn ex c parat rhsh se ìti afor� ton sumbolismì.
Suqn�, q�rin eukolÐac ja gr�foume Pi(Xn = j) antÐ gia P (Xn = j∣X0 = i), dhlad  o
deÐkthc sto sÔmbolo thc pijanìthtac ja shmaÐnei desmeumènh pijanìthta wc proc thn arqik 
kat�stash.

4.3 Pijanìthtec met�bashc kai arqik  katanom 

'Estw {Xn}, n = 0, 1, 2, . . . , alusÐda Markov me q¸ro katast�sewn S , arqikèc pijanìthtec
pou dÐnontai apì to di�nusma º = {ºi, i ∈ S } kai pÐnaka pijanot twn met�bashc P . IsqÔei
dhlad  P (X0 = i) = ºi, i ∈ S . Ta stoiqeÐa aut� eÐnai arket� gia ton prosdiorismì twn
pijanot twn opoioud pote gegonìtoc sqetik� me thn exèlixh thc alusÐdac Markov. Gia pa-
r�deigma P (X3 = l,X2 = k,X1 = j,X0 = i) = P (X3 = l∣X2 = k,X1 = j,X0 = i)P (X2 =

k,X1 = j,X0 = i). O pr¸toc ìroc sto dexiì mèloc aut c thc exÐswshc mporeÐ na grafteÐ san
P (X3 = l∣X2 = k) lìgw thc markobian c idiìthtac. O deÔteroc ìroc gr�fetai san P (X2 =

k∣X1 = j,X0 = i)P (X1 = j,X0 = i) = P (X2 = k∣X1 = j)P (X1 = j∣X0 = i)P (X0 = i)

ìpou qrhsimopoi same xan� thn markobian  idiìthta. Epomènwc,

P (X3 = l,X2 = k,X1 = j,X0 = i) = ºiPijPjkPkl.

Me ton Ðdio akrib¸c trìpo mporoÔme na apodeÐxoume th genik  sqèsh

P (Xn = in, Xn−1 = in−1, . . . , X1 = i1, X0 = i0)

= ºi0Pi0i1Pi1i2 ⋅ ⋅ ⋅Pin−2in−1Pin−1in . (4.1)

gia k�je n ∈ ℕ kai i0, i1, . . . , in ∈ S .

Genikìtera, gia k�je k1, k2, . . . , kn ∈ ℕ me k1 < k2 < ⋅ ⋅ ⋅ < kn kai i0, i1, . . . , in ∈ S

isqÔei ìti

P (Xkn = in, Xkn−1 = in−1, . . . , Xk1 = i1, X0 = i0)

= ºi0P
k1
i0i1

P k2−k1
i1i2

⋅ ⋅ ⋅P kn−1−kn−2

in−2in−1
P

kn−kn−1

in−1in
. (4.2)

Gia par�deigma
P (X6 = l,X4 = k,X3 = j,X0 = i) = ºiP

3
ijPjkP

2
kl.

Me an�logo trìpo mporoÔme na upologÐsoume desmeumènec pijanìthtec monopati¸n sto
q¸ro katast�sewn. Gia par�deigma, èstw ìti mac endiafèrei h pijanìthta na episkefjoÔme



Sq ma 4.2: AlusÐda Markov me dÔo katast�seic

orismènec katast�seic an tìso h afethrÐa (i0 sto par�deigma pou akoloujeÐ) ìso kai o telikìc
proorismìc (i6) eÐnai dedomèna:

P (X1 = i1, X2 = i2, X3 = i3, X4 = i4, X5 = i5∣X0 = i0, X6 = i6)

=
Pi0(X1 = i1, . . . , X5 = i5, X6 = i6)

Pi0(X6 = i6)
=

Pi0i1Pi1i2 ⋅ ⋅ ⋅Pi5i6

P 6
i0i6

.

Sto epìmeno par�deigma ektìc apì thn afethrÐa kai ton proorismì dedomèno eÐnai epÐshc kai
èna endi�meso shmeÐo:

P (X1 = i1, X3 = i3, X4 = i4, X5 = i5∣X0 = i0, X2 = i2, X6 = i6)

=
Pi0(X1 = i1, . . . , X5 = i5, X6 = i6)

Pi0(X2 = i2, X6 = i6)
=

Pi0i1Pi1i2Pi2i3Pi3i4Pi4i5Pi5i6

P 2
i0i2

P 4
i2i6

4.4 AlusÐdec Markov me dÔo katast�seic

'Estw Xn diadikasÐa Markov me dÔo katast�seic, 0 kai 1. Mia deigmatik  sun�rthsh aut c
thc diadikasÐac ja mporoÔse na eÐnai lìgou q�rin 01101011100100010 . . .. Ac upojèsoume ìti
o pÐnakac pijanot twn met�bashc eÐnai

P =

[
1− ® ®
¯ 1− ¯

]

Gr�foume P = I − S ìpou I eÐnai o tautotikìc pÐnakac

I =

[
1 0
0 1

]
kai S =

[
® −®
−¯ ¯

]
.

ParathroÔme ìti S2 = (® + ¯)S kai epagwgik� Sk = (® + ¯)k−1S, k = 1, 2, . . .. Sunep¸c,
apì to diwnumikì je¸rhma èqoume ìti

Pn = (I − S)n = I +

n∑

k=1

(
n

k

)
(−1)kSk = I + S

n∑

k=1

(
n

k

)
(−1)k(®+ ¯)k−1

= I +
(®+ ¯)n − 1

®+ ¯
S = I − S(®+ ¯)−1 + S(®+ ¯)n−1



Sunep¸c o pÐnakac met�bashc n bhm�twn dÐnetai apì ton tÔpo

Pn =

[
Pn
00 Pn

01

Pn
10 Pn

11

]
=

[
¯

®+¯
®

®+¯
¯

®+¯
®

®+¯

]
+ (1− ®− ¯)n

[
®

®+¯
−®
®+¯

−¯
®+¯

¯
®+¯

]
.

Apì thn parap�nw sqèsh blèpoume ìti, ìtan ∣1− ®− ¯∣ < 1

lim
n→∞Pn =

[
¯

®+¯
®

®+¯
¯

®+¯
®

®+¯

]
.

Dedomènou ìti 0 ≤ ® ≤ 1 kai 0 ≤ ¯ ≤ 1 parathroÔme ìti h posìthta ∣1− ®− ¯∣ eÐnai p�nta
mikrìterh thc mon�doc ektìc an

PerÐptwsh 1: ® = ¯ = 1. Tìte 1− ®− ¯ = −1 kai P =

[
0 1
1 0

]
.

PerÐptwsh 2: ® = ¯ = 0. Tìte 1− ®− ¯ = 1 kai P =

[
1 0
0 1

]
.

Sthn pr¸th perÐptwsh parathroÔme ìti

P 2n =

[
1 0
0 1

]
kai P 2n+1 =

[
0 1
1 0

]
gia n = 1, 2, . . ..

EÐnai safèc ìti to swmatÐdio metaphd� apì thn mÐa kat�stash sthn �llh nteterministik� se
k�je b ma. EÐnai epÐshc profanèc ìti h Pn den sugklÐnei ìtan n → ∞.

Sthn deÔterh perÐptwsh

Pn =

[
1 0
0 1

]
.

Ed¸ blèpoume ìti to swmatÐdio paramènei gia p�nta sthn arqik  tou kat�stash.

Kai stic dÔo autèc peript¸seic axÐzei na parathr soume to gegonìc ìti to swmatÐdio
den xeqn�ei potè thn arqik  tou jèsh h opoÐa suneqÐzei na ephre�zei thn sumperifor� tou
anexart twc tou qrìnou pou èqei parèljei apì thn arq  thc diadikasÐac (se antÐjesh me
thn genik  perÐptwsh ∣1 − ® − ¯∣ < 1 ìpou blèpoume ìti h epÐdrash thc arqik c jèshc tou
swmatidÐou fjÐnei gewmetrik�).

4.5 ParadeÐgmata AlusÐdwn Markov

Par�deigma 4.1 (Prìtupo Di�qushc twn Ehrenfest). To prìtupo autì eÐnai mÐa apì tic pr¸-
tec alusÐdec Markov pou melet jhkan (apì touc fusikoÔc Paul kai Tatiana Ehrenfest) kai
èpaixe shmantikì rìlo sthn an�ptuxh thc statistik c fusik c stic arqèc tou ai¸na mac kai
sugkekrimèna sth melèth twn fainomènwn diaqÔsewc twn aerÐwn. 'Estw dÔo doqeÐa kai N
sfairÐdia, i apì ta opoÐa brÐskontai arqik� sto aristerì doqeÐo kai N − i sto dexiì doqeÐo.



Sq ma 4.3: Prìtupo di�qushc Ehrenfest me 8 sfairÐdia ta opoÐa qwrÐc bl�bh thc genikìthtoc
jewroÔme arijmhmèna. K�je for�, me th bo jeia tou bèlouc, dialègoume sthn tÔqh èna
sfairÐdio kai to metajètoume sto antÐjeto doqeÐo.

Tic qronikèc stigmèc 1, 2, . . . , n, . . . dialègoume k�je for� èna sfairÐdio sthn tÔqh (a-
nex�rthta apì tic prohgoÔmenec epilogèc mac) kai to topojetoÔme sto antÐjeto doqeÐo. O
q¸roc katast�sewn mporeÐ na lhfjeÐ ed¸ wc to sÔnolo S = {0, 1, 2, . . . , N − 1, N}. 'Otan h
alusÐda brÐsketai sthn kat�stash i autì shmaÐnei ìti èqoume i sfairÐdia sto aristerì doqeÐo
(kai sunep¸c N − i sto dexiì). O pÐnakac pijanot twn met�bashc dÐdetai apì tic sqèseic

Pij =

⎧
⎨
⎩

i

N
an j = i− 1

N − i

N
an j = i+ 1

0 diaforetik�

Par�deigma 4.2 (Prìtupo di�qushc Bernoulli-Laplace). JewroÔme dÔo doqeÐa pou perièqoun
sunolik� 2N sfairÐdia, N leuk� kai N maÔra. (K�je doqeÐo perièqei akrib¸c N sfairÐdia.)
Se k�je b ma epilègoume tuqaÐa dÔo sfairÐdia, èna apì k�je doqeÐo, kai ta metajètoume.
H kat�stash tou sust matoc perigr�fetai pl rwc apì ton arijmì twn maÔrwn sfairidÐwn
sto aristerì doqeÐo, i = 0, 1, . . . , N . O pÐnakac pijanot twn met�bashc perigr�fetai apì tic
sqèseic

pi,i−1 =

(
i

N

)2

, pii = 2
i(N − i)

N2
,

pi,i+1 =

(
N − i

N

)2

, pij = 0 ìtan ∣i− j∣ > 1

Par�deigma 4.3 (Prìtupo ex�plwshc epidhmi¸n). S' autì to par�deigma o q¸roc katast�sewn
eÐnai S = {0, 1, . . . , r}. Ac fantastoÔme èna plhjusmì apì r �toma, ìla ugi  thn qronik 
stigm  0. Thn qronik  stigm  1 to kajèna apì aut� noseÐ me pijanìthta p (kai paramènei
ugièc me pijanìthta q). Ta �toma pou prosbl jhkan apì thn asjèneia anaptÔssoun anosÐa
kai sunep¸c den ja nos soun xan� sto mèllon, ekeÐna pou parèmeinan ugi  thn qronik  stigm 
1 nosoÔn thn qronik  stigm  2 me pijanìthta p k.o.k. To sÔsthma brÐsketai sthn kat�stash
i ìtan up�rqoun i �toma ston plhjusmì pou den èqoun nos sei akìmh. EÐnai eÔkolo na dei



Sq ma 4.4: Gr�foc pou antistoiqeÐ sto prìblhma thc {katastrof c tou paÐkth} me 4 kata-
st�seic

kaneÐc ìti oi pijanìthtec met�bashc dÐdontai apì ton pÐnaka

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0
p q 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0
p2 2pq q2 ⋅ ⋅ ⋅ 0
...

...
... . . . ...

pr rpr−1q
(
r
2

)
pr−2q2 ⋅ ⋅ ⋅ qr

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (4.3)

ParathroÔme ìti autì eÐnai to Ðdio prìtupo me ekeÐno tou probl matoc 1.3 (kef�laio 1, sel.
23).

Par�deigma 4.4 (To prìblhma thc {katastrof c tou paÐkth} me 4 katast�seic). Autì eÐnai
to prìblhma pou analÔsame ekten¸c sto kef�laio 2 me �llec mejìdouc. H kat�stash tou
sust matoc an� p�sa stigm  eÐnai bèbaia h periousÐa tou paÐkth. ParathreÐste ìti mporeÐ na
perigrafeÐ apì mÐa alusÐda Markov me pijanìthtec met�bashc

P =

⎛
⎜⎜⎝

1 0 0 0
q 0 p 0
0 q 0 p
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ .

Par�deigma 4.5 (H genik  alusÐda genn sewn�jan�twn). Autì eÐnai èna apì ta genikìtera kai
shmantikìtera prìtupa. O q¸roc katast�sewn mporeÐ na eÐnai to sÔnolo twn fusik¸n arijm¸n
  èna peperasmèno uposÔnolì tou. H orologÐa proèrqetai apì biologikèc kai dhmografikèc
efarmogèc. Ac jewr soume èna plhjusmì tou opoÐou to mègejoc exelÐssetai me ton akìloujo
trìpo: An thn qronik  stigm  n to mègejoc tou plhjusmoÔ eÐnai k tìte h pijanìthta na
auxhjeÐ thn qronik  stigm  n+ 1 kat� 1 eÐnai pk (gènnhsh) kai h pijanìthta na meiwjeÐ kat�
1 eÐnai qk (j�natoc). Tèloc, me pijanìthta rk = 1−pk− qk o plhjusmìc paramènei stajerìc.
H fÔsh thc diadikasÐac exart�tai bèbaia apì tic timèc aut¸n twn pijanot twn. AxÐzei na
parathr soume ìti ta paradeÐgmata 4.1, 4.2, kai 4.4 pou anafèrame prohgoumènwc apoteloÔn
eidik  perÐptwsh thc diadikasÐac genn sewn-jan�twn. O pÐnakac pijanot twn met�bashc thc



Sq ma 4.5: AlusÐda genn sewn�jan�twn

Sq ma 4.6: Ananewtik  alusÐda

diadikasÐac eÐnai o

P =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

r0 p0 0 0 0 0 0 0
q1 r1 p1 0 0 0 0 0
0 q2 r2 p2 0 0 0 0
0 0 q3 r3 p3 0 0 0
0 0 0 q4 r4 p4 0 0

. . . . . . . . .

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Par�deigma 4.6 (H ananewtik  alusÐda). O q¸roc katast�sewn eÐnai oi fusikoÐ, S = {0, 1, 2, . . . , }
kai o pÐnakac pijanot twn met�bashc

P =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

p0 p1 p2 p3 ⋅ ⋅ ⋅ pn−1 pn pn+1 ⋅ ⋅ ⋅
1 0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅
0 1 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅
0 0 1 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅
...

...
...

... ⋅ ⋅ ⋅ ...
...

... ⋅ ⋅ ⋅
0 0 0 0

. . . 0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅
0 0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 1 0 0 ⋅ ⋅ ⋅
0 0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 1 0 ⋅ ⋅ ⋅
...

...
...

... ⋅ ⋅ ⋅ ...
... . . . ⋅ ⋅ ⋅

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

H pr¸th gramm  apoteleÐtai apì ta stoiqeÐa pn, n = 0, 1, 2, . . ., ìpou
∑∞

n=0 pn = 1, h gramm 
k�tw apì thn diag¸nio perièqei mon�dec, kai ìla ta �lla stoiqeÐa tou pÐnaka eÐnai mhdèn.

Par�deigma 4.7 (TuqaÐoc PerÐpatoc me Genik� Akèraia B mata). 'Estw {»i}, i = 1, 2, . . ., mia
akoloujÐa apì a.i. akèraiec tuqaÐec metablhtèc me katanom  P (»i = k) = f(k). H akoloujÐa



t.m. X0 = 0, Xn = Xn−1+»n = »1+»2+ ⋅ ⋅ ⋅+»n, eÐnai alusÐda Markov me q¸ro katast�sewn
touc akeraÐouc, ℤ, kai pÐnaka pijanot twn met�bashc me stoiqeÐa

pij = f(j − i).

Pr�gmati

pij = P (Xn+1 = j∣Xn = i,Xn−1 = in−1, Xn−2 = in−2, . . .)

= P (Xn + »n+1 = j∣Xn = i,Xn−1 = in−1, Xn−2 = in−2, . . .)

= P (Xn + »n+1 = j∣Xn = i).

Autì isqÔei diìti h t.m. »n+1 eÐnai anex�rthth apì thn istorÐa thc diadikasÐac Xn−1 =

in−1, Xn−2 = in−2, . . . , X0, kai sunep¸c isqÔei h Markobian  idiìthta. Tèloc, lìgw thc
anexarthsÐac thc »n+1 apì thn Xn,

P (Xn + »n+1 = j∣Xn = i) = P (i+ »n+1 = j) = f(j − i).

Mia shmantik  eidik  perÐptwsh eÐnai o summetrikìc tuqaÐoc perÐpatoc o opoÐoc prokÔptei
ìtan oi » paÐrnoun timèc ±1 me pijanìthta 1

2 . S' aut  thn perÐptwsh èqoume èna swmatÐdio
to opoÐo k�je for� k�nei èna b ma eÐte proc ta dexi� eÐte proc ta arister� me Ðsh pijanì-
thta anexart twc thc jèshc tou kai twn prohgoumènwn bhm�twn. Oi pijanìthtec met�bashc
dÐnontai apì tic sqèseic

pij =

⎧
⎨
⎩

1
2 an j = i+ 1
1
2 an j = i− 1

0 diaforetik�

Oi pijanìthtec met�bashc n bhm�twn mporoÔn na upologistoÔn eÔkola mèsw thc diwnumik c
katanom c:

pnij =

⎧
⎨
⎩

Ã
n

n+∣j−i∣
2

)
2−n an n+ ∣j − i∣ eÐnai �rtioc

0 an n+ ∣j − i∣ eÐnai perittìc   an ∣j − i∣ > n

. (4.4)

Pr�gmati, èstw r o arijmìc twn bhm�twn proc ta dexi� kai l o arijmìc twn bhm�twn proc ta
arister�. 'Eqoume bèbaia r + l = n. Ac upojèsoume pr¸ta ìti j ≥ i. Gia na p�me apì to i

sto j se n b mata ja prèpei j = i+ r− l   r− l = j− i. Apì tic parap�nw sqèseic prokÔptei
ìti r = n+j−i

2 . Fusik�, an o arijmìc autìc den eÐnai akèraioc, autì shmaÐnei ìti den eÐnai
dunatìn na p�me apì to i sto j se n b mata. (Gia par�deigma den eÐnai dunatìn na p�me apì
to 0 sto 1 se 4 b mata.) EpÐshc gia profaneÐc lìgouc ja prèpei j− i ≤ n. Dedomènou ìti ta
b mata eÐnai dexi�   arister� m.p. 1/2 h (4.4) prokÔptei amèswc apì thn diwnumik  katanom .
H perÐptwsh j < i antimetwpÐzetai me ton Ðdio trìpo.

4.6 Kat�taxh katast�sewn alusÐdac Markov

'Estw {Xn} alusÐda Markov me arijm simo q¸ro katast�sewn S kai pÐnaka pijanot twn
met�bashc P .



Sq ma 4.7: Katastrof  tou paÐkth me 5 katast�seic. Kl�seic isodunamÐac: {0},{4},{1, 2, 3}.

4.6.1 EpikoinwnÐa kai Kl�seic IsodunamÐac AlusÐdac Markov

Mia kat�stash j onom�zetai prosit  apì mia kat�stash i an up�rqei fusikìc n gia ton opoÐo
Pn
ij > 0, an dhlad  mporoÔme na metaboÔme apì to i sto j me n b mata gia èna toul�qiston n.

Ja sumbolÐzoume thn prositìthta me i −→ j kai ja lème ìti h i odhgeÐ sthn j. An epiplèon
kai h i eÐnai prosit  apì thn j, dhlad  an Pm

ji > 0 gia k�poio m, tìte èqoume kai j −→ i kai
s' aut  thn perÐptwsh lème ìti oi dÔo katast�seic epikoinwnoÔn, to opoÐo sumbolÐzoume me
i Ã→ j.

H epikoinwnÐa eÐnai sqèsh isodunamÐac

∙ Pr�gmati, h anaklastik  idiìthta i Ã→ i isqÔei gia k�je i afoÔ P 0
ii = 1 > 0 gia k�je

i,

∙ H summetrik  idiìthta i Ã→ j ⇔ j Ã→ i isqÔei profan¸c apì ton orismì,

∙ H metabatik  idiìthta i Ã→ j kai j Ã→ k ⇒ i Ã→ k epÐshc isqÔei. Ja deÐxoume pr¸ta
ìti i −→ k. Pr�gmati, epeid  i −→ j, up�rqei fusikìc n tètoioc ¸ste Pn

ij > 0 kai,
parìmoia, epeid  j −→ k, up�rqei fusikìc m tètoioc ¸ste Pm

jk > 0. Apì tic exis¸seic
Chapman-Kolmogorov Pn+m

ik =
∑

l∈S Pn
ilP

m
lk ≥ Pn

ijP
m
jk > 0 to opoÐo shmaÐnei ìti

i −→ k. H antÐstrofh kateÔjunsh, dhlad  ìti k −→ i apodeiknÔetai me ton Ðdio
akrib¸c trìpo.

Me b�sh thn ènnoia thc epikoinwnÐac mporoÔme na qwrÐsoume tic katast�seic miac alusÐdac
Markov se kl�seic isodunamÐac. 'Olec oi katast�seic sthn Ðdia kl�sh isodunamÐac epikoinw-
noÔn metaxÔ touc. Mia alusÐda Markov h opoÐa èqei mìno mÐa kl�sh isodunamÐac onom�zetai
apl    adiaq¸risth.

4.6.2 Qrìnoc pr¸thc epÐskeyhc se mia kat�stash

'Estw ìti h alusÐda Markov {Xn} xekin� thn qronik  stigm  0 apì thn kat�stash i. Ja
sumbolÐzoume me Tj ton qrìno pou h alusÐda brÐsketai gia pr¸th for� sthn kat�stash j,
dhlad 

Tj = min{n > 0 : Xn = j}.



Genikìtera, an A ⊂ S eÐnai èna uposÔnolo tou q¸rou katast�sewn, tìte TA = min{n > 0 :

Xn ∈ A}. Ja sumbolÐzoume me f
(n)
ij := P (Tj = n∣X0 = i) thn pijanìthta na episkefjoÔme

thn j gia pr¸th for� met� apì n b mata xekin¸ntac apì thn i. Enallaktik�, h pijanìthta
aut  ekfr�zetai kai wc

f
(n)
ij = P (X1 ∕= j,X2 ∕= j, . . . , Xn−1 ∕= j,Xn = j∣X0 = i).

Tìte

fij = Pi(Tj < ∞) =
∞∑

n=1

f
(n)
ij (4.5)

eÐnai h pijanìthta na episkefjeÐ k�pote h alusÐda Markov thn kat�stash j xekin¸ntac apì
thn i.

Orismìc 4.3. H kat�stash j onom�zetai epanalhptik  an fjj = 1 kai metabatik  an fjj < 1.

Orismìc 4.4. MÐa alusÐda Markov lègetai adiaq¸risth   an�gwgh an kai mìno an ìlec oi
katast�seic thc epikoinwnoÔn metaxÔ touc, dhlad  an gia k�je zeÔgoc apì katast�seic i kai
j thc alusÐdac Markov, i ↔ j.

'Otan oi katast�seic i kai j tautÐzontai o qrìnoc pr¸thc met�bashc onom�zetai qrìnoc
epanìdou. Kat' analogÐan èqoume

f
(n)
ii = P (X1 ∕= i,X2 ∕= i, . . . ,Xn−1 ∕= i,Xn = i∣X0 = i). (4.6)

fii =
∞∑

n=1

f
(n)
ii

eÐnai h pijanìthta na epistrèyei k�pote o tuqaÐoc perÐpatoc thn kat�stash i kai 1 − fii h
pijanìthta na mhn thn epistrèyei potè. O mèsoc qrìnoc epanìdou eÐnai h mèsh tim  pou
antistoiqeÐ sthn katanom  pijanìthtac (4.6) dhlad  ¹ii =

∑∞
n=1 nf

(n)
ii .

An o mèsoc qrìnoc epanìdou eÐnai peperasmènoc tìte h kat�stash onom�zetai jetik 
epanalhptik . An eÐnai �peiroc tìte onom�zetai mhdenik  epanalhptik .

4.6.3 Mia Parènjesh: Elleimmatikèc Katanomèc

Ja parekklÐnoume gia lÐgo apì thn poreÐa mac gia na dieurÔnoume thn ènnoia thc t.m. epitrèpont�c thc na
paÐrnei thn tim  +∞. H an�gkh gia thn genÐkeush aut  prokÔptei fusik� ìtan exet�zoume t.m. ìpwc o
qrìnoc pr¸thc eisìdou se mia kat�stash j. Gia na k�noume thn suz thsh pio sugkekrimènh ac jewr soume
thn parak�tw alusÐda Markov. Upojètoume ìti h alusÐda xekin� apì thn kat�stash 0 thn qronik  stigm  0
kai sumbolÐzoume me T1 ton qrìno pr¸thc eisìdou sthn kat�stash 1. ProkÔptei loipìn ìti

f
(n)
01 =

(
1

2

)n−1
1

3
gia n = 1, 2, 3, . . .

kai, b�sei thc (4.5), ìti h pijanìthta na episkefjoÔme k�pote thn kat�stash j eÐnai

f01 =

∞∑
n=1

(
1

2

)n−1
1

3
=

1

3

1

1− 1/2
=

2

3
.



Sq ma 4.8:

Apì ta parap�nw eÐnai safèc ìti me pijanìthta 1
3

den ja episkefjoÔme potè thn kat�stash 1 (diìti ja
aporrofhjoÔme sthn 2). S�ut  thn perÐptwsh mporoÔme na poÔme ìti o qrìnoc pr¸thc epÐskeyhc eÐnai +∞.
Epomènwc h katanom  thc T1 dÐnetai apì

P (T1 = n) = 1
3

(
1
2

)n−1 gia n = 1, 2, 3, . . .

P (T1 = +∞) = 1
3

MÐa t.m. X onom�zetai elleimmatik  an paÐrnei thn tim  ∞ me jetik  pijanìthta. H antÐstoiqh katanom 
P (X = n) onom�zetai epÐshc elleimmatik  kai ajroÐzetai se mia tim  mikrìterh apì thn mon�da:

∑∞
n=0 P (X =

n) = 1 − ® < 1. H posìthta ® > 0 onom�zetai èlleimma thc katanom c kai antistoiqeÐ sthn pijanìthta
P (X = ∞).

Ta parap�nw sunoyÐzontai ston ex c orismì:

Orismìc 4.5. Mia tuqaÐa metablht  X me timèc stouc fusikoÔc onom�zetai tÐmia   mh elleimmatik  an
limn→∞ P (X > n) = 0. AntÐstoiqa, onom�zetai elleimmatik  an to parap�nw ìrio eÐnai austhr� jetikì kai
s' aut  thn perÐptwsh h tim  tou orÐou limn→∞ P (X > n) = ® > 0 onom�zetai èlleimma thc t.m. H orologÐa
aut  qrhsimopoieÐtai kai gia thn katanom  thc t.m.

Ja kleÐsoume aut  thn parènjesh me thn akìloujh parat rhsh: Mia t.m. mporeÐ na paÐrnei peperasmènec
timèc me pijanìthta 1 kai par�ola aut� h mèsh thc tim  na eÐnai �peirh. Gia par�deigma èstw X t.m. me
katanom 

P (X = n) =
1

n(n+ 1)
=

1

n
− 1

n+ 1
gia n = 1, 2, . . ..

H katanom  aut  eÐnai tÐmia (mh elleimmatik ) afoÔ

P (X ≤ n) =

n∑

k=1

1

n
− 1

n+ 1
= 1− 1

n+ 1
,

kai sunep¸c

lim
n→∞

P (X > n) = 1− lim
→∞

P (X ≤ n) = 1− lim
n→∞

1

n+ 1
= 0.

ParathroÔme ìti h mèsh tim  apeirÐzetai:

EX =

∞∑
n=1

nP (X = n) =

∞∑
n=1

n

n(n+ 1)
=

∞∑
n=1

1

n+ 1
= ∞.

'Omwc P (X = ∞) = limn→∞ P (X > n) = 0 kai sunep¸c h X eÐnai peperasmènh me pijanìthta 1.



Sq ma 4.9:

4.6.4 O sunolikìc arijmìc episkèyewn

O sunolikìc arijmìc episkèyewn sthn kat�stash j dÐnetai apì thn èkfrash

Nj =
∞∑

n=0

1(Xn = j) (4.7)

ìpou, wc sun jwc,

1(Xn = j) =

{
1 an Xn = j
0 diaforetik� .

Arijmìc episkèyewn sthn kat�stash j xekin¸ntac apì thn kat�stash i:

Pi(Nj = m) =

{
fijf

(m−1)
jj (1− fjj) ìtan m = 1, 2, . . .

1− fij ìtan m = 0
. (4.8)

'Opwc blèpoume h katanom  thc t.m. N − j eÐnai genikeumènh gewmetrik . H pijanìthta na
mhn episkefjoÔme thn j kamÐa for�, xekin¸ntac apì thn i, eÐnai ex' orismoÔ 1 − fij (dhlad 
èna meÐon thn pijanìthta na thn episkefjoÔme k�pote). Gia na thn episkefjoÔme sunolik� m

forèc prèpei na p�me k�pote apì to i sto j (pr�gma pou sumbaÐnei me pijanìthta fij), sth
sunèqeia na epistrèyoume sto j m−1 forèc (sumbaÐnei me pijanìthta f

(m−1)
jj , kai tèloc, met�

thn m anaq¸rhsh apì thn j na mhn epistrèyoume potè (pijanìthta 1− fjj). O sullogismìc
autìc qrhsimopoieÐ bebaÐwc kai thn markobian  idiìthta apì thn opoÐa aporrèei h anexarthsÐa
twn parap�nw endeqomènwn.

O mèsoc arijmìc episkèyewn sthn j xekin¸ntac apì thn i eÐnai

Gij = Ei

∞∑

n=0

1(Xn = j) =

∞∑

n=0

Pi(Xn = j) =

∞∑

n=0

Pn
ij . (4.9)

4.6.5 Metabatikèc kai Epanalhptikèc Katast�seic

'Eqoume  dh orÐsei mia kat�stash wc epanalhptik  an to endeqìmeno epistrof c s' aut n èqei
pijanìthta 1, dhlad  an fii = 1. Sthn pr�xh ìmwc, den eÐnai p�nta eÔkolo na upologÐsoume



thn posìthta aut . Gia to lìgo autì ja anaptÔxoume krit ria pou mac epitrèpoun na apofa-
sÐsoume an mia kat�stash eÐnai epanalhptik    metabatik  me b�sh tic pijanìthtec met�bashc
Pn
ii .

Xekin�me me mia pio prosektik  je¸rhsh tou sunolikoÔ arijmoÔ twn episkèyewn se mia
metabatik  kat�stash.

Je¸rhma 4.1. (i) An h kat�stash j eÐnai metabatik  tìte Pi(Nj < ∞) = 1 kai

Gij =
fij

1− fjj
∀i ∈ S (4.10)

(ii) An h j eÐnai epanalhptik  tìte Pj(Nj = ∞) = 1 kai Gjj = ∞. EpÐshc Pi(Nj = ∞) = fij .
An fij = 0 tìte Gij = 0 �llwc an fij > 0 tìte Gij = ∞.

Parat rhsh: To je¸rhma autì perigr�fei thn jemeli¸dh diafor� an�mesa se metabatikèc
kai epanalhptikèc katast�seic. An h j eÐnai metabatik  tìte, asqètwc thc arqik c jèsewc i

o arijmìc twn episkèyewn sthn j ja eÐnai peperasmènoc kai o mèsoc arijmìc twn episkèyewn
aut¸n ja eÐnai epÐshc peperasmènoc. Antijètwc, an h j eÐnai epanalhptik , tìte xekin¸ntac
apì to j ja epistrèfoume p�nta kai o sunolikìc arijmìc episkèyewn ja eÐnai �peiroc (kai
kat� sunèpeia kai h mèsh tou tim  ja eÐnai �peirh).

Apìdeixh (i) Upojètoume ìti h j eÐnai metabatik  kat�stash kai epomènwc fjj < 1. Tìte

Pi(Nj = ∞) = lim
m→∞Pi(Nj > m) = lim

m→∞ fijf
m
jj = 0.

EpÐshc

Gij = EiNj =
∞∑

m=1

mPi(Nj = m) =
∞∑

m=1

mfijf
m−1
jj (1− fjj) =

fij
1− fjj

< ∞.

(ii) Upojètoume ìti h j eÐnai epanalhptik . Tìte fjj = 1 kai Pi(Nj = ∞) = fij . 'Otan
i = j, Pj(Nj = ∞) = fjj = 1. 'Otan mia t.m. eÐnai �peirh me mh mhdenik  pijanìthta h mèsh
thc tim  eÐnai �peirh.

'Estw j mia metabatik  kat�stash. Ef' ìson
∑∞

n=0 P
n
ij = Gij < ∞ gia k�je i ∈ S

blèpoume ìti limn→∞ Pn
ij = 0.

Mia alusÐda Markov onom�zetai metabatik  ìtan ìlec oi katast�seic thc eÐnai metabatikèc
kai epanalhptik  ìtan ìlec oi katast�seic thc eÐnai epanalhptikèc.

An ∣S ∣ < ∞ (dhlad  h alusÐdaMarkov èqei peperasmèno arijmì katast�sewn, tìte prèpei
na èqei toul�qiston mia epanalhptik  kat�stash kai sunep¸c den mporeÐ na eÐnai metabatik .
Pr�gmati, an h alusÐda  tan metabatik  tìte limn→∞ Pn

ij = 0 ∀i, j ∈ S . All� 1 =∑
j∈S Pn

ij kai paÐrnontac ìria, 1 =
∑

j∈S limn→∞ Pn
ij = 0 to opoÐo eÐnai �topon.

Orismìc 4.6. H kat�stash a ∈ S onom�zetai aporrofhtik  an Paa = 1.



Prìtash 4.1. 'Estw i epanalhptik  kat�stash kai i −→ j. Tìte h j eÐnai epÐshc epana-
lhptik  kai fij = fji = 1.

Apìdeixh: Upojètoume ìti i ∕= j �llwc h prìtash eÐnai tetrimmènh. Ef' ìson i −→ j

fij > 0 kai
Pn
ij > 0 (4.11)

gia k�poio n ∈ ℕ. 'Estw n0 to mikrìtero n gia to opoÐo h (4.11) isqÔei. Epomènwc up�rqei
monop�ti i → i1 → i2 → ⋅ ⋅ ⋅ → in0−1 → j tètoio ¸ste Pii1Pi1i2 ⋅ ⋅ ⋅Pin0−1,j > 0 kai ik /∈ {i, j}
gia k = 1, 2, . . . , n0 − 1 (�llwc o n0 den ja  tan o mikrìteroc akèraioc gia ton opoÐo h (4.11)
isqÔei). Ja deÐxoume pr¸ta ìti fji = 1 dia thc eic �topon apagwg c. Ac upojèsoume ìti
fji < 1. Tìte, xekin¸ntac apì to j, up�rqei jetik  pijanìthta na mhn fj�soume potè sto i

kai sunep¸c, xekin¸ntac apì to i, me pijanìthta

Pii1Pi1i2 ⋅ ⋅ ⋅Pin0−1,j(1− fji) > 0

den ja epistrèyoume potè sto i. Autì ìmwc antibaÐnei sthn upìjesh ìti h i eÐnai epanalhptik .
Sunep¸c fji = 1.

Ef' ìson fji = 1, up�rqei fusikìc n1 tètoioc ¸ste Pn1
ji > 0. Tìte Pn1+n+n0

jj ≥ Pn1
ji P

n
iiP

n0
ij

(apì tic exis¸seic Chapman-Kolmogorov) kai sunep¸c

Gjj ≥
∞∑

n=0

Pn1+n+n0
jj ≥ Pn1

ji P
n0
ij

∞∑

n=0

Pn
ii = Pn1

ji P
n0
ij Gii = ∞

ap' ìpou prokÔptei ìti h j eÐnai epanalhptik . AfoÔ h j eÐnai epanalhptik , epanalamb�nontac
to epiqeÐrhma tou pr¸tou mèrouc sumperaÐnoume ìti fij = 1.

'Ena sÔnolo katast�sewn C onom�zetai kleistì ìtan fij = 0 ∀i ∈ C, j /∈ C. IsodÔnama,
to C eÐnai kleistì an Pn

ij = 0 ∀i ∈ C, j /∈ C. IsodÔnama, to C eÐnai kleistì an Pij = 0

∀i ∈ C, j /∈ C.

Pr�gmati, P 2
ij =

∑
k∈S PikPkj =

∑
k∈C PikPkj = 0 kai genikìtera, h isodunamÐa an�mesa

stic sunj kec 2 kai 3 prokÔptei me epagwg .

Par�deigma 4.8. Gia thn alusÐda me sÔnolo katast�sewn {0, 1, 2, 3, 4, 5} kai pÐnaka met�bashc

P =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0 0
1/4 1/2 1/4 0 0 0
0 1/5 2/5 1/5 0 1/5
0 0 0 1/6 1/3 1/2
0 0 0 1/2 0 1/2
0 0 0 1/4 0 3/4

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

èqoume treic kl�seic, C1 = {0} (epanalhptik  kat�stash kai m�lista aporrofhtik ), C2 =

{3, 4, 5} (epanalhptikèc katast�seic) kai {1, 2} (metabatikèc katast�seic). Ta C1, C2 eÐnai
kleist� sÔnola.



Je¸rhma 4.2. An Pij(z) :=
∑∞

n=0 P
n
ijz

n sumbolÐzei thn genn tria sun�rthsh thc ako-
loujÐac Pn

ij kai Fij(z) :=
∑∞

n=0 f
(n)
ij zn thn pijanogenn tria sun�rthsh thc katanom c f

(n)
ij ,

tìte

Pii(z) =
1

1− Fii(z)
(4.12)

Pij(z) = Fij(z)Pjj(z) (4.13)

Apì tic dÔo autèc sqèseic prokÔptei epÐshc ìti Pij(z) =
Fij(z)

1−Fjj(z)
.

Apìdeixh: Xekin�me me thn upenjÔmish ìti P 0
ij = 0 an i ∕= j kai = 1 an i = j, en¸ f

(0)
ij = 0

∀i, j ∈ S . H basik  sqèsh pou odhgeÐ stic (4.12), (4.13) eÐnai h

Pn
ij =

n∑

k=1

f
(k)
ij Pn−k

jj gia k�je i, j ∈ S kai n ≥ 1. (4.14)

Gia na diapist¸soume ìti h (4.14) isqÔei arkeÐ na parathr soume ìti to endeqìmeno A :=

{Xn = j} mporeÐ na grafteÐ san ∪n
k=1(Bk ∩ A) ìpou Bk = {X1 ∕= j,X2 ∕= j, . . . ,Xk − 1 ∕=

j,Xk = j}. Ta sÔnola Bk ∩ A eÐnai xèna metaxÔ touc gia k = 1, 2, . . . , n kai sunep¸c
Pi(A) =

∑n
k=1 Pi(Bk ∩A). All�

Pi(Bk ∩A) = Pi(X1 ∕= j,X2 ∕= j, . . . ,Xk − 1 ∕= j,Xk = j,Xn = j)

= P (Xn = j∣X0 = i,X1 ∕= j,X2 ∕= j, . . . , Xk − 1 ∕= j,Xk = j)

⋅Pi(X1 ∕= j,X2 ∕= j, . . . , Xk − 1 ∕= j,Xk = j).

To teleutaÐo autì ginìmeno, apì thn Markobian  idiìthta, eÐnai Ðso me

P (Xn = j∣Xk = j)Pi(X1 ∕= j,X2 ∕= j, . . . , Xk − 1 ∕= j,Xk = j) = Pn−k
jj f

(k)
ij ,

kai ajroÐzontac wc proc k paÐrnoume thn (4.14). Sth sunèqeia, pern�me apì tic pijanìthtec
stic pijanogenn triec pollaplasi�zontac thn (4.14) me zn kai ajroÐzontac:

∞∑

n=1

znPn
ij =

∞∑

n=1

zn
n∑

k=1

f
(k)
ij Pn−k

jj .

To aristerì mèloc thc exÐswshc aut c gr�fetai wc Pij(z)− ±ij ìpou

±ij =

{
0 an i ∕= j
1 an i = j

en¸ to dexiì, anastrèfontac thn seir� twn ajroism�twn gÐnetai

∞∑

k=1

∞∑

n=k

zn−kPn−k
jj zkf

(k)
ij =

Ã ∞∑

k=1

zkf
(k)
ij

)Ã ∞∑

n=k

zn−kPn−k
jj

)
= Fij(z)Pjj(z).

Sunep¸c èqoume
Pij(z) = ±ij + Fij(z)Pjj(z)

kai diaqwrÐzontac tic peript¸seic i = j kai i ∕= j prokÔptoun oi (4.12), (4.13).



4.6.6 'Ena krit rio gia tic epanalhptikèc katast�seic

H parap�nw prìtash odhgeÐ se èna krit rio pou mac epitrèpei na xeqwrÐzoume poiec kata-
st�seic eÐnai epanalhptikèc kai poiec metabatikèc. To krit rio autì pou ekfr�zetai apì to
akìloujo je¸rhma eÐnai sun jwc qr simo se alusÐdec Markov me �peiro (arijm simo) pl joc
katast�sewn.

Je¸rhma 4.3. H kat�stash i eÐnai epanalhptik  an
∑∞

n=0 P
n
ii = ∞ kai metabatik  an∑∞

n=0 P
n
ii < ∞.

Apìdeixh: Apì thn sqèsh (4.12) èqoume ìti

lim
z→1

Pii(z) = lim
z→1

1

1− Fii(z)
=

1

1− limz→1 Fii(z)
. (4.15)

Apì ton orismì twn Pii(z) kai Fii(z) ìmwc isqÔei ìti

lim
z→1

Pii(z) =

∞∑

n=0

Pn
ii

kai

lim
z→1

Fii(z) =

∞∑

n=0

f
(n)
ii = fii.

Me b�sh autèc tic parathr seic sumperaÐnoume ìti an h seir�
∑∞

n=0 P
n
ii apoklÐnei (dhlad 

eÐnai �peirh) tìte upoqrewtik� fii = 1 to opoÐo shmaÐnei ìti h kat�stash i eÐnai epanalhptik ,
en¸ an h seir� sugklÐnei (dhlad  eÐnai peperasmènh) tìte fii < 1 pou shmaÐnei ìti h i eÐnai
metabatik .

Ja efarmìsoume t¸ra to je¸rhma 4.3 gia na exet�soume ton summetrikì tuqaÐo perÐpato
tou paradeÐgmatoc 4.7. 'Olec oi katast�seic enìc tuqaÐou perip�tou eÐnai metabatikèc ìtan
p ∕= q   epanalhptikèc an p = q = 1

2 . Dedomènou ìti ìlec oi katast�seic epikoinwnoÔn, arkeÐ
na exet�soume thn kat�stash 0. Apì thn (4.4) èqoume

P 2n
00 =

(
2n

n

)
pnqn.

Dedomènou ìti apì ton tÔpo tou Stirling

(
2n

n

)
∼ 1√

n¼
4n,

isqÔei ìti

P 2n
00 ∼ 1√

n¼
(4p(1− p))n .

Sunep¸c, an p ∕= q, tìte h seir�
∑∞

n=0 P
2n
00 sugklÐnei   apoklÐnei an�loga me thn seir�

∞∑

n=1

1√
n¼

(4p(1− p))n .



Sq ma 4.10: H sun�rthsh p(1 − p), ìtan to p kumaÐnetai metaxÔ 0 kai 1, èqei maximum Ðso
me 1/4 ìtan p = 1/2.

H teleutaÐa aut  seir� ìmwc sugklÐnei afoÔ 4p(1− p) < 1. Apì ta parap�nw sumperaÐnoume
ìti to 0 (kai epomènwc kai ìlec oi �llec katast�seic) eÐnai metabatik  kat�stash. Otan ìmwc
p = q = 1

2 tìte h seir�
∑∞

n=0 P
2n
00 sugklÐnei   apoklÐnei an�loga me thn

∞∑

n=1

1√
n¼

h opoÐa eÐnai gnwstì ìti apoklÐnei. S' aut  thn perÐptwsh loipìn to 0 kai ìlec oi �llec
katast�seic eÐnai èmmonec.

4.6.7 Periodikèc katast�seic

Mia kat�stash i onom�zetai periodik  me perÐodo d ∈ ℕ an

d = Mègistoc Koinìc Diairèthc {n : Pn
ii > 0}

dhlad  to d eÐnai o mègistoc koinìc diairèthc tou sunìlou ìlwn twn fusik¸n arijm¸n gia
touc opoÐouc h pijanìthta Pn

ii eÐnai austhr� jetik . An d = 1 tìte h alusÐda onom�zetai
aperiodik .

Sthn alusÐda Markov thc opoÐac o gr�foc apeikonÐzetai sto akìloujo sq ma k�je kat�-
stash èqei perÐodo 3.

K�je alusÐda gia thn opoÐa up�rqei n0 ∈ ℕ ètsi ¸ste Pn
ij > 0 gia n ≥ n0 èqei perÐodo 1,

dhlad  eÐnai aperiodik .

Je¸rhma 4.4. An dÔo katast�seic, i, j, epikoinwnoÔn tìte èqoun thn Ðdia perÐodo. An h i

eÐnai aperiodik  tìte kai h j eÐnai aperiodik .

Apìdeixh: Ef' ìson h i −→ j, ex orismoÔ up�rqei n tètoio ¸ste Pn
ij > 0. 'Estw k to

mikrìtero tètoio n. ParomoÐwc, èstw l to mikrìtero n gia to opoÐo Pn
ji > 0. Qrhsimopoi¸ntac

ton sumbolismì Ei := {n : Pn
ii > 0}, Ej := {n : Pn

jj > 0} oi perÐodoi twn katast�sewn i kai



Sq ma 4.11: Mia alusÐda me perÐodo 3.

j eÐnai di = M.K.D.Ei (dhlad  o mègistoc koinìc diairèthc ìlwn twn akeraÐwn pou an koun
sto sÔnolo Ei) kai dj = M.K.D.Ej . Apì tic exis¸seic Chapman-Kolmogorov èqoume

P k+l
ii ≥ P k

ijP
l
ji > 0 P k+l

jj ≥ P l
jiP

k
ij > 0

Sunep¸c k + l ∈ E1 kai k + l ∈ E2 to opoÐo shmaÐnei ìti1

di ∣ k + l (4.16)

kai
dj ∣ k + l (4.17)

'Estw mi ∈ Ei, kai mj ∈ Ej dÔo opoioid pote fusikoÐ pou an koun sta antÐstoiqa sÔnola.
Apì tic exis¸seic Chapman-Kolmogorov èqoume p�li

P
k+mj+l
ii ≥ P k

ijP
mj

jj P l
ji > 0 P k+mi+l

jj ≥ P l
jiP

mi
ii P k

ij > 0

Apì thn pr¸th sqèsh sun�goume ìti k+mj+ l ∈ Ei kai sunep¸c di ∣ k+mj+ l. Lamb�nontac
up' ìyin mac kai thn (4.16) sumperaÐnoume ìti ja prèpei to di na diaireÐ upoqrewtik� to mj .
'Omoia, apì thn deÔterh sqèsh sun�goume ìti k+mi + l ∈ Ej kai epomènwc dj ∣ k+mi + l to
opoÐo, mazÐ me thn (4.17) mac odhgeÐ sto sumpèrasma ìti to dj prèpei na diaireÐ to mi. Eqoume
loipìn

dj ∣ mi ∀mi ∈ Ei kai di ∣ mj ∀mj ∈ Ej (4.18)

Efìson to dj eÐnai diairèthc ìlwn twn stoiqeÐwn tou Ei ja prèpei na diaireÐ ton MKD tou Ej

pou eÐnai o di, dhlad 
dj ∣ di. (4.19)

'Omoia, apì thn deÔterh sqèsh thc (4.18) sumperaÐnoume ìti

di ∣ dj . (4.20)
1O sumbolismìc m ∣ n ìpou m,n eÐnai akèraioi shmaÐnei ìti o m diaireÐ ton n dhlad  ìti up�rqei fusikìc

a tètoioc ¸ste n = a ⋅m. Gia par�deigma, 2∣10 efìson 10 = 5 ⋅ 2. AntÐjeta to 2 den diaireÐ to 3 (sumbolik�
2 ∕ ∣ 3) afoÔ h sqèsh 3 = 2a den isqÔei gia kanèna fusikì.



Oi (4.19) kai (4.20) ìmwc mporeÐ na isqÔoun tautìqrona mìno an di = dj , an dhlad  oi dÔo
katast�seic èqoun thn Ðdia perÐodo.

Ac exet�soume merikèc apì tic alusÐdec Markov pou èqoume gnwrÐsei mèqri stigm c apì
thn �poyh thc periodikìthtac. Oi metabatikèc katast�seic thc alusÐdac tou sq matoc 4.3
(katastrof  tou paÐkth) eÐnai periodikèc me perÐodo 2. Oi aporrofhtikèc katast�seic eÐnai
bèbaia aperiodikèc. H alusÐda twn Ehrenfest (par�deigma 4.1) eÐnai periodik  me perÐodo 2.
H alusÐda tou paradeÐgmatoc 4.2 (prìtupo di�qushc Bernoulli-Laplace) eÐnai aperiodik . H
alusÐda tou paradeÐgmatoc 4.3 eÐnai epÐshc aperiodik . Ac exet�soume t¸ra thn diadikasÐa
genn sewn jan�twn. Upojètontac ìti ta pk, qk eÐnai austhr� jetik� (¸ste ìlec oi katast�seic
na epikoinwnoÔn metaxÔ touc) isqÔei ìti: An ìla ta rk = 0 tìte h alusÐda eÐnai periodik  me
perÐodo 2. An èstw kai èna rk > 0 tìte h alusÐda eÐnai aperiodik .

4.7 Pijanìthtec aporrìfhshc

'Estw C èna apì ta an�gwga kleist� sÔnola epanalhptik¸n katast�sewn kai fiC = Pi(TC <

∞) h pijanìthta h alusÐda Markov na brejeÐ k�pote sto C xekin¸ntac apì to i. EpÐshc
sumbolÐzoume me ST to sÔnolo twn metabatik¸n katast�sewn thc alusÐdac. Qrhsimopoi¸ntac
thn Markobian  idiìthta kai exet�zontac ta endeqìmena gia to pr¸to b ma apì thn kat�stash
i blèpoume ìti oi pijanìthtec aporrìfhshc prèpei na ikanopoioÔn to sÔsthma

fiC =
∑

j∈C
Pij +

∑

j∈ST

PijfjC . (4.21)

TÐjetai loipìn to er¸thma kat� pìson to sÔsthma autì èqei lÔsh kai s' aut  thn perÐptwsh
an eÐnai monadik . Thn ap�nthsh dÐnei to akìloujo je¸rhma, sthn perÐptwsh pou to sÔnolo
twn metabatik¸n katast�sewn eÐnai peperasmèno.

Je¸rhma 4.5. An to sÔnolo twn metabatik¸n katast�sewn ST eÐnai peperasmèno kai C
eÐnai èna an�gwgo, kleistì sÔnolo katast�sewn tìte to sÔsthma ∣ST ∣ exis¸sewn me ∣ST ∣
agn¸stouc

xi =
∑

j∈C
Pij +

∑

j∈ST

Pijxj (4.22)

èqei monadik  lÔsh h opoÐa dÐnei tic antÐstoiqec pijanìthtec aporrìfhshc, fiC = xi.

Apìdeixh: Efarmìzontac thn (4.22) ston eautì thc èqoume

xi =
∑

k∈C
Pik +

∑

j∈C

∑

k∈ST

PikPkj +
∑

j∈ST

∑

k∈ST

PikPkjxj

ParathreÐste ìti oi dÔo pr¸toi ìroi sto dexÐ mèloc thc parap�nw exÐswshc dÐnoun
∑

k∈C
Pik +

∑

j∈C

∑

k∈ST

PikPkj = Pi(TC ≤ 2).



Epomènwc
xi = Pi(TC ≤ 2) +

∑

j∈ST

P 2
ijxj

kai epagwgik�
xi = Pi(TC ≤ n) +

∑

j∈ST

Pn
ijxj ∀n.

IsqÔei ìmwc ìti
Pn
ij → 0 ìtan n → ∞, gia j ∈ ST (4.23)

kai sunep¸c, af nontac to n na p�ei sto �peiro sthn parap�nw exÐswsh, kai lamb�nontac up'
ìyin ìti

lim
n→∞Pi(TC ≤ n) = Pi(TC < ∞) = fiC ,

katal goume sto sumpèrasma ìti h lÔsh tou sust matoc (4.22) pr�gmati ikanopoieÐ thn (4.21).

Apomènei na apodeÐxoume thn monadikìthta thc lÔshc, pr�gma pou ja k�noume me thn eic
�topon apagwg . 'Estw x′i mia �llh lÔsh thc (4.22). Tìte, onom�zontac thn diafor� twn dÔo
lÔsewn ℎi := xi − x′i parathroÔme ìti

ℎi =
∑

j∈ST

Pijℎj i ∈ ST , (4.24)

exÐswsh h opoÐa prokÔptei gr�fontac thn antÐstoiqh exÐswsh thc (4.22) gia ta x′i kai afai-
r¸ntac kat� mèlh. Efarmìzontac thn (4.24) ston eautì thc èqoume

ℎi =
∑

j∈ST

Pn
ijℎj i ∈ ST , (4.25)

Af nontac to n → ∞ kai qrhsimopoi¸ntac p�li thn (4.23) blèpoume ìti ℎi = 0 ∀i ∈ ST .

ShmeÐwsh: An o arijmìc twn metabatik¸n katast�sewn eÐnai �peiroc tìte to sÔsthma (4.22)
mporeÐ na mhn èqei monadik  lÔsh. S' aut  thn perÐptwsh apodeiknÔetai ìti oi pijanìthtec
aporrìfhshc dÐdontai apì thn mikrìterh mh arnhtik  lÔsh tou (4.22).

Par�deigma 4.9. H alusÐda Markov tou paradeÐgmatoc 4.8 èqei ìpwc eÐdame treic kl�seic
isodunamÐac, tic C1 = {0} kai C2 = {3, 4, 5} pou apoteloÔntai apì epanalhptikèc katast�-
seic kai thn C3 = {1, 2} pou perièqei metabatikèc katast�seic. To sÔsthma (4.21) gia thn
sugkekrimènh perÐptwsh me C = {0} kai ST = {1, 2} lamb�nei thn morf 

f10 =
1

4
+

1

2
f10 +

1

4
f20

f20 =
1

5
f10 +

2

5
f20

kai èqei lÔsh f10 =
3
5 , f20 =

1
5 .



Par�deigma 4.10 (Pijanìthta aporrìfhshc se diadikasÐa genn sewn - jan�twn). Ac exet�-
soume thn diadikasÐa genn sewn-jan�twn sthn perÐptwsh pou pi = p, qi = q, ri = 0, gia k�je
i = 1, 2, . . . , kai p0 = 0, r0 = 1. S' aut  thn perÐptwsh h alusÐda Markov pou prokÔptei
eÐnai diaqwrÐsimh (to 0 eÐnai aporrofhtik  kat�stash kai ìlec oi �llec eÐnai metabatikèc kai
epikoinwnoÔn metaxÔ touc). 'Estw fk h pijanìthta aporrìfhshc sthn kat�stash 0 xekin¸ntac
apì thn k. Tìte to sÔsthma (4.22) èqei thn apl  morf 

fk = qfk−1 + pfk+1 k = 1, 2, . . . (4.26)

kai profan¸c f0 = 1. H qarakthristik  exÐswsh thc (4.26) eÐnai x = q+px2 h opoÐa èqei rÐzec
x1,2 = 1±√

1−4pq
2p . Lamb�nontac up' ìyin ìti q = 1− p, èqoume

√
1− 4pq =

√
1− 4p+ 4p2 =√

(p− q)2 = ∣p− q∣ kai sunep¸c

x1 = 1, x2 =
q

p
.

Epomènwc h genik  lÔsh thc (4.26) èqei thn morf 

fk = C1 + C2

(
q

p

)k

, k = 0, 1, 2, . . . . (4.27)

H sunj kh f0 = 1 sunep�getai ìti

f0 = C1 + C2 = 1. (4.28)

Ac diaqwrÐsoume t¸ra tic ex c treic peript¸seic:

1. q > p. S' aut  thn perÐptwsh èna b ma proc ta arister� (dhlad  proc to mhdèn) eÐnai
pio pijanì apì èna b ma proc ta dexi� kai diaisjhtik� ja prèpei na perimènoume ìti,
anexart twc thc jèsewc ap' ìpou xekin�me, h aporrìfhsh sto 0 ja eÐnai bebaÐa. H
an�lus  mac to epibebai¸nei: AfoÔ q > p, q

p > 1 kai kat� sunèpeia an to C2  tan mh
mhdenikì, asqètwc megèjouc, gia k�poio k ja eÐqame

∣fk∣ =
∣∣∣∣∣C1 + C2

(
q

p

)k
∣∣∣∣∣ > 1.

Epomènwc C2 = 0, C1 = 1, kai fk = 1 gia k�je k = 1, 2, . . ..

2. q = p. Tìte q
p = 1 kai fk = C1 +C2 = 1 gia k�je k, dhlad  kai ed¸ h aporrìfhsh sto

mhdèn eÐnai bebaÐa.

3. q < p. S' aut  thn perÐptwsh opoiad pote mh arnhtik� C1, C2 pou ikanopoioÔn thn
(4.28) eÐnai lÔseic thc (4.26) pou paramènoun an�mesa sto 0 kai sto 1 (¸ste na mporoÔn
na ermhneujoÔn wc pijanìthtec). (Pr�gmati, an to C1  tan arnhtikì tìte, epeid  to

C2

(
q
p

)k
→ 0 ìtan k → ∞, apì k�poio k kai Ôstera to fk ja ginìtan arnhtikì. An

to C2  tan arnhtikì tìte, lìgw thc (4.28), to C1 ja èprepe na  tan > 1 kai epomènwc
kai to fk ja ginìtan > 1 apì k�poio k kai p�nw. Sunep¸c prèpei na eÐnai kai ta dÔo



Sq ma 4.12: To prìblhma tou Chevalier de Meré.

mh arnhtik�.) Apì ta parap�nw prokÔptei ìti h apodektèc lÔseic thc (4.26) èqoun thn

morf  c+(1− c)
(
q
p

)k
. Isqurizìmaste ìti h mikrìterh apì autèc eÐnai h fk =

(
q
p

)k
pou

epitugq�netai ìtan c = 0. Pr�gmati isqÔei gia k�je k

c+ (1− c)

(
q

p

)k

≥
(
q

p

)k

⇔ c ≥ c

(
q

p

)k

⇔ 1 ≥
(
q

p

)k

to opoÐo eÐnai alhjèc. Sunep¸c h pijanìthta aporrìfhshc sto mhdèn xekin¸ntac apì

thn k dÐnetai apì ton tÔpo fk =
(
q
p

)k
.

Prìblhma 4.1. To prìblhma tou Chevalier de Meré: Prìkeitai gia èna apì ta pr¸ta
probl mata thc jewrÐac pijanot twn. DÔo paÐktec paÐzoun èna tuqerì paiqnÐdi sto opoÐo
o kajènac èqei pijanìthta epituqÐac 1/2. Ac upojèsoume ìti rÐqnoun èna tÐmio nìmisma kat'
epan�lhyh kai o pr¸toc paÐkthc pou ja kerdÐsei treÐc forèc, kerdÐzei to paiqnÐdi. (Sugkekri-
mèna ac upojèsoume ìti o pr¸toc paÐkthc kerdÐzei k�je for� an to nìmisma èrjei kor¸na en¸
o deÔteroc kerdÐzei an èrjei gr�mmata.) Sthn arq  tou paiqnidioÔ o k�je paÐkthc b�zei sto
trapèzi 8 nomÐsmata kai o nikht c ja p�rei kai ta 16. To er¸thma pou èjese o de Meré ston
filìsofo kai majhmatikì Blaise Pascal  tan to ex c: An to paiqnÐdi diakopeÐ gia k�poio lìgo
poioc eÐnai o pio dÐkaioc trìpoc gia na moirasjoÔn ta qr mata?

LÔsh: ParathreÐste to akìloujo sq ma. K�je bèloc ↘ anaparist� mia epituqÐa tou paÐkth
1 (kor¸na) en¸ bèlh ↙ epituqÐec tou paÐkth 2 (gr�mmata). Gia par�deigma, h akoloujÐa ↘
↙ ↘ ↘, shmaÐnei ìti o paÐkthc 1 kerdÐzei to pr¸to paiqnÐdi, q�nei to deÔtero, kai kerdÐzei to
trÐto kai to tètarto. S' autì to shmeÐo èqei sumplhr¸sei treic epituqÐec kai paÐrnei ìla ta
qr mata. Oi arijmoÐ stouc kìmbouc tou gr�fou anafèrontai sthn pijanìthta epituqÐac tou
pr¸tou paÐkth. EÐnai safèc ìti oi telikoÐ kìmboi pou antistoiqoÔn se skor 3-0, 3-1 kai 3-2
gia ton pr¸to paÐkth sumplhr¸nontai me mon�dec kai ìti oi kìmboi pou antistoiqoÔn se skor
0-3, 1-3 kai 2-3 sumplhr¸nontai me 0. Oi upìloipoi kìmboi sumplhr¸nontai me ton ex c aplì



kanìna: An ènac kìmboc odhgeÐ se dÔo �llouc tìte h tim  tou eÐnai o mèsoc ìroc twn dÔo
aut¸n kìmbwn. 'Etsi prokÔptoun oi timèc pou blèpoume sto sq ma. Profan¸c, an to paiqnÐdi
diakopeÐ ìtan to skor eÐnai isìpalo (1-1   2-2) tìte ta qr mata prèpei na moirasjoÔn sth
mèsh.

4.8 St�simec katanomèc alusÐdwn Markov

Orismìc 4.7. An k�poia katanom  pijanìthtac ¼ sto S ikanopoieÐ tic sqèseic

¼j =
∑

i∈S

¼iPij ∀j ∈ S (4.29)

tìte ja onom�zetai st�simh katanom  thc alusÐdac Markov. Oi exis¸seic autèc onom�zontai
exis¸seic stoqastik c isorropÐac   st�simec exis¸seic.

An xekin soume thn alusÐda Markov me thn st�simh katanom , dhlad  an P (X0 = j) = ¼j
gia k�je j tìte

P (Xn = j) = ¼j gia k�je n, (4.30)

dhlad  h alusÐda Markov suneqÐzei na èqei aut  thn katanom  gia ìlec tic epìmenec qronikèc
stigmèc. Pr�gmati,

P (X1 = j) =
∑

i∈S

P (X1 = j∣X0 = i)P (X0 = i) =
∑

i∈S

¼iPij = ¼j

apì thn (4.29). Epanalamb�nontac to epiqeÐrhma apodeiknÔetai h (4.30). To prohgoÔmeno
epiqeÐrhma efarmìzetai kai antÐstrofa, dhlad  an h (4.30) isqÔei gia k�poia katanom  ¼j ,
tìte aut  ja prèpei na ikanopoieÐ to sÔsthma (4.29).

ShmeÐwsh: To grammikì sÔsthma (4.29) to opoÐo mporoÔme na ekfr�soume sunoptik�
wc ¼ = ¼P , (ìpou ¼ eÐnai to di�nusma gramm c pou antistoiqeÐ sthn st�simh katanom ) eÐnai
omogenèc kai epomènwc, an to di�nusma ¼ eÐnai lÔsh, tìte kai to di�nusma c¼ eÐnai lÔsh gia
k�je pragmatikì c. Prèpei epomènwc na sumplhrwjeÐ me th exÐswsh kanonikopoÐhshc

ExÐswsh KanonikopoÐhshc:
∑

i∈S ¼i = 1, ¼i ≥ 0

4.8.1 Basikì Je¸rhma SÔgklishc gia AlusÐdec Markov

Je¸rhma 4.6 (Basikì Je¸rhma SÔgklishc). Gia mia adiaq¸risth, aperiodik , jetik� epa-
nalhptik  alusÐda Markov

lim
n→∞Pi(Xn = j) = ¼j ∀i, j ∈ S

ìpou ¼j eÐnai h st�simh katanom  pou dÐnetai apì to sÔsthma (4.29). S�ut  thn perÐptwsh h
lÔsh tou sust matoc eÐnai monadik .



Orismìc 4.8. 'Estw ¹ = [¹1, ¹2, . . . , ¹r], º = [º1, º2, . . . , ºr], dÔo katanomèc pijanot -
twn ston q¸ro katast�sewn S = {1, 2, . . . , r}. OrÐzoume wc apìstash2 an�mesa stic dÔo
katanomèc thn posìthta

d(¹, º) =
1

2

r∑

i=1

∣¹i − ºi∣ .

To jetikì mèroc enìc pragmatikoÔ arijmoÔ a orÐzetai wc

a+ :=

{
a an a ≥ 0
0 an a < 0

.

Gia par�deigma to jetikì mèroc tou 5 eÐnai (5)+ = 5 en¸ to jetikì mèroc tou −3 eÐnai
(−3)+ = 0. Qrhsimopoi¸ntac to jetikì mèroc èqoume tic aplèc sqèseic

∣x∣ = x+ + (−x)+, x = x+ − (−x)+.

'Etsi èqoume (lamb�nontac up' ìyin ìti oi ¹ kai º eÐnai katanomèc pijanìthtac),

0 = 1− 1 =
r∑

i=1

¹i −
r∑

i=1

ºi =
r∑

i=1

(¹i − ºi) =
r∑

i=1

(¹i − ºi)
+ −

r∑

i=1

(ºi − ¹i)
+

kai sunep¸c

d(¹, º) =
1

2

r∑

i=1

∣¹i − ºi∣ = 1

2

r∑

i=1

(¹i − ºi)
+ +

1

2

r∑

i=1

(ºi − ¹i)
+ (4.31)

=

r∑

i=1

(ºi − ¹i)
+ (4.32)

EpÐshc eÐnai safèc ìti gia k�je ¹ kai º, d(¹, º) ≤ 1. Autì prokÔptei apì thn anisìthta

∣¹i − ºi∣ ≤ ∣¹i∣+ ∣ºi∣ = ¹i + ºi

(mia kai ta ¹i, ºi eÐnai mh arnhtik�). Sunep¸c

d(¹, º) =
1

2

r∑

i=1

∣¹i − ºi∣ ≤ 1

2

r∑

i=1

¹i +
1

2

r∑

i=1

ºi = 1.

L mma 4.1. An h Q := [qij ], i, j = 1, 2, . . . , r eÐnai ènac stoqastikìc pÐnakac, tìte
2Mia sun�rthsh apìstashc an�mesa se dÔo opoiad pote stoiqeÐa enìc sunìlou E eÐnai mÐa sun�rthsh

d : E × E −→ [0,∞) h opoÐa ikanopoieÐ tic sunj kec

d1. d(x, y) = 0 an kai mìno an x = y.

d2. d(x, y) = d(y, x) gia k�je x, y ∈ E .

d3. (Trigwnik  anisìthta) d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z) gia k�je x, y, z ∈ E .

Sthn perÐptwsh mac to sÔnolo E eÐnai to sÔnolo ìlwn twn dianusm�twn {¹ = [¹1, . . . , ¹r] : ¹i ≥
0, gia i = 1, 2, . . . , r kai

∑r
i=1 ¹i = 1}. EÐnai eÔkolo na diapist¸soume ìti h sun�rthsh apìstashc tou ori-

smoÔ 4.7 ikanopoieÐ tic treic parap�nw sunj kec.



a) d(¹Q, ºQ) ≤ d(¹, º)

b) An ìla ta stoiqeÐa tou pÐnaka, qij ≥ ®, tìte d(¹Q, ºQ) ≤ (1− ®)d(¹, º).

Apìdeixh a) H sunistamènh j tou dianÔsmatoc gramm c ¹Q, to opoÐo sumbolÐzoume me
(¹Q)j =

∑r
i=1 ¹iqij , kai antÐstoiqa (ºQ)j =

∑r
i=1 ºiqij . Epomènwc qrhsimopoi¸ntac thn

(4.31),

d(¹Q, ºQ) =
r∑

j=1

Ã
r∑

i=1

(¹i − ºi)qij

)+

≤
r∑

i=1

r∑

j=1

(¹i − ºi)
+qij

=
r∑

i=1

(¹i − ºi)
+

r∑

j=1

qij1(¹i > ºi) ≤
r∑

i=1

(¹i − ºi)
+ (4.33)

= d(¹, º) (4.34)

to opoÐo apodeiknÔei to pr¸to skèloc tou l mmatoc.

b) ParathroÔme ìti den mporoÔme na èqoume ¹i > ºi gia k�je i ∈ {1, 2, . . . , r}, diaforetik�
1 =

∑r
i=1 ¹i >

∑r
i=1 ºi = 1 to opoÐo eÐnai �topo. Sunep¸c merikoÐ apì touc ìrouc 1(¹i > ºi)

èqoun thn tim  0 kai epomènwc
∑r

i=1 1(¹i > ºi)qij ≤ 1 − ®. Ap' aut  thn anisìthta kai tic
anisìthtec (4.34) prokÔptei h b).

'Estw ¹(0) mia katanom  sto S kai ¹(n) = ¹(0)Pn. Ja deÐxoume ìti h ¹(n) eÐnai akoloujÐa
Cauchy.

Je¸rhma 4.7. 'Estw alusÐda Markov me Pij > 0 gia k�je i, j ∈ S . Tìte d(¹(n), ¹(n+k)) →
0 ìtan n, k → ∞.

Apìdeixh:

d(¹(n), ¹(n+k)) = d(¹(0)Pn, ¹(0)Pn+k) ≤ (1− ®)d(¹(0)Pn−1, ¹(0)Pn+k−1)

≤ ⋅ ⋅ ⋅ ≤ (1− ®)nd(¹(0), ¹(0)P k) ≤ (1− ®)n ⋅ 1 → 0

Epomènwc h akoloujÐa ¹(n) = ¹(0)Pn eÐnai Cauchy kai kat� sunèpeia sugklÐnei. Jètoume
¼ := limn→∞ ¹(n). Tìte

¼P = lim
n→∞¹(n)P = lim

n→∞¹(n+1) = ¼

to opoÐo shmaÐnei ìti h ¼ ikanopoieÐ tic st�simec exis¸seic. Ja deÐxoume sth sunèqeia ìti h
lÔsh aut  twn st�simwn exis¸sewn eÐnai monadik . Ac upojèsoume ìti up�rqei kai mia deÔterh
lÔsh, ¼′ = ¼′P . Tìte

d(¼, ¼′) = d(¼Pn, ¼′Pn) ≤ (1− ®)nd(¼, ¼′) ≤ (1− ®)n → 0.

Sunep¸c d(¼, ¼′) = 0 to opoÐo shmaÐnei ìti ¼ = ¼′.

Eqoume loipìn apodeÐxei ìti to ìrio limn→∞ ¹(0)Pn eÐnai h monadik  lÔsh thc ¼ = ¼P

kai ìti den exart�tai apì thn arqik  katanom  ¹(0). 'Otan ¹(0) = (

i−1︷ ︸︸ ︷
0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) tìte

¹(0)Pn = (Pn
i1, P

n
i2, . . . , P

n
ir) kai Pn

ij → ¼j .



Par�deigma 4.11. 'Estw Xn alusÐda Markov me q¸ro katast�sewn {0, 1, 2} kai pÐnaka pija-
not twn met�bashc

P =

⎡
⎣
1/3 1/3 1/3
1/4 1/2 1/4
1/6 1/3 1/2

⎤
⎦

Na eurejeÐ h st�simh katanom .

LÔsh: To sÔsthma ¼ = ¼P dÐnei tic exis¸seic

¼0 =
¼0
3

+
¼1
4

+
¼2
6

(4.35)

¼1 =
¼0
3

+
¼1
2

+
¼2
3

(4.36)

¼2 =
¼0
3

+
¼1
4

+
¼2
2

(4.37)

MÐa apì autèc tic exis¸seic eÐnai peritt  kai ja prèpei na antikatastajeÐ apì thn exÐswsh
kanonikopoÐhshc

¼0 + ¼1 + ¼2 = 1.

Pollaplasi�zontac thn (4.35) epÐ 2 kai afair¸ntac thn apì thn (4.36) apaleÐfoume to ¼2 kai
paÐrnoume thn sqèsh ¼1 = 5¼0

3 . Antikajist¸ntac aut  th sqèsh sthn (4.35) prokÔptei ìti
¼2 =

3¼0
2 . Sunep¸c, apì thn sqèsh kanonikopoÐhshc èqoume ¼0 + 5¼0

3 + 3¼0
2 = 1   ¼0 =

6
25 ki'

ètsi ¼1 = 2
5 kai 9

25 . Kat� thn epÐlush tou sust matoc den qrhsimopoi same thn (4.37).

Ja oloklhr¸soume thn an�lush twn st�simwn exis¸sewn miac an�gwghc, aperiodik c
alusÐdac Markov me to ex c je¸rhma.

Je¸rhma 4.8. Se mia an�gwgh, aperiodik  alusÐda h katanom  isorropÐac eÐnai austhr�
jetik , dhlad  ¼i > 0 ∀i ∈ S . An ¹ii := EiTi sumbolÐzei ton mèso qrìno epistrof c sthn
kat�stash i tìte

¼i =
1

¹ii
(4.38)

Prin thn apìdeixh autoÔ tou jewr matoc ja qreiastoÔme to ex c

L mma 4.2. 'Estw {an}, n = 0, 1, 2, . . ., mia pragmatik  akoloujÐa me ìrio a. Tìte

(i) gia k�je z ∈ (−1, 1) h dunamoseir� f(z) =
∑∞

n=0 anz
n sugklÐnei kai

(ii) isqÔei ìti

a = lim
z→1

(1− z)

∞∑

n=0

anz
n (4.39)

Apìdeixh L mmatoc (i) Gia k�je z ∈ (−1, 1) up�rqei r tètoio ¸ste ∣z∣ < r < 1. AfoÔ h
akoloujÐa {an} sugklÐnei sto a eÐnai fragmènh, dhlad  up�rqei M > 0 tètoio ¸ste ∣an∣ < M

gia k�je n ∈ ℕ. Sunep¸c ∣anzn∣ < Mrn kai afoÔ
∑∞

n=0Mrn = M
1−r < ∞, epomènwc h

f(z) =
∑∞

n=1 anz
n sugklÐnei.



(ii) ParathroÔme ìti gia k�je z ∈ (−1, 1) isqÔei h tautìthta (1 − z)
∑∞

n=0 z
n = 1.

Sunep¸c, prokeimènou na apodeÐxoume thn (4.39) arkeÐ na deÐxoume ìti

lim
z→1

(1− z)
∞∑

n=0

(an − a) zn = 0 (4.40)

All� gia k�je ² > 0 up�rqei n0 tètoio ¸ste ∣an − a∣ < ²/2 ìtan n ≥ n0. EpÐshc, afoÔ h
∣an∣ < M gia k�je n ∈ ℕ, ∣an − a∣ < 2M gia k�je n. Sunep¸c èqoume ìti, ìtan 0 < z < 1,

(1− z)
∞∑

n=0

(an − a) zn ≤ (1− z)

n0−1∑

n=0

∣an − a∣ zn + (1− z)
∞∑

n=n0

²

2
zn

≤ 2Mn0(1− z) +
²

2
.

Epomènwc, ìtan 1 > z > 1− ²
4n0M

, to dexÐ mèloc thc anisìthtac gÐnetai mikrìtero apì ².

Apìdeixh tou jewr matoc: Apì to basikì je¸rhma sÔgklishc èqoume ìti to ìrio
limn→∞ Pn

ii up�rqei kai eÐnai Ðso me ¼i. Sunep¸c arkeÐ na deÐxoume ìti ¼i = 1/¹ii > 0 ìtan h
i eÐnai jetik  epanalhptik . Afair¸ntac thn posìthta 1

¹ii(1−z) =
1
¹ii

∑∞
n=0 z

n apì thn sqèsh
(4.12), prokÔptei h

Pii(z)− 1

¹ii

∞∑

n=0

zn =
1

1− Fii(z)
− 1

¹ii(1− z)

  isodÔnama, lamb�nontac up' ìyin ìti Pii(z) =
∑∞

n=0 P
n
iiz

n, h

(1− z)
∞∑

n=0

(
Pn
ii −

1

¹ii

)
zn =

1− z

1− Fii(z)
− 1

¹ii
(4.41)

An af soume t¸ra z → 1 sthn (4.41) parathroÔme ìti to dexiì mèloc èqei thn aprosdiìri-
sth morf  0

0 ef�oson Fii(1) = fii = 1 (upenjumÐzoume ìti k�je kat�stash sthn alusÐda eÐnai
jetik� epanalhptik ). Efarmìzontac ton kanìna tou de l’Hôpital blèpoume ìti

lim
z→1

1− z

1− Fii(z)
= lim

z→1

−1

− d
dzFii(z)

=
1

F ′
ii(1)

=
1

¹ii
.

Apì ta parap�nw prokÔptei ìti ìtan z → 1 to dexÐ mèloc thc (4.41) tÐnei sto mhdèn. Sunep¸c
to Ðdio isqÔei kai gia to aristerì, dhlad 

lim
z→1

(1− z)

∞∑

n=0

(
Pn
ii −

1

¹ii

)
zn = 0. (4.42)

All� apì to basikì je¸rhma sÔgklishc èqoume ìti limn→∞ Pn
ii = ¼i kai sunep¸c apì to

prohgoÔmeno l mma èqoume

lim
z→1

(1− z)
∞∑

n=0

(
Pn
ii −

1

¹ii

)
zn = ¼i − 1

¹ii
. (4.43)

SugkrÐnontac tic (4.42), (4.43) prokÔptei ìti ¼i = 1
¹ii

> 0.



Sq ma 4.13:

Par�deigma 4.12. Ac exet�soume thn akìloujh alusÐda Markov {(Katastrof  tou paÐkth}):

P =

⎡
⎢⎢⎣

1 0 0 0
1
2 0 1

2 0
0 1

2 0 1
2

0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎦

EÐnai safèc ìti h alusÐda aut  eÐnai diaqwrÐsimh me treic kl�seic isodunamÐac, {0}, {3}
kai {1, 2, }. Oi dÔo pr¸tec kl�seic eÐnai epanalhptikèc (kai m�lista aporrofhtikèc) en¸ h
teleutaÐa eÐnai metabatik . Oi metabatikèc katast�seic èqoun perÐodo 2. Dedomènou ìti h
alusÐda eÐnai diaqwrÐsimh den perimènoume to sÔsthma pou dÐnei tic st�simec pijanìthtec na
èqei monadik  lÔsh. Pr�gmati, oi st�simec pijanìthtec prokÔptoun apì tic exis¸seic ¼ = ¼P

pou sthn perÐptws  mac eÐnai

¼0 = ¼0 +
1

2
¼1

¼1 =
1

2
¼2

¼2 =
1

2
¼1

¼3 =
1

2
¼2 + ¼3

mazÐ me thn exÐswsh kanonikopoÐhshc

¼0 + ¼1 + ¼2 + ¼3 = 1

Apì tic parap�nw exis¸seic prokÔptei h lÔsh ¼1 = ¼2 = 0 kai ta ¼0, ¼3 eÐnai aprosdiìrista
all� prèpei na ikanopoioÔn thn sqèsh ¼0 + ¼3 = 1. Epomènwc mporoÔme na gr�youme

[¼0, ¼1, ¼2, ¼3] = [®, 0, 0, 1− ®] ìpou 0 ≤ ® ≤ 1. (4.44)

Up�rqei dhlad  en prokeimènw mÐa apeirÐa lÔsewn, afoÔ to ® eÐnai aujaÐreto. ParathreÐste
ìti h oriak  sumperifor� thc alusÐdac Markov exart�tai apì thn arqik  sunj kh. An h
arqik  katanom  eÐnai h [1, 0, 0, 0] tìte h alusÐda ja parameÐnei gia p�nta sthn kat�stash
0, en¸ an eÐnai h [0, 0, 0, 1] tìte ja parameÐnei gia p�nta sthn kat�stash 3. An h arqik 
katanom  eÐnai h [0.3, 0, 0, 0.7] tìte h alusÐda ja parameÐnei s�ut  thn katanom . ('Olec
autèc oi katanomèc èqoun thn morf  thc genik c lÔshc (4.44) kai sunep¸c eÐnai st�simec



katanomèc.) To genikìtero er¸thma pou prokÔptei t¸ra eÐnai to ex c: Gia k�poia aujaÐreth
arqik  katanom  [¹0, ¹1, ¹2, ¹3] poia eÐnai h tim  tou orÐou limn→∞ P (Xn = i)?

'Enac trìpoc na apant soume to parap�nw er¸thma eÐnai upologistikìc: ArkeÐ na broÔme
to ìrio tou pÐnaka Pn ìtan to n → ∞. O pÐnakac met�bashc deÔterhc kai trÐthc t�xhc
dÐnontai apì

P 2 =

⎡
⎢⎢⎣

1 0 0 0
1
2

1
4 0 1

4
1
4 0 1

4
1
2

0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎦ P 3 =

⎡
⎢⎢⎣

1 0 0 0
5
8 0 1

8
1
4

1
4

1
8 0 5

8
0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎦

kai genik� o pÐnakac met�bashc n bhm�twn (met� apì pr�xeic, qrhsimopoi¸ntac to prìgramma
Mathematica) dÐnetai apì

Pn =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0

2
3 − (− 1

2)
n
+3 ( 1

2)
n

6
(− 1

2)
n
+( 1

2)
n

2

−(− 1
2)

n
+( 1

2)
n

2
1
3 +

(− 1
2)

n−3 ( 1
2)

n

6

1
3 +

(− 1
2)

n−3 ( 1
2)

n

6

−(− 1
2)

n
+( 1

2)
n

2
(− 1

2)
n
+( 1

2)
n

2
2
3 − (− 1

2)
n
+3 ( 1

2)
n

6

0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Apì thn parap�nw èkfrash blèpoume ìti

lim
n→∞Pn =

⎡
⎢⎢⎣

1 0 0 0
2
3 0 0 1

3
1
3 0 0 2

3
0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎦

Sunep¸c

lim
n→∞ [P (Xn = 0), P (Xn = 1), P (Xn = 2), P (Xn = 3)] = lim

n→∞(¹0, ¹1, ¹2, ¹3)P
n

= (¹0, ¹1, ¹2, ¹3) lim
n→∞Pn = (¹0, ¹1, ¹2, ¹3)

⎡
⎢⎢⎣

1 0 0 0
2
3 0 0 1

3
1
3 0 0 2

3
0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎦

=

[
¹0 +

2

3
¹1 +

1

3
¹2, 0, 0, ¹3 +

2

3
¹2 +

1

3
¹1

]
.

H parap�nw èkfrash mac dÐnei thn pijanìthta thc {telik c jèshc} tou swmatidÐou an h arqik 
jèsh dÐnetai apì thn katanom  ¹.

4.9 Dipl� Stoqastikèc AlusÐdec Markov

Orismìc 4.9. Mia alusÐda onom�zetai dipl� stoqastik  an, gia k�je j sto q¸ro katast�-
sewn S ,

∑
i∈S Pij = 1.



Me �lla lìgia mia alusÐda eÐnai dipl� stoqastik  ìtan ìqi mìnon ìlec oi grammèc all� kai
ìlec oi st lec tou pÐnaka pijanot twn met�bashc ajroÐzontai sthn mon�da. H sumperifor�
twn dipl� stoqastik¸n alusÐdwn eÐnai idiaÐtera apl . IsqÔei m�lista to ex c je¸rhma.

Je¸rhma 4.9. H st�simh katanom  miac adiaq¸risthc dipl� stoqastik c alusÐdac Markov

me peperasmèno arijmì katast�sewn, S = {1, 2, . . . , r} eÐnai h omoiìmorfh katanom , dhlad 
h monadik  lÔsh tou sust matoc ¼j =

∑r
i=1 ¼iPij , mazÐ me tic exis¸seic kanonikopoÐhshc

eÐnai h ¼i =
1
r , i = 1, 2, . . . , r.

Apìdeixh: To gegonìc ìti sÔsthma pou dÐnei tic st�simec pijanìthtec èqei monadik  lÔsh
eÐnai sunèpeia tou basikoÔ oriakoÔ jewr matoc gia adiaq¸ristec alusÐdec. Sunep¸c, an
diapist¸soume ìti h omoiìmorfh katanom  apoteleÐ lÔsh tou sust matoc mporoÔme na eÐmaste
bèbaioi ìti eÐnai kai h monadik . Pr�gmati

1

r
=

r∑

i=1

1

r
Pij ⇐⇒ 1 =

r∑

i=1

Pij ∀j.

H teleutaÐa aut  sqèsh isqÔei ìmwc apì ton orismì thc dipl� stoqastik c alusÐdac kai
sunep¸c h omoiìmorfh katanom  ikanopoieÐ tic st�simec exis¸seic.

4.10 H Genik  DiadikasÐa Genn sewn-Jan�twn

H st�simh katanom  pijanìthtac ¼ dÐnetai apì th sqèsh ¼ = ¼P ,   analutik�

[¼0, ¼1, ¼2, . . .] = [¼0, ¼1, ¼2, . . .]

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

r0 p0 0 0 0 0 0 0
q1 r1 p1 0 0 0 0 0
0 q2 r2 p2 0 0 0 0
0 0 q3 r3 p3 0 0 0
0 0 0 q4 r4 p4 0 0

. . . . . . . . .

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

apì thn opoÐa prokÔptei to sÔsthma exis¸sewn

¼0 = ¼0r0 + ¼1q1

¼1 = ¼0p0 + ¼1r1 + ¼2q1

¼2 = ¼1p2 + ¼2r2 + ¼3q2
...

¼n = ¼n−1pn−1 + ¼nrn + ¼n+1qn+1 (4.45)
...

Oi (4.45) onom�zontai epÐshc kai {sÔsthma exis¸sewn olik c isorropÐac}. Oi exis¸seic autèc
mporoÔn na epilujoÔn kai mazÐ me thn sunj kh kanonikopoÐhshc

∑∞
i=0 ¼i = 1 na broÔme tic

st�simec pijanìthtec thc alusÐdac. Up�rqei ìmwc sthn sugkekrimènh perÐptwsh kai èna



aploÔstero sÔsthma exis¸sewn me thn Ðdia lÔsh, to opoÐo ja exet�soume sth sunèqeia. Ac
fantastoÔme mia noht  gramm  h opoÐa diaqwrÐzei to sÔnolo twn katast�sewn se dÔo tm mata,
stic katast�seic {0, 1, 2, . . . , n} kai stic katast�seic {n + 1, n + 2, n + 3, . . .}. 'Estw Uk o
arijmìc twn for¸n pou to swmatÐdio diasqÐzei thn noht  gramm  apì dexi� proc ta arister� kai
Dk o arijmìc twn for¸n pou to swmatÐdio diasqÐzei th gramm  apì ta arister� proc ta dexi�
mèsa sto qronikì di�sthma [0, k]. ParathreÐste ìti ∣Uk−Dk∣ ≤ 1 giatÐ to swmatÐdio den eÐnai
dunatìn na diasqÐsei th gramm  duo forèc proc thn Ðdia kateÔjunsh sth seir�. Diair¸ntac
me k kai paÐrnontac to ìrio ìtan k → ∞,

0 ≤ lim
k→∞

∣Uk −Dk∣
k

≤ lim
k→∞

1

k
= 0

kai epomènwc

lim
k→∞

Uk

k
= lim

k→∞
Dk

k

dhlad  o rujmìc me ton opoÐo h alusÐda metabaÐnei apì to n sto n+1 kai epomènwc diasqÐzei
th gramm  apì ta arister� proc ta dexi� eÐnai Ðsoc me ton rujmì me ton opoÐo h alusÐda
metabaÐnei apì to n+ 1 sto n (diasqÐzontac th gramm  apì ta dexi� proc ta arister�). All�

lim
k→∞

Uk

k
= ¼npn kai lim

k→∞
Dk

k
= ¼n+1qn+1

kai sunep¸c èqoume tic exis¸seic

¼npn = ¼n+1qn+1 n = 0, 1, 2, . . . (4.46)

H lÔsh touc eÐnai aploÔstath: Gr�fontac tic exis¸seic sth seir�

¼0p0 = ¼1q1

¼1p1 = ¼2q2

¼2p2 = ¼3q3
...

¼n−2pn−2 = ¼n−1qn−1

¼n−1pn−1 = ¼nqn

kai pollaplasi�zontac kat� mèlh prokÔptei ìti

¼n = ¼0
p0p1 ⋅ ⋅ ⋅ pn−2pn−1

q1q2 ⋅ ⋅ ⋅ qn−1qn
, n = 1, 2, . . . . (4.47)

O prosdiorismìc thc ¼0 gÐnetai mèsw twn exis¸sewn kanonikopoÐhshc, dhlad 

¼0

Ã
1 +

∞∑

n=1

p0p1 ⋅ ⋅ ⋅ pn−2pn−1

q1q2 ⋅ ⋅ ⋅ qn−1qn

)
= 1

 

¼0 =
1

1 +
∑∞

n=1
p0p1⋅⋅⋅pn−2pn−1

q1q2⋅⋅⋅qn−1qn

(4.48)



Sq ma 4.14:

ef' ìson h �peirh seir�
∞∑

j=1

j∏

i=1

pi−1

qi
(4.49)

èqei peperasmèno �jroisma. S' aut  thn perÐptwsh oi st�simec pijanìthtec dÐnontai apì th
sqèsh

¼n =

∏n
i=1

pi−1

qi

1 +
∑∞

j=1

∏j
i=1

pi−1

qi

, n = 1, 2, . . . (4.50)

An h seir� èqei �peiro �jroisma tìte ìlec oi katast�seic thc alusÐdac eÐnai metabatikèc kai
oi st�simec pijanìthtec den up�rqoun.

Par�deigma 4.13 (DiadikasÐa genn sewn-jan�twn me stajeroÔc suntelestèc). 'Estw pn = p,
qn = q, rn = r gia k�je n ≥ 1. H mình upìjesh pou k�noume proc to parìn gia ta p0, r0
eÐnai bèbaia ìti eÐnai mh arnhtik� kai ajroÐzontai sth mon�da. Apì tic (4.47) prokÔptei ìti

¼n = ¼0
p0
q

(
p

q

)n−1

, n = 1, 2, . . . .

An upojèsoume ìti p < q tìte h seir� (4.49) sugklÐnei kai isoÔtai me p0
q

∑∞
j=1

(
p
q

)j−1
= p0

q−p .
Epomènwc, ìtan p < q, h alusÐda aut  èqei thn st�simh katanom 

¼0 =
q − p

q − p+ p0

¼n =
p0

q − p+ p0

(
1− p

q

)(
p

q

)n−1

n = 1, 2, . . . .

h opoÐa eÐnai genikeumènh gewmetrik . An bèbaia p > q tìte ìlec oi katast�seic eÐnai meta-
batikèc kai h alusÐda den èqei st�simh katanom . Tèloc, an p = q, mporeÐ kaneÐc na deÐxei
ìti ìlec oi katast�seic eÐnai mhdenikèc epanalhptikèc kai epomènwc ìti kai p�li den up�rqei
st�simh katanom .

Sthn perÐptwsh pou p0 = p, r0 = 1− p, h st�simh katanom  gÐnetai gewmetrik :

¼n =

(
1− p

q

)(
p

q

)n

n = 0, 1, 2, . . . .



Par�deigma 4.14. 'Estw pn = p/(n+1), qn = q, rn = 1−q− p
n+1 gia k�je n, ìpou upojètoume

ìti ta p > 0 kai q > 0 eÐnai tètoia ¸ste p + q < 1. S' aut  thn perÐptwsh h (4.47) dÐnei thn
sqèsh ¼n = ¼0

pn

qnn! kai sunep¸c h seir� (4.49) paÐrnei thn morf 

∞∑

j=1

1

j!

(
p

q

)j

= ep/q − 1

kai eÐnai p�nta peperasmènh (gia opoiesd pote timèc tou p kai q). H st�simh katanom  eÐnai
Poisson:

¼n =
1

n!
½ne−½, n = 0, 1, 2, . . . .

Par�deigma 4.15 (AlusÐda Ehrenfest). Ac upojèsoume ìti rn = 0 ∀n, kai ìti pn = N−n
N ,

qn = n
N , gia n = 0, 1, . . . , N , �llwc pn = qn = 0. Ousiastik� o q¸roc katast�sewn

periorÐzetai t¸ra sto sÔnolo {0, 1, . . . , N}. Apì tic (4.47) prokÔptei ìti

¼n = ¼0
N(N − 1)(N − 2) ⋅ ⋅ ⋅ (N − n+ 1)

1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ ⋅ ⋅n = ¼0
N !

(N − n)!n!

= ¼0

(
N

n

)
, n = 0, 1, . . . , N.

H ¼0 prosdiorÐzetai apì th sqèsh kanonikopoÐhshc ¼0
∑N

n=0

(
N
n

)
= 1. 'Omwc to �jroisma∑N

n=0

(
N
n

)
eÐnai Ðso me (1 + 1)N = 2N . Sunep¸c ¼0 = 2−N kai h st�simh katanom  dÐnetai

apì th sqèsh

¼n =

(
N

n

)
2−N , n = 0, 1, 2, . . . , N,

eÐnai dhlad  diwnumik .

Par�deigma 4.16 (Prìtupo di�qushc Bernoulli-Laplace). H alusÐda tou paradeÐgmatoc 4.3
blèpoume ìti eÐnai epÐshc mia diadikasÐa genn sewn-jan�twn me paramètrouc rn = 2(N−n)

N2 ,
pn =

(
N−n
N

)2, qn =
(
n
N

)2 gia n = 0, 1, 2, . . . , N kai rn = pn = qn = 0 gia ìlec tic �llec
timèc, dhlad  kai p�li mia diadikasÐa me peperasmèno q¸ro katast�sewn. Efarmìzontac mia
akìmh for� thn (4.47) èqoume

¼n = ¼0
N2(N − 1)2(N − 2)2 . . . (N − n+ 1)2

12 ⋅ 22 ⋅ 32 ⋅ ⋅ ⋅n2
= ¼0

(
N !

(N − n)!n!

)2

= ¼0

(
N

n

)2

.

H exÐswsh kanonikopoÐhshc dÐnei ¼0
∑N

n=0

(
N
n

)2
= 1 kai apì aut n ja upologÐsoume to ¼0.

Pr¸ta ja ekfr�soume to �jroisma se pio sumpag  morf . Dedomènou ìti
(
N
n

)
=

(
N

N−n

)
to

�jroisma gr�fetai kai wc
N∑

n=0

(
N

n

)(
N

N − n

)
=

(
2N

N

)
. (4.51)

H teleutaÐa aut  isìthta dikaiologeÐtai me to ex c sunduastikì epiqeÐrhma. Ac upologÐsoume
ìlec tic dunatèc om�dec N atìmwn pou mporoÔn na epilegoÔn apì èna sÔnolo 2N anjr¸pwn,



N andr¸n kai N gunaik¸n. 'Enac trìpoc na k�noume ton upologismì eÐnai na agno soume to
fÔlo kai na suneidhtopoi soume ìti prìkeitai apl¸c gia epilog  N stoiqeÐwn apì èna sÔnolo
me 2N stoiqeÐa. Autì dÐnei to dexiì mèloc thc (4.51). O �lloc trìpoc eÐnai na prosdiorÐsoume
pr¸ta pìsouc �ndrec ja èqei h om�da pou ja dialèxoume. An èqei n �ndrec tìte ja prèpei
na èqei N − n gunaÐkec kai

(
N
n

)(
N

N−n

)
ja eÐnai o sunolikìc arijmìc twn om�dwn me n �ndrec.

O sunolikìc arijmìc om�dwn, anexart twc tou arijmoÔ twn andr¸n pou perièqoun, dÐnetai
loipìn apì to aristerì mèloc thc exÐswshc. 'Etsi, h (4.51) prokÔptei metr¸ntac me dÔo
diaforetikoÔc trìpouc to Ðdio pl joc om�dwn.

Apì ta parap�nw eÐnai safèc ìti ¼0 = 1

(2NN )
kai epomènwc h st�simh katanom  èqei thn

morf 

¼n =

(
N
n

)2
(
2N
N

) =

(
N
n

)(
N

N−n

)
(
2N
N

) , n = 0, 1, 2, . . . , N,

eÐnai dhlad  upergewmetrik .

4.11 Mèsoc qrìnoc met�bashc metaxÔ katast�sewn

'Estw ¹ij o mèsoc qrìnoc met�bashc apì mÐa kat�stash i se mia �llh j (ìtan i = j tìte
ennooÔme to qrìno epistrof c sthn kat�stash j). Oi posìthtec autèc sundèontai me tic
sqèseic

¹ij = 1 +
∑

k ∕=j

Pik¹kj ìtan j ∕= i.

¹jj = 1 +
∑

k ∕=j

Pjk¹kj .

O mèsoc qrìnoc epistrof c sthn kat�stash j mporeÐ na upologisjeÐ kai kateujeÐan apì to
je¸rhma 4.5 an eÐnai gnwst  h st�simh katanom :

¹jj =
1

¼j
.

Jewr¸ntac thn kat�stash j stajer  kai thn i metablht  èqoume èna grammikì sÔsthma apì
thn epÐlush tou opoÐou prokÔptoun oi �gnwstoi ¹ij .

Gia par�deigma ac upologÐsoume ton mèso qrìno met�bashc apì thn kat�stash 1 sthn
kat�stash 5 ston gr�fo thc paragr�fou 4.9. Gr�fontac mi antÐ gia ¹i5 èqoume to sÔsthma

m1 = 1 + 1
3m2 + 1

3m3 + 1
3m4

m2 = 1 + 1
3m1 + 1

3m3 + 1
3m4

m3 = 1 + 1
3m1 + 1

3m2

m4 = 1 + 1
3m1 + 1

3m2

(4.52)

H lÔsh tou sust matoc eÐnai apl : afair¸ntac thn deÔterh exÐswsh apì thn pr¸th blèpoume
ìti m1 = m2 kai ìmoia, apì thn trÐth kai thn tètarth prokÔptei ìti m3 = m4. 'Etsi prokÔptei



ìti m1 = m2 = 7.5 kai m3 = m4 = 6. Sunep¸c qrei�zontai kat� mèson ìro 7.5 b mata gia
na metaboÔme apì thn kat�stash 1 sthn 5.

San èna deÔtero par�deigma ac exet�soume thn alusÐda Ehrenfest me 6 sfairÐdia. O q¸roc
katast�sewn s' aut  thn perÐptwsh eÐnai S = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} kai o pÐnakac pijanot twn
met�bashc eÐnai

P =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0 0 0 0
1/6 0 5/6 0 0 0 0
0 2/6 0 4/6 0 0 0
0 0 3/6 0 3/6 0 0
0 0 0 4/6 0 2/6 0
0 0 0 0 5/6 0 1/6
0 0 0 0 0 1 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

H st�simh katanom  eÐnai

¼i =
1

64

(
6

i

)
gia i = 0, 1, . . . , 6.

Ac upologÐsoume ton mèso qrìno met�bashc sthn kat�stash 0 apì thn kat�stash 6. Jètontac
mi := ¹i0 gia i = 1, 2, . . . , 6 èqoume to sÔsthma

m1 = 1 + 5
6m2

m2 = 1 + 2
6m1 + 4

6m3

m3 = 1 + 3
6m2 + 3

6m4

m4 = 1 + 4
6m3 + 2

6m5

m5 = 1 + 5
6m4 + 1

6m6

m6 = 1 + m5

(4.53)

To sÔsthma autì dÐnei

m1 = 63, m2 = 742
5 , m3 = 783

5 , m4 = 804
5 , m5 = 821

5 , m6 = 831
5 .

O qrìnoc pr¸thc epanìdou sto 0 mporeÐ na upologisjeÐ apì thn sqèsh

¹00 = 1 + ¹10 = 1 +m1 = 64.

EpishmaÐnoume ìmwc ìti up�rqei aploÔsteroc trìpoc pou den apaiteÐ thn epÐlush tou su-
st matoc (4.53), upì thn proôpìjesh ìti èqoume upologÐsei thn st�simh katanom . Apì to
je¸rhma 4.5 èqoume ¹00 =

1
¼0

= 1
1
64(

6
0)

= 64.



Sq ma 4.15: AlusÐda Markov me dÔo katast�seic

Sq ma 4.16:

4.12 Ask seic

΄Ασκηση 4.1. ΄Εστω ότι οι τυχαίες μεταβλητές {Xn}, n = 0, 1, 2, . . ., ακολουθούν μια διαδικασίαMarkov
με δύο καταστάσεις και διάγραμμα μετάβασης που

1) Ποιος είναι ο πίνακας πιθανοτήτων μετάβασης και η στάσιμη κατανομή της αλυσίδας

2) ΄Εστω ότι, με πιθανότητα 1, X0 = 1. Να ευρεθεί η κατανομή της τυχαίας μεταβλητής S3 :=
X1 +X2 +X3.

3) Ποιος είναι ο μέσος χρόνος μέχρι να παρατηρήσουμε δύο διαδοχικές μονάδες;

΄Ασκηση 4.2. ΄Εστω αλυσίδα Markov με διάγραμμα μετάβασης που δίνεται στο σχήμα 4.16

όπου ® ∈ (0, 1).

1) Να κατατάξετε τις καταστάσεις της αλυσίδας αυτής.

2) Να ευρεθεί η πιθανότητα απορρόφησης στην κατάσταση 4 όταν το αρχικό σημείο εκκίνησης είναι
η κατάσταση 2 σαν συνάρτηση του ®.

3) ΄Εστω m2 ο μέσος χρόνος απορρόφησης (είτε στην κατάσταση 0 είτε στην 1, δηλαδή ο «μέσος
χρόνος που διαρκεί το παιχνίδι») ξεκινώντας από την κατάσταση 2. Ποια είναι η τιμή του ® που
μεγιστοποιεί τον m2 σαν συνάρτηση του ®;



΄Ασκηση 4.3. ΄Εστω αλυσίδα Markov με χώρο καταστάσεων S = {0, 1, 2} και πίνακα πιθανοτήτων
μετάβασης

P =

⎡
⎣

1/2 0 1/2
1/2 1/2 0
0 1 0

⎤
⎦

Είναι η αλυσίδα μη διαχωρίσιμη; Να ευρεθεί η στάσιμη κατανομή. Ξεκινώντας από την κατάσταση 0
ποιος είναι ο μέσος χρόνος μέχρι να φθάσουμε στην κατάσταση 2;

΄Ασκηση 4.4. ΄Εστω »n, n = 1, 2, . . . , τα αποτελέσματα διαδοχικών ρίψεων ενός ζαριού (δηλαδή τα »i εί-
ναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές, ομοιόμορφα κατανεμημένες πάνω στους ακεραίους {1, 2, 3, 4, 5, 6}).
Ορίζουμε την στοχαστική ανέλιξη {Xn}, n = 0, 1, 2, . . . με βάση τις σχέσεις

X0 = 1, Xn = max{»1, »2, »3, . . . , »n}, n = 1, 2, 3, . . . .

Από τον παραπάνω ορισμό βλέπουμε ότι Xn είναι ο μεγαλύτερος αριθμός που έχουμε φέρει με το ζάρι
μέχρι και την n-οστή ρίψη.

α) Η ανέλιξη {Xn} είναι αλυσίδα Markov με χώρο καταστάσεων το σύνολο {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Εξη-
γείστε με δυο λόγια γιατί.

β) Βρείτε τον πίνακα πιθανοτήτων μετάβασης P και κατατάξτε τις καταστάσεις

γ) Ποιος είναι ο μέσος χρόνος μετάβασης από την κατάσταση 1 μέχρι την κατάσταση 6;

δ) Ποια είναι η διασπορά του χρόνου μετάβασης από την 1 στην 6;

ε) Υπολογίστε τις πιθανότητες Pn
33 = P (Xn = 3∣X0 = 3) και Pn

35 = P (Xn = 5∣X0 = 3). (Ο
πολλαπλασιασμός πινάκων δεν είναι ο μόνος ή ο ευκολότερος τρόπος υπολογισμού.)

΄Ασκηση 4.5. Δίδονται οι πίνακες πιθανοτήτων μετάβασης

P1 =

⎡
⎢⎢⎣

0 0 0 1
0 0 0 1
1
2

1
2 0 0

0 0 1 0

⎤
⎥⎥⎦ , P2 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1/4 3/4 0 0 0
1/2 1/2 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 1/3 2/3 0
1 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

.

α) Κατατάξατε τις καταστάσεις των δύο αλυσίδων Markov με τους παραπάνω πίνακες πιθανοτήτων
μετάβασης.

β) Ποια είναι η στάσιμη κατανομή που αντιστοιχεί στον πίνακα P1;

΄Ασκηση 4.6. ΄Εστω »i, i = 1, 2, 3, . . ., τα αποτελέσματα διαδοχικών ρίψεων ενός τίμιου ζαριού. Θέτουμε
Xn = »1 + »2 + ⋅ ⋅ ⋅ + »n, n = 1, 2, 3, . . .. Ποια είναι η πιθανότητα το Xn (δηλαδή το άθροισμα
των αποτελεσμάτων των διαδοχικών ρίψεων) να είναι πολλαπλάσιο του 3 όταν ο αριθμός ρίψεων είναι
μεγάλος;
(Υπόδειξη: Βρείτε μια αλυσίδα Markov με κατάλληλο χώρο καταστάσεων που να επιτρέπει τον εύκολο
υπολογισμό του ορίου limn→∞ P (Xn είναι πολλαπλάσιο του 3))



΄Ασκηση 4.7. ΄Εστω »n, n = 1, 2, . . . ανεξάρτητες, ισόνομες, ακέραιες τυχαίες μεταβλητές με κατανομή
P (» = k) = ¸k, k = 0, 1, 2, . . .. Ορίζουμε την στοχαστική ανέλιξη {Xn} με βάση τις σχέσεις

X0 = 0, Xn = max{»1, »2, . . . , »n}. (4.54)

Δεδομένου ότι

Xn+1 = max{Xn, »n+1}
διαπιστώνουμε ότι

P (Xn+1 = i∣Xn = j,Xn−1 = j1, Xn−2 = j2, . . .) = P (Xn+1 = i∣Xn = j),

δηλαδή ότι ισχύει η Μαρκοβιανή ιδιότητα. Συνεπώς, η {Xn} είναι αλυσίδα Markov με χώρο καταστά-
σεων S = {0, 1, 2, . . .}.

α) Να ευρεθεί ο πίνακας πιθανοτήτων μετάβασης και να κατατάξετε τις καταστάσεις.

β) Ορίζουμε τις ποσότητες Λj :=
∑j

l=0 ¸l = P (» ≤ j). Δείξτε ότι

P (Xn = j∣X0 = i) = Pn
ij =

⎧
⎨
⎩

Λn
j − Λn

j−1 j > i
Λn
j j = i

0 j < i

Υπόδειξη: Ο καλύτερος τρόπος για τον υπολογισμό της Pn
ij βασίζεται στην σχέση

P (Xn = j∣X0 = i) = P (Xn ≤ j∣X0 =)− P (Xn ≤ j − 1∣X0 = i).

γ) Για μια οποιαδήποτε αλυσίδα Markov της οποίας οι καταστάσεις i και j είναι μεταβατικές ορίζουμε
την ποσότητα Gij :=

∑∞
n=0 P

n
ij η οποία όπως είδαμε είναι πεπερασμένη. Δείξτε ότι Gij είναι η

μέση τιμή του συνολικού αριθμού επισκέψεων της αλυσίδας στην κατάσταση j ξεκινώντας από
την κατάσταση i. Υπολογίστε τον πίνακα Gij για την αλυσίδα Markov που περιγράφεται από την
σχέση (4.54).

δ) Ας υποθέσουμε ότι η αλυσίδα Markov (4.54) βρίσκεται στην κατάσταση j την χρονική στιγμή 0.
Δείξτε ότι ο συνολικός χρόνος παραμονής στην κατάσταση αυτή είναι γεωμετρικά κατανεμημένος.
Συγκεκριμένα, αν Nj :=

∑∞
n=1 1(Xn = j) είναι ο συνολικός αριθμός επισκέψεων στην j (δηλαδή

ο συνολικός χρόνος παραμονής της αλυσίδας σ΄ αυτή την κατάσταση) τότε P (Nj = k∣X0 = j) =
Λk−1
j (1− Λj).

ε) Ας ορίσουμε τώρα τις ποσότητες fij σαν την πιθανότητα να επισκεφθεί κάποτε η αλυσίδα την
κατάσταση j ξεκινώντας από την κατάσταση i. Δείξτε ότι

Gij = ®ij
1

1− Λij
.

Από αυτή την σχέση δείξτε ότι

fij =
P (» = j)

P (» ≥ j)
για j > i.



Sq ma 4.17: Kuklik  alusÐda Markov.

Sq ma 4.18: Di�gramma pou deÐqnei tic jetikèc pijanìthtec met�bashc

΄Ασκηση 4.8. ΄Εστω αλυσίδα Markov με πίνακα πιθανοτήτων μετάβασης P (Το διάγραμμα μετάβασης
δίνεται στο σχήμα 4.17) και ο πίνακας P από την

P =

⎡
⎢⎢⎣

0 p 0 q
q 0 p 0
0 q 0 p
p 0 q 0

⎤
⎥⎥⎦ .

Επαληθεύσατε ότι

P 2 =

⎡
⎢⎢⎣

2pq 0 p2 + q2 0
0 2pq 0 p2 + q2

p2 + q2 0 2pq 0
0 p2 + q2 0 2pq

⎤
⎥⎥⎦ .

Πόσες κλάσεις επικοινωνίας έχουμε σ΄ αυτή την αλυσίδα; Ποια είναι η περίοδος της κάθε κατάστασης;
Ποια είναι η στάσιμη κατανομή; Ποιος είναι ο μέσος χρόνος μετάβασης από την κατάσταση 2 στην 0;

΄Ασκηση 4.9. ΄Εστω αλυσίδα Markov με χώρο καταστάσεων και διάγραμμα όπως φαίνεται στο σχήμα
4.18.

Θεωρούμε ότι όταν υπάρχει βέλος του συνδέει την κατάσταση i με την κατάσταση j το αντίστοιχο
στοιχείο του πίνακα, Pij > 0. Να κατατάξετε τις καταστάσεις τις αλυσίδας και να βρείτε την περίοδό
τους.



΄Ασκηση 4.10. ΄Εστω αλυσίδα Markov με πίνακα πιθανοτήτων μετάβασης

P =

⎡
⎣

®0 ®1 ®2

®2 ®0 ®1

®1 ®2 ®0

⎤
⎦

όπου ®i ≥ 0 και ®0+®1+®2 = 1. Να αποδειχθεί ότι η αλυσίδα αυτή είναι εργοδική αν τουλάχιστον δύο
από τα τρία ®i είναι μεγαλύτερα του μηδενός. Ποια είναι η στάσιμη κατανομή σ΄ αυτή την περίπτωση;

΄Ασκηση 4.11. Θεωρούμε το πρότυπο διάχυσης των Ehrenfest με 3 σφαιρίδια.

α) Να ευρεθούν οι πίνακες P , P 2, P 3.

β) Να ευρεθεί η στάσιμη κατανομή.

γ) Να υπολογισθεί η EiT0 για κάθε i στον χώρο καταστάσεων.

δ) Να ευρεθεί η EiTi για κάθε i.

΄Ασκηση 4.12. ΄Ενας ανθρακωρύχος είναι παγιδευμένος σε μια σκοτεινή σήραγγα με τρεις στενές διό-
δους. Η πρώτη από αυτές οδηγεί πίσω στην σήραγγα μετά από 10 κοπιαστικές ώρες. Η δεύτερη επίσης
οδηγεί στη σήραγγα μετά από 4 ώρες, ενώ η τελευταία οδηγεί στην επιφάνεια μετά από 5 ώρες. Ο
ανθρακωρύχος μέσα στο σκοτάδι και στον πανικό του δεν είναι σε θέση να σκεφτεί ψύχραιμα και κάθε
φορά επιλέγει μία από τις τρεις σήραγγες στην τύχη (ανεξάρτητα αν την έχει επιλέξει και στο παρελθόν).
Πόσες ώρες κατά μέσο όρο θα χρειαστεί ο ανθρακωρύχος μέχρι να φτάσει στην επιφάνεια;

΄Ασκηση 4.13 (΄Ελεγχος αποθεμάτων s − S). Η ζήτηση για ένα είδος κάθε μέρα είναι μια τυχαία
μεταβλητή με τιμές στους φυσικούς αριθμούς, fn, n = 0, 1, 2, . . .. Αρχικά τα αποθέματα είναι S
τεμάχια. ΄Εστω Xn το ύψος των αποθεμάτων στην αρχή της μέρας n και Yn η ζήτηση κατά τη διάρκεια
αυτής της ημέρας. ΄Ετσι

Xn+1 =

{
Xn − Yn όταν Xn − Yn > s
S όταν Xn − Yn ≤ s

΄Οταν στο τέλος της ημέρας τα αποθέματα πέσουν κάτω από το s, γίνεται καινούργια παραγελία μεγέθους
S −Xn έτσι ώστε στην αρχή της επόμενης ημέρας τα αποθέματα αποκαθίστανται στο αρχικό ύψος S.
΄Οταν κάποιο τμήμα της ζήτησης δεν ικανοποιείται άμεσα χάνεται. ΄Εστω ότι η ζήτηση, είναι ισοπίθανα
0, 1, 2, 3, 4, s = 2 και S = 4. Να ευρεθεί η κατανομή της στάθμης των αποθεμάτων κάτω από συνθήκες
στάσιμης λειτουργίας, καθώς και το ποσοστό της ζήτησης που χάνεται.

΄Ασκηση 4.14. Μια γάτα κυνηγάει ένα ποντίκι σε μια αποθήκη με δύο δωμάτια. Αρχικά η γάτα βρίσκεται
στο δωμάτιο 0 και το ποντίκι στο δωμάτιο 1. Το δωμάτιο στο οποίο βρίσκεται η γάτα κάθε χρονική
στιγμή περιγράφεται από μια αλυσίδα Markov με πίνακα πιθανοτήτων μετάβασης P1. (Ο χρόνος είναι
διακριτός.) Το ποντίκι επίσης κινείται σύμφωνα με μια αλυσίδα Markov με πίνακα πιθανοτήτων μετάβα-
σης P2. ΄Οταν η γάτα και το ποντίκι βρεθούν στο ίδιο δωμάτιο, η γάτα το πιάνει και το κυνήγι τελειώνει.
΄Εστω

P1 =

[
0.7 0.3
0.3 0.7

]
και P2 =

[
0.4 0.6
0.6 0.4

]
.



Δείξτε ότι η διαδικασία του κυνηγιού μπορεί να περιγραφεί από μια διαδικασία Markov με τρεις κατα-
στάσεις, υπό την προϋπόθεση ότι δεν μας ενδιαφέρει να ξέρουμε σε ποιο δωμάτιο τελειώνει το κυνήγι.
Βρείτε τον πίνακα πιθανοτήτων μετάβασης αυτής της διαδικασίας και την μέση διάρκεια του κυνηγιού.

΄Ασκηση 4.15. ΄Εστω αλυσίδα Markov με χώρο καταστάσεων τους φυσικούς {0, 1, 2, . . .} και πίνακα
πιθανοτήτων μετάβασης

P =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0 0 0 . . . 0 . . .
1/2 0 1/2 0 0 0 . . . 0 . . .
2/3 0 0 1/3 0 0 . . . 0 . . .
3/4 0 0 0 1/4 0 . . . 0 . . .
...

...
...

...
...

...
...

(n−1)
n 0 0 0 0 0 . . . 1

n . . .
...

...
...

...
...

...
...

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Να δείξετε ότι όλες οι καταστάσεις της αλυσίδας επικοινωνούν μεταξύ τους και να βρείτε την στάσιμη
κατανομή.

΄Ασκηση 4.16. ΄Εστω αλυσίδα Markov με χώρο καταστάσεων τους φυσικούς {0, 1, 2, . . .} και πίνακα
πιθανοτήτων μετάβασης

P =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1/2 1/2 0 0 0 0 . . . 0 . . .
1/3 1/3 1/3 0 0 0 . . . 0 . . .
1/4 1/4 1/4 1/4 0 0 . . . 0 . . .
1/5 1/5 1/5 1/5 1/5 0 . . . 0 . . .
...

...
...

...
...

...
...

1
n

1
n

1
n

1
n

1
n

1
n . . . 1

n . . .
...

...
...

...
...

...
...

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Να δείξετε ότι όλες οι καταστάσεις της αλυσίδας επικοινωνούν μεταξύ τους και να βρείτε την στάσιμη
κατανομή.

΄Ασκηση 4.17. ΄Ενας παρατηρητής σε κάποιο σημείο της εθνικής οδού παρατηρεί ότι ένα στα πέντε επι-
βατικά αυτοκίνητα ακολουθείται από φορτηγό ενώ τρία στα πέντε φορτηγά ακολοθούνται από επιβατικά
αυτοκίνητα. Ποιό είναι το ποσοστό των φορτηγών που κινούνται στο τμήμα αυτό του δρόμου κατά την
διάρκεια των παρατηρήσεων.

΄Ασκηση 4.18. Θεωρείστε τον τυχαίο περίπατο στο διάγραμμα του σχήματος 4.19. ΄Ενας παίκτης κερδίζει
4 μονάδες αν καταλήξει στην κατάσταση 4 και δεν κερδίζει τίποτε αν καταλήξει στην κατάσταση 0.

α) Ποιο είναι το μέσο κέρδος αν υποθέσουμε ότι ο παίκτης ξεκινά από την κατάσταση i = 1, 2, 3;



Sq ma 4.19:

Sq ma 4.20:

β) Ας υποθέσουμε τώρα ότι τα μελλοντικά κέρδη την χρονική στιγμή n έχουν παρούσα αξία ¯n

όπου ο παράγων απόσβεσης είναι ¯ = 0.8. Ποια είναι η παρούσα αξία του μέσου κέρδους σ΄ αυτή
την περίπτωση;

΄Ασκηση 4.19. Θεωρήστε την αλυσίδα Markov με χώρο καταστάσεων το σύνολο {0, 1, 2, 3, . . .} και
διάγραμμα μετάβασης το εικονιζόμενο στο σχήμα 4.20. Παρατηρείστε ότι όλες οι καταστάσεις επικοι-
νωνούν μεταξύ τους. Είναι μεταβατικές ή επαναληπτικές; Αν ισχύει το δεύτερο να υπολογίσετε την
στάσιμη κατανομή.

΄Ασκηση 4.20. ΄Εστω αλυσίδα Markov με χώρο καταστάσεων {0, 1, 2, 3} και πίνακα πιθανοτήτων μετά-
βασης

P =

⎡
⎢⎢⎣

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1/2 1/2 0 0

⎤
⎥⎥⎦

Να δείξετε ότι όλες οι καταστάσεις της αλυσίδας επικοινωνούν μεταξύ τους και να βρείτε την στάσιμη
κατανομή.

΄Ασκηση 4.21. ΄Εστω {Xn;n = 0, 1, 2, . . .} , {Yn;n = 0, 1, 2, . . .}, δύο αλυσίδες Markov με χώρο
καταστάσεων τους ακεραίους, ℤ := {0,±1,±2, . . .}. Είναι η διαδικασία Zn := Xn + Yn υποχρεωτικά
αλυσίδα Markov; Εξηγείστε. Θα αλλάζατε την απάντησή σας αν η {Yn} ήταν όχι απλώς μια διαδικασία
Markov αλλά μια ακολουθία από ανεξάρτητες, ισόνομες τυχαίες μεταβλητές;



΄Ασκηση 4.22. ΄Εστω {Xn}, n = 0, 1, 2, . . ., στοχαστική διαδικασία Markov διακριτού χρόνου με χώρο
καταστάσεων το σύνολο {0, 1, 2, 3, . . .}, και πίνακα πιθανοτήτων μετάβασης

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

p0 p1 p2 p3 . . .
1 0 0 0 . . .
0 1 0 0 . . .
0 0 1 0 . . .
...

...
...

...
. . .

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

α) Να ευρεθεί η στάσιμη κατανομή, ¼n, n = 0, 1, 2, . . . της διαδικασίας αυτής.

β) Ξεκινώντας από την κατάσταση 0, ποιος είναι ο μέσος χρόνος μέχρι να επιστρέψουμε στο 0;
Γενικότερα, ξεκινώντας από την n ποιος είναι ο μέσος χρόνος επιστροφής σ΄ αυτή την κατάσταση;

γ) Υποθέστε ότι pn = 1
n(n−1)(n−2) όταν n ≥ 3 και 0 διαφορετικά. Απαντήστε τα ερωτήματα α) και

β) σ΄ αυτή την περίπτωση.

΄Ασκηση 4.23. ΄Ενα σωματίδιο εκτελεί τυχαίο περίπατο στους ακεραίους ℤ = {0,±1, ±2,±3, . . .},
ξεκινώντας από το μηδέν. Η πιθανότητα να κινηθεί προς τα δεξιά είναι p ενώ η πιθανότητα να κινηθεί
προς τα αριστερά είναι q = 1− p. ΄Εστω δεύτερο σωματίδιο το οποίο κινείται με τις ίδιες παραμέτρους,
ανεξάρτητα από το πρώτο, ξεκινώντας απότην θέση 10. Υπολογίστε την πιθανότητα να συναντηθούν
κάποτε σαν συνάρτηση του p. (Υπόδειξη: ΄Εστω Xn η θέση του πρώτου σωματιδίου μετά το n-οστό
βήμα και Yn η θέση του δεύτερου. Τι είδους διαδικασία είναι η Rn := Xn − Yn;)

΄Ασκηση 4.24. ΄Εστω ένα εξάρτημα του οποίου η διάρκεια ζωής (μετρημένη σε μήνες) είναι ομοιόμορφα
κατανεμημένη στους ακεραίους {1, 2, 3, 4}. Στο τέλος κάθε μήνα, το εξάρτημα επιθεωρείται και αν έχει
αστοχήσει (υποστεί βλάβη) τότε αντικαθίσταται με ένα παρόμοιο (του οποίου η διάρκεια ζωής έχει την
ίδια κατανομή και είναι ανεξάρτητη από εκείνες των προηγουμένων εξαρτημάτων). Κατασκευάστε μία
αλυσίδα Markov η οποία να περιγράφει αυτή την διαδικασία.

α) Ποιος είναι ο πίνακας πιθανοτήτων μετάβασης;

β) Ποιες είναι οι στάσιμες πιθανότητες;

γ) Υποθέτουμε ότι το κόστος κάθε αντικατάστασης εξαρτήματος λόγω βλάβης είναι C1 δρχ. Ποιος
είναι ο μέσος ρυθμός κόστους (σε δρχ. ανά μήνα) αυτής της διαδικασίας;

Ας υποθέσουμε τώρα ότι θέτουμε σε εφαρμογή την εξής πολιτική προληπτικών αντικαταστάσεων: Το
εξάρτημα αντικαθίσταται είτε όταν υφίσταται βλάβη, είτε προληπτικά, στο τέλος του τρίτου μήνα λει-
τουργίας. Ποια είναι η αλυσίδα Markov που περιγράφει αυτή την διαδικασία;

α) Ποιος είναι πίνακας πιθανοτήτων μετάβασης σ΄ αυτή την περίπτωση;

β) Τι ποσοστό των αντικαταστάσεων οφείλεται σε βλάβες και τι ποσοστό σε προληπτικές αντικα-
ταστάσεις;



γ) Υποθέτουμε ότι το κόστος κάθε αντικατάστασης εξαρτήματος λόγω βλάβης είναι C1 δρχ. ενώ το
κόστος κάθε προληπτικής αντικατάστασης C2 < C1. Ποια επιπλέον συνθήκη πρέπει να πληρούν
τα C1, C2, έτσι ώστε η πολιτική προληπτικής αντικατάστασης να είναι οικονομικά συμφέρουσα;

΄Ασκηση 4.25. Μια κάλπη περιέχει N σφαιρίδια, a λευκά και b μαύρα με a + b = N . Τις χρονικές
στιγμές n = 1, 2, 3, . . . , ρίχνουμε ένα νόμισμα που έρχεται κορώνα με πιθανότητα p. Αν έρθει κορώνα
τότε διαλέγουμε στην τύχη ένα σφαιρίδιο από την κάλπη και το αντικαθιστούμε με ένα λευκό σφαιρίδιο.
Αν έρθει γράμματα τότε διαλέγουμε ένα σφαιρίδιο στην τύχη και το αντικαθιστούμε με ένα μαύρο.
Συμβολίζουμε με Xn τον αριθμό των λευκών σφαιριδίων στην κάλπη τη χρονική στιγμή n.

α) Είναι η Xn αλυσίδα Markov;

β) Υπολογίστε τις πιθανότητες μετάβασης pij .

γ) ΄Εστω N = 2. Υπολογίστε τις στάσιμες πιθανότητες σ΄ αυτή την περίπτωση.

δ) Είναι η αλυσίδα αναστρέψιμη για κάθε N ;

ε) Ποια είναι η στάσιμη κατανομή στην γενική περίπτωση;

ζ) ΄Εστω p = 1. Σ΄ αυτή την περίπτωση, τελικά θα απομείνουν μόνο λευκά σφαιρίδια στην κάλπη.
Υπολογίστε την μέση τιμή του χρόνου που θα συμβεί αυτό.

΄Ασκηση 4.26. ΄Εστω μια διαδικασία Markov με σύνολο καταστάσεων S = {0, 1, 2, 3, 4} και πίνακα
πιθανοτήτων μετάβασης

P =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0
3/4 0 1/4 0 0
1/4 1/2 0 1/4 0
1/4 0 1/2 0 1/4
0 0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

α) Να κατατάξετε τις καταστάσεις της αλυσίδας.

β) Αν vi, i = 0, 1, 2, 3, 4, είναι η πιθανότητα απορρόφησης στην κατάσταση 4 δεδομένου ότι η
διαδικασία ξεκινάει αρχικά από την κατάσταση i να υπολογίσετε τις πιθανότητες απορρόφησης
vi.

γ) Γενικότερα θεωρούμε μια διαδικασία Markov με χώρο καταστάσεων S = {0, 1, 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , N} και
πίνακα πιθανοτήτων μετάβασης

P =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
q + r p
r q p
r q p
r q p
...

. . .
. . .

r q p
r q p

1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

όπου p, q, r > 0 και p+q+r = 1. Να δώσετε μια γενική έκφραση για την πιθανότητα απορρόφησης
στην κατάσταση N σαν συνάρτηση της αρχικής κατάστασης i = 0, 1, 2, . . . , N .



΄Ασκηση 4.27. ΄Εστω μια αλυσίδα Markov με χώρο καταστάσεων S = {0, 1, 2, . . .} και ας υποθέσουμε
ότι η κατάσταση 0 είναι απορροφητική. Δείξτε ότι η πιθανότητα απορρόφησης στην κατάσταση 0
ξεκινώντας από την κατάσταση i, fi0, δίνεται από το όριο

fi0 = lim
n→∞

Pn
i0

Λύση: Ξεκινώντας από τη σχέση (4.14) (και εξετάζοντας μόνο την μη τετριμμένη περίπτωση i ∕= 0)
παρατηρούμε ότι

Pn
i0 =

n∑

k=1

f
(k)
i0 Pn−k

00 =

n∑

k=1

f
(k)
i0

όπου, στη δεύτερη σχέση λάβαμε υπ΄ όψιν μας ότι Pn−k
00 = 1 αφού η κατάσταση 0 είναι απορροφητική.

Αλλά τότε, η ακολουθία {Pn
i0} είναι αύξουσα και φραγμένη και εξ ορισμού (σχέση (4.5» συγκλίνει στην

fi0.

΄Ασκηση 4.28. Παρατηρούμε τις διαδοχικές ρίψεις ενός νομίσματος που έρχεται κορώνα με πιθανότητα
p και γράμματα με πιθανότητα q.

α) Αν T2 είναι ο χρόνος που απαιτείται μέχρι να εμφανισθούν δύο διαδοχικές κορώνες να υπολογίσετε
την μέση τιμή ET2.

β) Θεωρούμε την αλυσίδαMarkov με χώρο καταστάσεων τον {0, 1, 2, . . . , k} και πίνακα πιθανοτήτων
μετάβασης τον (k + 1)× (k + 1) πίνακα

P =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

q p 0 0 0 0 0
q 0 p 0 0 0 0
q 0 0 p 0 0 0

. . .
q 0 0 0 0 p 0
q 0 0 0 0 0 p
q 0 0 0 0 0 p

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Να κατατατάξετε τις καταστάσεις της και να υπολογίσετε την στάσιμη κατανομή.

γ) Η αλυσίδα του ερωτήματος β) μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να υπολογίσουμε τον μέσο χρόνο μέ-
χρι να παρατηρήσουμε k διαδοχικές κορώνες. Να περιγράψετε την διαδικασία και να υπολογίσετε
τον ETk, δηλαδή τον μέσο χρόνο που απαιτείται μέχρι να εμφανιστούν k κορώνες.

΄Ασκηση 4.29. Θεωρούμε ένα σύστημα ελέγχου ποιότητας που λειτουργεί ως εξής: Τεμάχια ενός
προιόντος έρχονται διαδοχικά σε ένα σταθμό ελέγχου. Κάθε τεμάχιο θεωρούμε ότι είναι καλό με
πιθανότητα p και ελαττωματικό με πιθανότητα q = 1− p ανεξάρτητα από τα άλλα. Ο σταθμός ελέγχου
έχει δύο διαφορετικές φάσεις λειτουργίας οι οποίες εναλλάσσονται μεταξύ τους. ΄Οταν βρίσκεται στην
φάση Ι εξετάζει όλα τα τεμάχια που έρχονται, ένα–ένα, απορρίπτοντας τα ελαττωματικά και αφήνοντας
τα καλά να περάσουν. ΄Οταν ο σταθμός ελέγχου βρει k διαδοχικά καλά τεμάχια τότε περνάει στην φάση
ΙΙ και αλλάζει τρόπο λειτουργίας. Στην φάση ΙΙ εξετάζει κάθε τεμάχιο που έρχεται με πιθανότητα ¯ > 0
ενώ με πιθανότητα 1 − ¯ το αφήνει να περάσει χωρίς να το ελέγξει. Αν, σ΄ αυτή τη φάση, ο σταθμός
ελέγχου τύχει να εξετάσει ένα τεμάχιο και το τεμάχιο τύχει να είναι ελαττωματικό τότε το απορρίπτει
και επιστρέφει στην φάση Ι όπου εξετάζει όλα τα τεμάχια ανεξαιρέτως, μέχρις ότου, ξανά, να βρεί k
διαδοχικά καλά τεμάχια.

α) Να βρείτε μια αλυσίδα Markov που περιγράφει αυτό το σύστημα. (Υπόδειξη: Αρκεί μια μικρή
τροποποίηση της αλυσίδας του προβλήματος 1.)

β) Να βρείτε την στάσιμη κατανομή της αλυσίδας Markov.



γ) Να υπολογίσετε το ποσοστό των τεμαχίων που το σύστημα ελέγχου απορρίπτει και το ποσοστό
των ελαττωματικών τεμαχίων που περνάει χωρίς να απορριφθεί από το σύστημα.



Kef�laio 5

Efarmogèc

5.1 Kladwtèc AnelÐxeic

'Estw ènac organismìc pou sto tèloc thc zw c tou anapar�getai kai af nei » apogìnouc.
O arijmìc twn apogìnwn eÐnai t.m. me timèc stouc fusikoÔc kai katanom  P (» = n) = pn,
n = 0, 1, 2, . . .. (Gia na apofÔgoume thn tetrimmènh perÐptwsh upojètoume ìti p0 < 1.) O
kajènac apì touc apogìnouc af nei me th seir� tou, sto tèloc thc deÔterhc geni�c, èna tuqaÐo
arijmì apogìnwn me thn Ðdia katanom  ìpwc o arqikìc. Upojètoume anexarthsÐa metaxÔ tou
arijmoÔ twn apogìnwn apì organismì se organismì ki' apì geni� se geni�.

'Estw Xn to sunolikì mègejoc tou plhjusmoÔ th geni� n kai »(n)i o arijmìc twn apogìnwn
tou organismoÔ i thc geni�c n. Sthn pragmatopoÐhsh pou apeikonÐzetai sto sq ma 5.1 eÐnai
X0 = 1, »(0)1 = 2, X1 = 2, »(1)1 = 3, »(1)2 = 1, X2 = 4, »(2)1 = »

(2)
3 = »

(2)
4 = 0, »(2)2 = 4,

X3 = 4. Genik�

Xn =

Xn−1∑

i=1

»
(n−1)
i

(ìpou to parap�nw �jroisma jewreÐtai Ðso me to 0 an Xn−1 = 0). 'Estw F (z) = Ez» =∑∞
n=0 pnz

n h pijanogenn tria tou arijmoÔ twn apogìnwn k�je organismoÔ kaiGn(z) := EzXn

h pijanogenn tria sun�rthsh thc t.m. Xn. Dedomènhc thc anexarthsÐac twn »
(n−1)
i metaxÔ

touc kai apì to Xn−1 apì thn parap�nw exÐswsh èqoume

E[zXn ∣Xn−1] = E
[∏Xn−1

i=1 z»
(n−1)
i ∣Xn−1

]
= (F (z))Xn−1

kai paÐrnontac mèsh tim  wc proc Xn−1

Gn(z) = Gn−1(F (z)).

Thn parap�nw sqèsh mporoÔme na gr�youme epÐshc sanGn(z) = Gn−1∘F (z) ìpou to sÔmbolo
∘ dhl¸nei th sÔnjesh twn dÔo sunart sewn. Anadromik� paÐrnoume

Gn(z) = G0∘
n ìroi︷ ︸︸ ︷

F ∘ F ∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘ F (z)
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Sth sugkekrimènh perÐptwsh X0 = 1 m.p.1 kai sunep¸c G0(z) = z opìte

Gn(z) = F ∘ F ∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘ F (z). (5.1)

5.1.1 An�lush mèshc tim c

O tÔpoc thc (5.1) apì mÐa �poyh lÔnei to prìblhma pl rwc efìson mac dÐnei thn pijanogen-
n tria tou plhjusmoÔ san sun�rthsh tou qrìnou (arijmoÔ genne¸n). Omologoumènwc ìmwc
den prìkeitai gia lÔsh se {kleist  morf } upì thn ènnoia ìti o upologismìc thc eÐnai kat'
arq n dunatìc, all� apì praktik  �poyh parousi�zei en gènei meg�lec duskolÐec. ProtoÔ
epiqeir soume na exag�goume sumper�smata gia thn sumperifor� thc kladwt c diadikasÐac
apì ton tÔpo (5.1) ja prospaj soume pr¸ta na apant soume merik� apl� erwt mata. 'Estw
mn := EXn to mèso mègejoc tou plhjusmoÔ thc n gene�c.

E[Xn∣Xn−1] = E

⎡
⎣
Xn−1∑

i=1

»
(n−1)
i ∣Xn−1

⎤
⎦ = ¹Xn−1

kai paÐrnontac mèsec timèc wc proc Xn−1

mn = ¹mn−1, n = 1, 2, . . . .

H anadrom  aut  mac dÐnei amèswc thn mèsh tim  tou plhjusmoÔ thc n gene�c

mn = m0¹
n, n = 1, 2, . . . ,

ìpou, sthn perÐptws  mac, me èna arqikì progenn tora, m0 = 1. To apotèlesma autì ja
mporoÔse na epiteuqjeÐ epÐshc upologÐzontac thn par�gwgo

d

dz
F ∘ F ∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘ F (z)∣z=1.

'Opwc blèpoume, h sumperifor� thc kladwt c diadikasÐac eÐnai rizik� diaforetik  an�loga
me to e�n o mèsoc arijmìc apogìnwn ¹ an� organismì eÐnai mikrìteroc   megalÔteroc thc
mon�dac. Sthn pr¸th perÐptwsh, kat� mèso ìro, o plhjusmìc mei¸netai ekjetik� gr gora
en¸ sth deÔterh o plhjusmìc aux�netai ekjetik� gr gora. IdiaÐtero endiafèron parousi�zei
h kritik  perÐptwsh ¹ = 1 sthn opoÐa h mèsh tim  tou plhjusmoÔ paramènei stajer .

H an�lush mèshc tim c pou mìlic eÐdame apant� merik� erwt mata sqetik� me th sum-
perifor� thc kladwt c anèlixhc all� eÐnai kat� b�sh mia nteterministik  an�lush h opoÐa
adunateÐ na aggÐxei merikèc polÔ shmantikèc ptuqèc tou probl matoc. Gia par�deigma eÐdame
ìti sthn uperkritik  perÐptwsh (¹ > 1) o plhjusmìc kat� mèson ìro aux�netai ekjetik�
gr gora. Autì den apokleÐei ìmwc thn exaf�nish tou eÐdouc pou ja mporoÔse na sumbeÐ an,
gia par�deigma, sthn arq  thc diadikasÐac o pr¸toc organismìc èqei 0 apogìnouc.



Sq ma 5.1: Oi treic peript¸seic gia tic lÔseic thc exÐswshc z = F (z).

5.1.2 H pijanìthta ex�leiyhc

H pijanìthta ìti h gene� n èqei plhjusmì 0 (P (Xn = 0)) dÐnetai apì ton tÔpo

¼n := P (Xn = 0) = F ∘ F ∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘ F (0). (5.2)

EÐnai profanèc ìti an h gene� n èqei plhjusmì 0 tìte kai ìlec oi epìmenec geneèc ja èqoun
plhjusmì mhdèn, dhlad  to eÐdoc ja èqei ekleÐyei. Prèpei na eÐnai ex' Ðsou safèc ìti, an
Xn = 0, autì shmaÐnei   ìti ìloi oi organismoÐ thc gene�c n − 1 eÐqan 0 apogìnouc   ìti to
eÐdoc eÐqe ekleÐyei se k�poia prohgoÔmenh gene�. Ac sumbolÐsoume me ¼̄n thn pijanìthta ìti
to eÐdoc den èqei ekleÐyei mèqri kai thn n�ost  gene� pou shmaÐnei

¼̄n = P (X0 > 0, X1 > 0, X2 > 0, . . . , Xn > 0).

'Omoia,
¼̄n+1 = P (X0 > 0, X1 > 0, X2 > 0, . . . , Xn > 0, Xn+1 > 0)

kai epomènwc ex�goume to sumpèrasma ìti h akoloujÐa ¼̄n eÐnai fjÐnousa. Ac orÐsoume ¼n :=

1− ¼̄n thn pijanìthta na èqei ekleÐyei to eÐdoc mèqri thn n-ost  gene�. H akoloujÐa ¼n eÐnai
aÔxousa �nw fragmènh (apì th mon�da) kai sunep¸c sugklÐnei. Ac onom�soume to ìrio ¼.
EpÐshc, apì thn sqèsh (5.2) èqoume thn anadrom 

¼n = F (¼n−1)

kai kat� sunèpeia, af nontac to n na teÐnei sto �peiro (kai epikaloÔmenoi thn sunèqeia thc
pijanogenn triac sun�rthshc F ) blèpoume ìti to ìrio ¼ prèpei na ikanopoieÐ thn sqèsh

¼ = F (¼) (5.3)

Kat� sunèpeia to ¼ eÐnai mia apì tic lÔseic thc exÐswshc z = F (z). Ef' ìson h F (z) eÐnai
pijanogenn tria sun�rthsh F (1) = 1 kai epomènwc h ¼ = 1 ikanopoieÐ p�nta thn (5.3). Apì
ta parak�tw sq mata blèpoume epÐshc ìti gia na up�rqei lÔsh thc (5.3) mikrìterh thc mon�dac
ja prèpei h klÐsh thc F sto shmeÐo z = 1 na eÐnai megalÔterh thc mon�dac.

Grafik  par�stash miac pragmatopoÐhshc kladwt c anèlixhc.



IsqÔei ìmwc ìti F ′(1) =
∑∞

n=1 npn = ¹, o mèsoc arijmìc twn apogìnwn k�je organismoÔ.
Blèpoume loipìn ìti an ¹ ≤ 1 tìte h exaf�nish eÐnai bebaÐa. AntÐjeta, an ¹ > 1 h pijanìthta
ex�leiyhc, ¼ eÐnai mikrìterh apì thn mon�da kai dÐnetai apì thn (5.3).

Par�deigma 5.1. Ac upojèsoume ìti o arijmìc twn apogìnwn k�je organismoÔ eÐnai gewme-
trik� katanemhmènoc me pijanogenn tria F (z) = 1

4−3z . 'Eqoume F ′(z) = 3
(4−3z)2

kai sunep¸c
F ′(1) = 3 > 1. Autì shmaÐnei ìti h pijanìthta ex�leiyhc miac diadikasÐac pou xekin� me
èna organismì eÐnai mikrìterh apì thn mon�da kai dÐnetai apì thn rÐza thc ¼ = 1

4−3¼ ,  
3¼2 − 4¼ + 1 = 0. H exÐswsh aut  èqei dÔo rÐzec, thn mon�da kai thn ¼ = 1/3 pou mac dÐnei
kai thn pijanìthta ex�leiyhc.

H parap�nw an�lush ègine me b�sh mia diadikasÐa pou xekin� me 1 mìno organismì thn
qronik  stigm  0. An to mègejoc tou arqikoÔ plhjusmoÔ  tan k tìte eÐnai eÔkolo na doÔme
ìti h pijanìthta ex�leiyhc eÐnai ¼k ìpou ¼ eÐnai, ìpwc prin, h mikrìterh lÔsh thc (5.3). O
lìgoc eÐnai ìti ex�leiyh tou sunolikoÔ plhjusmoÔ shmaÐnei ex�leiyh twn apogìnwn kajenìc
apì touc k progenn torec, gegonìta pou sumbaÐnoun me pijanìthta ¼ to kajèna kai eÐnai
anex�rthta metaxÔ touc.

5.1.3 O sunolikìc arijmìc apogìnwn miac kladwt c anèlixhc

'Estw kladwt  anèlixh {Xn}, n = 0, 1, 2, . . . thc opoÐac o arqikìc plhjusmìc X0 eÐnai Ðsoc me
1 me pijanìthta 1 kai o arijmìc twn apogìnwn k�je organismoÔ èqei pijanogenn tria F (z) :=∑∞

n=0 pnz
n. O sunolikìc arijmìc apogìnwn tou progenn tora pou xekin� thn kladwt  anèlixh

eÐnai Y =
∑∞

n=1Xn. Profan¸c, an o mèsoc arijmìc apogìnwn ¹ = F ′(1) eÐnai ≤ 1 tìte h
ex�leiyh eÐnai bebaÐa kai epomènwc P (Y < ∞) = 1 dhlad  o sunolikìc arijmìc apogìnwn
eÐnai peperasmènoc me pijanìthta 1. AntÐjeta, an ¹ > 1 tìte P (Y < ∞) < 1. (S' aut 
thn perÐptwsh fusik�, h pijanìthta to Y na eÐnai peperasmèno eÐnai Ðsh me thn pijanìthta
ex�leiyhc.) Se k�je perÐptwsh ja upologÐsoume thn pijanogenn tria Á(z) := EzY , z ∈ (0, 1)

wc ex c:
E[zY ∣X1 = k] = E[zkzY1+Y2+⋅⋅⋅+Yk ∣X1 = k] (5.4)

ìpou oi Y1, Y2, . . . , Yk, eÐnai anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc me thn Ðdia katanom  ìpwc kai h
arqik  Y kai perigr�foun ton sunolikì arijmì apogìnwn tou kajenìc apì ta k {paidi�} tou
arqikoÔ atìmou. H basik  sqèsh (5.4) sunep�getai epomènwc ìti E[zY ∣X1 = k] = zkÁ(z)k

kai epomènwc ìti

Á(z) = E[zY ] =
∞∑

k=0

pkE[zY ∣X1 = k] =
∞∑

k=0

pk (zÁ(z))
k .

'Etsi, h pijanogenn tria tou sunolikoÔ arijmoÔ apogìnwn tou progenn tora, Á(z) dÐdetai apì
thn lÔsh thc exÐswshc

Á(z) = F (zÁ(z))). (5.5)

Ac doÔme sth sunèqeia dÔo apl� paradeÐgmata peript¸sewn pou h (5.5) mporeÐ na lujeÐ
akrib¸c.



'Estw ìti F (z) = q + pz2 ìpou, p, q > 0 kai p + q = 1. S' aut  thn perÐptwsh k�je
organismìc èqei eÐte 2 apogìnouc eÐte kanènan me pijanìthtec p kai q antÐstoiqa. O mèsoc
arijmìc apogìnwn eÐnai ¹ = 2p kai epomènwc ¹ > 1 an kai mìno an p > q. Sunep¸c, an p > q

tìte h pijanìthta ex�lleiyhc, ¼, dÐdetai apì thn (mikrìterh) lÔsh thc exÐswshc ¼ = F (¼)

  ¼ = q + p¼2. H exÐswsh aut  èqei lÔseic ¼ = 1 kai ¼ = q/p. Sunep¸c h pijanìthta
ex�lleiyhc se k�je perÐptwsh dÐdetai apì thn sqèsh min(q/p, 1). H pijanogenn tria tou
sunolikoÔ arijmoÔ apogìnwn dÐdetai apì thn (5.5) wc ex c:

Á(z) = q + pz2Á(z)2

ap' ìpou prokÔptei ìti Á(z) =
1±
√

1−4pqz2

2pz2
. EÐnai eÔkolo na diapist¸sei kaneÐc ìti mìno to

arnhtikì prìshmo antistoiqeÐ se dunamoseir� me jetikoÔc ìrouc. Sunep¸c

Á(z) =
1−

√
1− 4pqz2

2pz2

kai lamb�nontac up' ìyin to an�ptugma se dunamoseir�

√
1− x = 1 +

∞∑

n=1

(
1/2

n

)
(−x)n = 1−

∞∑

n=1

(x
4

)n 1

2n− 1

(
2n

n

)

èqoume

Á(z) =
1

2pz2

∞∑

n=1

(
pqz2

)n 1

2n− 1

(
2n

n

)
=

∞∑

n=1

1

2q

(
pqz2

)n−1 1

2n− 1

(
2n

n

)

=

∞∑

n=0

q(pq)n
1

n+ 1

(
2n

n

)
z2n.

Sunep¸c h katanom  tou sunolikoÔ arijmoÔ apogìnwn eÐnai

P (Y = 2n) = q(pq)n
1

n+ 1

(
2n

n

)
, n = 0, 1, 2, . . .

(ìpou p ≤ q).

Mia deÔterh perÐptwsh h opoÐa èqei paradìxwc parìmoia lÔsh eÐnai ìtan o arijmìc twn
apogìnwn eÐnai gewmetrik� katanemhmènoc me pijanogenn tria F (z) = 1−q

1−qz ìpou, 1 > q > 0

kai p := 1− q. O mèsoc arijmìc apogìnwn ed¸ eÐnai ¹ = q/p kai epomènwc p�li èqoume ¹ > 1

an kai mìno an q > p. Sunep¸c, an q > p tìte h pijanìthta ex�lleiyhc, ¼, dÐdetai apì thn
(mikrìterh) lÔsh thc exÐswshc ¼ = F (¼),   ¼ = 1−q

1−q¼ . H exÐswsh aut  èqei lÔseic ¼ = 1 kai
¼ = p/q. Epomènwc kai s' aut  thn perÐptwsh h pijanìthta ex�lleiyhc dÐdetai apì thn sqèsh
min(p/q, 1). H pijanogenn tria tou sunolikoÔ arijmoÔ apogìnwn eÐnai s' aut  thn perÐptwsh

Á(z) =
1− q

1− qzÁ(z)

 

Á(z) =
1−√

1− 4pqz

2qz
.



Sq ma 5.2: SÔsthma anamon c

To an�ptugma se seir� (apì to diwnumikì je¸rhma) ìpwc kai sthn prohgoÔmenh perÐptwsh
dÐdei

Á(z) =

∞∑

n=0

p(pq)n
1

n+ 1

(
2n

n

)
zn

kai sunep¸c

P (Y = n) = p(pq)n
1

n+ 1

(
2n

n

)
, n = 0, 1, 2, . . .

5.2 Sust mata anamon c se diakritì qrìno

JewroÔme to ex c aplì sÔsthma anamon c: Sthn arq  k�je qronik c periìdou, n = 1, 2, . . . ,

fj�noun sto q¸ro exuphrèthshc »n pel�tec. An o stajmìc exuphrèthshc eÐnai diajèsimoc
tìte o pr¸toc apì autoÔc gÐnetai amèswc dektìc apì ton stajmì en¸ oi upìloipoi perimènoun
ston q¸ro anamon c. An o stajmìc eÐnai apasqolhmènoc (diìti exuphreteÐ k�poion pel�th
pou èfjase sto sÔsthma prohgoumènwc, ìlec oi nèec afÐxeic apl¸c perimènoun ston q¸ro
anamon c thn seir� touc gia na exuphrethjoÔn. Upojètoume ìti o qrìnoc exuphrèthshc k�je
pel�th eÐnai akrib¸c mÐa qronik  mon�da. Gia par�deigma, an tic qronikèc stigmèc 1, 2, 3, 4,
5, 6, èljoun antÐstoiqa, 3, 0, 1, 0, 2, 1, pel�tec tìte o arijmìc pelat¸n sto sÔsthma dÐnetai
apì to parak�tw di�gramma.

Qronik  stigm  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Arijmìc afÐxewn 3 0 1 2 1 0 0 0 0 2 0 0

Ac upojèsoume ìti o arijmìc twn afÐxewn eÐnai mia a.i. akoloujÐa akèraiwn t.m. me
katanom  P (» = k) = pk, k = 1, 2, . . .. Jèloume na upologÐsoume ton arijmì pelat¸n
sto sÔsthma k�tw apì sunj kec makroqrìniac, st�simhc leitourgÐac (steady state) kaj¸c



kai �llec posìthtec pou kajorÐzoun thn poiìthta thc exuphrèthshc (ìpwc o mèsoc qrìnoc
exuphrèthshc, h katanom  tou qrìnou exuphrèthshc gia èna tuqaÐo pel�th kai h pijanìthta
ènac tuqaÐoc pel�thc na mhn qreiasteÐ na perimènei).

Xekin�me me thn apl  all� jemeli¸dh parat rhsh ìti efìson o stajmìc èqei thn duna-
tìthta na exuphreteÐ èna pel�th an� qronik  mon�da, ja prèpei o mèsoc arijmìc afÐxewn na
eÐnai mikrìteroc (  to polÔ Ðsoc?) me thn mon�da, �llwc makroqrìnia o stajmìc den ja eÐnai
se jèsh na antapokrijeÐ kai to mègejoc thc our�c twn pelat¸n pou perimènoun suneq¸c ja
aux�netai. Upojètoume loipìn ìti

¹ =

∞∑

k=0

kpk < 1. (5.6)

Ac sumbolÐsoume me Xn ton arijmì twn pelat¸n thn qronik  stigm  n, amèswc met� apì tic
afÐxeic »n kai thn (endeqìmenh) anaq¸rhsh tou pel�th pou exuphret jhke kat� thn di�rkeia
thc periìdou n− 1. 'Eqoume thn sqèsh

Xn = (Xn−1 − 1)+ + »n. (5.7)

Wc sun jwc x+ eÐnai to jetikì mèroc tou pragmatikoÔ arijmoÔ x, dhlad , x+ = x an x ≥ 0

en¸ x = 0 an x < 0. H exÐswsh (5.7) eÐnai sunep¸c ènac sumpag c trìpoc gia na ekfr�soume
thn sqèsh Xn = »n an Xn−1 = 0 (an dhlad  thn perÐodo n− 1 o stajmìc exuphrèthshc den
eÐqe kanèna pel�th) kai Xn = Xn−1 − 1 + »n an Xn−1 > 0 (an thn perÐodo n− 1 o stajmìc
 tan apasqolhmènoc, opìte sto tèloc thc periìdou n − 1 ja èqoume ènan pel�th ligìtero,
ekeÐnon pou exuphret jhke kai èfuge apì to sÔsthma).

Apì thn sqèsh (5.7) eÐnai safèc ìti h diadikasÐa Xn eÐnai Markobian . O pÐnakac pija-
not twn met�bashc eÐnai

P =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

p0 p1 p2 p3 ⋅ ⋅ ⋅
p0 p1 p2 p3 ⋅ ⋅ ⋅
0 p0 p1 p2 ⋅ ⋅ ⋅
0 0 p0 p1 ⋅ ⋅ ⋅
0 0 0 p0 ⋅ ⋅ ⋅
...

...
...

...

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (5.8)

H st�simh katanom  prokÔptei apì thn epÐlush tou sust matoc

¼0 = ¼0p0 + ¼1p0

¼1 = ¼0p1 + ¼1p1 + ¼2p0

¼2 = ¼0p2 + ¼1p2 + ¼2p1 + ¼3p0
...

¼n = ¼0pn + ¼1pn + ¼2pn−1 + ¼3pn−2 + ⋅ ⋅ ⋅+ ¼n−1¼2 + ¼np1 + ¼n+1p0. (5.9)

Parathr ste ìti oi exis¸seic autèc mporoÔn na graftoÔn me thn morf 

¼n = ¼0pn +
n∑

k=0

¼k+1pn−k, n = 0, 1, 2, . . . (5.10)



Apì thn parap�nw sqèsh mporoÔme na upologÐsoume thn pijanogenn tria thc st�simhc ka-
tanom c Π(z) :=

∑∞
n=0 z

n¼n sunart sei thc pijanogenn triac tou arijmoÔ twn afÐxewn,
P (z) :=

∑∞
n=0 z

npn, wc ex c

∞∑

n=0

zn¼n = ¼0

∞∑

n=0

znpn +
∞∑

n=0

zn
n∑

k=0

¼k+1pn−k

= ¼0P (z) +
∞∑

k=0

zk¼k+1

∞∑

n=k

zn−kpn−k

= ¼0P (z) + P (z)

∞∑

k=1

zk−1¼k

= ¼0P (z) + P (z)z−1 (Π(z)− ¼0) .

Apì ton parap�nw upologismì sumperaÐnoume ìti

Π(z) = ¼0P (z) + P (z)
Π(z)− ¼0

z

 

Π(z) = ¼0P (z)
1− z

P (z)− z
. (5.11)

H exÐswsh (5.11) ekfr�zei thn �gnwsth pijanogenn tria tou arijmoÔ twn pelat¸n sto sÔ-
sthma upì sunj kec isorropÐac wc sun�rthsh thc gnwst c pijanogenn triac tou arijmoÔ twn
afÐxewn kai upì aut  thn ènnoia apoteleÐ thn lÔsh tou probl matìc mac. Sto dexiì mèloc thc
(5.11) emfanÐzetai kai h �gnwsth pijanìthta ¼0 thn opoÐa ja prèpei na prosdiorÐsoume. Autì
mporeÐ na gÐnei wc ex c: Apì tic idiìthtec thc pijanogenn triac miac katanom c gnwrÐzoume
ìti Π(1) = P (1) = 1. An jèsoume z = 1 sthn exÐswsh (5.11) to aristerì mèloc ja gÐnei 1.
To dexiì mèloc èqei thn aprosdiìristh morf  0

0 kai sunep¸c ja prèpei na efarmìsoume ton
kanìna tou de l’Hôpital. 'Eqoume loipìn

1 = ¼(0)1 lim
z→1

1− z

P (z)− z
= ¼(0)

−1

P ′(1)− 1
.

GnwrÐzoume ìmwc ìti P ′(1) =
∑∞

n=0 npn = ¹, kai sunep¸c 1 = ¼0
1

1−¹  

¼0 = 1− ¹. (5.12)

H teleutaÐa aut  sqèsh èqei ènnoia upì thn proôpìjesh ìti ¹ < 1. Sundu�zontac tic (5.11)
kai (5.12) èqoume thn telik  èkfrash gia thn pijanogenn tria tou arijmoÔ twn pelat¸n sto
sÔsthma se kat�stash isorropÐac:

Π(z) = P (z)(1− ¹)
1− z

P (z)− z
. (5.13)



Par�deigma 5.2. 'Estw ìti h katanom  tou arijmoÔ twn afÐxewn se k�je perÐodo eÐnai gewme-
trik  me pijanogenn tria P (z) = 1−q

1−qz . Parathr ste ìti aut  eÐnai h gewmetrik  katanom 
P (» = k) = qkp, k = 0, 1, 2, . . ., me mèsh tim 

¹ =
q

p
. (5.14)

H upìjesh ¹ < 1 metafr�zetai, wc proc thn pijanìthta p, se q < p,   p > 1/2. EpÐshc, apì
thn (5.14) èqoume p = 1

1+¹ , q = ¹
1+¹ kai sunep¸c h pijanogenn tria tou arijmoÔ twn afÐxewn

mporeÐ na grafteÐ isodÔnama wc

P (z) =
(1 + ¹)−1

1− ¹(1 + ¹)−1z
.

Antikajist¸ntac thn sqèsh aut  sthn (5.13) kai ektel¸ntac tic stoiqei¸deic aplopoi seic
èqoume

Π(z) =
1− ¹

1− ¹z
. (5.15)

Par�deigma 5.3. Ac upojèsoume t¸ra ìti o arijmìc twn afÐxewn se k�je perÐodo èqei pija-
nogenn tria P (z) = p0 + p1z + p2z

2 ìpou bèbaia ta pi eÐnai mh arnhtik� kai p0 + p1 + p2 = 1.
Ed¸ h mèsh tim  eÐnai ¹ = p1 + 2p2, 1− ¹ = p0 − p2, kai h sunj kh ¹ < 1 epib�llei p0 > p2.
Antikajist¸ntac thn pijanogenn tria aut  sthn (5.13) prokÔptei met� apì aplopoi seic ìti

Π(z) = (p0 + zp1 + z2p2)
1− p2

p0

1− p2
p0
z
.

5.2.1 H katanom  oloklhrwmènhc our�c (Integrated Tail distribution)

'Estw » mh arnhtik  akèraia t.m. me katanom  P (» = n) = pn, n = 0, 1, 2, . . ., pijanogenn tria
P (z) kai mèso ¹. Diateinìmaste ìti oi posìthtec

½n =
1

¹

∞∑

k=n+1

pk =
P (» > n)

¹
, n = 0, 1, 2, . . . ,

orÐzoun mia kainoÔrgia katanom  (pou prokÔptei apì thn {pk}) kai thn opoÐa onom�zoume
katanom  oloklhrwmènhc our�c thc {pk}. AfoÔ ta ½n eÐnai profan¸c mh arnhtik�, arkeÐ na
diapist¸soume ìti ajroÐzontai sthn mon�da, pr�gma pou prokÔptei amèswc apì thn sqèsh∑∞

n=0 P (» > n) = E» = ¹ pou eÐdame sto Kef�laio 1. Ja sumbolÐzoume thn pijanogenn tria
thc katanom c oloklhrwmènhc our�c me PI(z). IsqÔei ìti

PI(z) =

∞∑

n=0

zn½n =
1

¹

∞∑

n=0

znE1(» > n) =
1

¹
E

[ ∞∑

n=0

zn1(» > n)

]

=
1

¹
E

[
»−1∑

n=0

zn

]
=

1

¹
E

[
1− z»

1− z

]

=
1− P (z)

¹(1− z)
(5.16)



Qrhsimopoi¸ntac aut  thn èkfrash sthn (5.13) èqoume

Π(z) = P (z)(1− ¹)
1− z

P (z)− z
= P (z)(1− ¹)

1− z

1− z − (1− P (z))
= P (z)(1− ¹)

1

1− 1−P (z)
1−z

.

kai sunep¸c

Π(z) = P (z)
1− ¹

1− ¹PI(z)
. (5.17)

5.3 'Ena deÔtero montèlo sust matoc anamon c

Ac upojèsoume t¸ra ìti thn arq  k�je qronik c periìdou èrqetai akrib¸c ènac pel�thc kai
mèqri to tèloc thc qronik c aut c periìdou exuphretoÔntai » pel�tec. Jètoume pn = P (» =

n), rn =
∑∞

k=n+1 pk.
Xn+1 = (Xn + 1− »n)

+

P =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

r0 p0 0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅
r1 p1 p0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅
r2 p2 p1 p0 0 ⋅ ⋅ ⋅
r3 p3 p2 p1 p0 ⋅ ⋅ ⋅
...

...
...

...
...

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

¼0 =
∑∞

k=0 ¼krk

¼1 =
∑∞

k=0 ¼kpk

¼2 =
∑∞

k=0 ¼k+1pk

¼3 =
∑∞

k=0 ¼k+2pk
...

¼n+1 =
∑∞

k=0 ¼k+npk

To parap�nw sÔsthma mporeÐ na lujeÐ wc ex c: AgnooÔme proc to parìn thn pr¸th exÐswsh
pou anafèretai sto ¼0 kai dokim�zoume thn lÔsh ¼n = C¾n ìpou C > 0 kai 0 < ¾ < 1.
Antikajist¸ntac sto parap�nw sÔsthma èqoume

C¾n+1 =
∞∑

k=0

C¾n+kpk

 

¾ =
∞∑

k=0

¾kpk = P (¾).

Me �lla lìgia h lÔsh pou dokim�same ikanopoieÐ to sÔsthma upì thn proôpìjesh ìti to ¾

ikanopoieÐ thn exÐswsh
¾ = P (¾).



Sunep¸c
¼n = C¾n, n = 0, 1, 2, . . .

kai h tim  tou C prokÔptei apì th sunj kh kanonikopoÐhshc
∑∞

n=0 ¼n = 1 pou dÐnei C = 1−¾.
'Etsi, h st�simh katanom  eÐnai gewmetrik 

¼n = (1− ¾)¾n, n = 0, 1, 2, . . .

5.4 Qronik  Anastreyimìthc

Orismìc 5.1. 'Estw X0, X1, X2, . . . mia alusÐda Markov diakritoÔ qrìnou me q¸ro kata-
st�sewn S . H alusÐda ja onom�zetai anastrèyimh an

P (X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xk = ik) = P (Xn = i0, Xn−1 = i1, . . . , Xn−k = ik), (5.18)

gia k�je n, k ≤ n, kai i0, . . . , ik ∈ S .

Diaisjhtik�, autìc o orismìc ekfr�zei thn apaÐthsh oi statistikèc idiìthtec tic diadikasÐac na
paramènei h Ðdia ìtan h for� tou qrìnou anastrèfetai. MporeÐ na diapist¸sei kaneÐc eÔkola
ìti h (5.18) sunep�getai thn genikìterh sqèsh

P (Xj0 = i0, Xj1 = i1, . . . , Xjk = ik) = P (Xn−j0 = i0, Xn−j1 = i1, . . . , Xn−jk = ik),

ìpou j0 < . . . < jk kai n ≥ jk. Ac exereun soume t¸ra merikèc apì tic sunèpeiec tou
parap�nw orismoÔ. To Pij sumbolÐzei ton pÐnaka pijanot twn met�bashc (dhlad  P (X1 =

j∣X0 = i) = Pij) kai me ¼ tic st�simec pijanìthtec thc alusÐdac Markov.

(a) Jètoume k = 0 sthn (5.18). Autì sunep�getai ìti P (X0 = i) = P (Xn = i)
def
= ¼i

gia ìla ta n ∈ ℕ kai i ∈ S . Kat� sunèpeia h alusÐda Markov prèpei na brÐsketai se st�simh
kat�stash prokeimènou na eÐnai anastrèyimh.

(b) Sth sunèqeia, upojètontac ìti (Xn) eÐnai se st�simh kat�stash kai qrhsimopoi¸ntac
thn Markobian  idiìthta parathroÔme ìti mporoÔme na gr�youme thn (5.18) wc

Pik−1ikPik−2ik−1
. . . Pi0i1¼i0 = ¼ikPikik−1

Pik−1ik−2
. . . Pi1i0 . (5.19)

Jètontac k = 1 sthn parap�nw exÐswsh blèpoume ìti

¼iPij = ¼jPji gia k�je i, j ∈ S . (5.20)

Mèqri stigm c èqoume apodeÐxei ìti o orismìc thc anastreyimìthtac (5.18) sunep�getai
tic (a) kai (b). Sth sunèqeia ja apodeÐxoume to antÐstrofo dhlad  ìti



Je¸rhma 5.1. Mia alusÐda Markov diakritoÔ qrìnou (P, ¼) se kat�stash isorropÐac eÐnai
anastrèyimh an kai mìno an ikanopoieÐ thn (5.20).

Apìdeixh: To mìno pou qrei�zetai na elègxoume gia mia st�simh alusÐda Markov eÐnai ìti
h (5.20) sunep�getai thn (5.19) (h opoÐa, ìpwc èqoume  dh dei eÐnai isodÔnamh me thn (5.18).

5.5 H an�strofh alusÐda

'Estw (Xn) mia alusÐda Markov diakritoÔ qrìnou me pÐnaka pijanot twn met�bashc P kai st�-
simec pijanìthtec ¼. OrÐzoume thn an�strofh alusÐda wc mia alusÐda Markov me kat�stash
isorropÐac ¼ kai pÐnaka pijanot twn met�bashc P̃ pou dÐdetai apì tic sqèseic

P̃ij =
¼jPji

¼i
. (5.21)

Ac exet�soume pr¸ta ap' ìla kat� pìson autìc o orismìc dÐdei ìntwc èna kainoÔrgio pÐnaka
pijanot twn met�bashc

∙ gia k�je i, j ∈ S P̃ij ≥ 0,

∙ gia k�je i ∈ S ∑

j∈S

P̃ij =
1

¼i

∑

j∈S

¼jPji = 1,

ìpou h teleutaÐa isìthta aporrèei apì to gegonìc ìti ¼P = ¼,

∙ ¼P̃ = ¼. Pr�gmati, gia k�je i ∈ S ,
∑

j∈S

¼jP̃ji =
∑

j∈S

¼j
¼iPij

¼j
= ¼i

∑

j∈S

Pij = ¼i.

Parat rhsh: An gia mia alusÐda Markov, P = P̃ tìte h alusÐda aut  eÐnai anastrèyimh

5.6 Krit rio anastreyimìthtac tou Kolmogorov

Je¸rhma 5.2 (Krit rio tou Kolmogorov). Mia st�simh alusÐda Markov diakritoÔ qrìnou
eÐnai anastrèyimh an h pijanìthta na diasqÐsei to swm�tio opoiod pote brìgqo sto q¸ro
katast�sewn eÐnai Ðsh me thn pijanìthta na diasqÐsei to swm�tio ton Ðdio brìqo kat� thn
antÐjeth for�, an dhlad 

Pi1i2Pi2i3 ⋅ ⋅ ⋅Pik−2ik−1
Pik−1ikPiki1 = Pi1ikPikik−1Pik−1ik−2

⋅ ⋅ ⋅Pi3i2Pi2i1 (5.22)

gia k�je i1, i, 2 . . . , ik ∈ S



Apìdeixh Anagkaiìthc: QwrÐc bl�bh thc genikìthtac ac jewr soume to brìgqo i → j →
k → l → i. Apì thn (5.18) (me n = k = 4) èqoume

P (X0 = i,X1 = j,X2 = k,X3 = l,X4 = i) = P (X4 = i,X3 = j,X2 = k,X1 = l,X0 = i)

kai apì aut  th sqèsh, qrhsimopoi¸ntac thn markobian  idiìthta kai to gegonìc ìti P (X0 =

i) = ¼i (afoÔ h alusÐda eÐnai st�simh) prokÔptei ìti

¼0PijPjkPklPli = ¼0PilPlkPkjPji. (5.23)

Qrhsimopoi¸ntac thn (5.20) kat' epan�lhyin, to aristerì mèloc thc parap�nw exÐswshc gr�-
fetai diadoqik� wc

Pji¼jPjkPklPli = PjiPjk¼kPklPli = PjiPjkPkl¼lPli = PjiPjkPklPli¼i.

H teleutaÐa aut  posìthta eÐnai Ðsh me to dexiì mèloc thc (5.23) kai, apaleÐfontac to ¼0,
prokÔptei ìti

PijPjkPklPli = PilPlkPkjPji.

Sunep¸c h anastreyimìthta sunep�getai thn (5.22).

Ikanìthc: Ja deÐxoume pr¸ta ìti to krit rio sunep�getai ìti gia k�je zeÔgoc apì katast�seic
i ∕= j kai gia k�je n ≥ 1,

PijP
n
ji = Pn

ijPji. (5.24)

Gia na apofÔgoume perÐplokouc sumbolismoÔc ac exet�soume thn perÐptwsh n = 3. Pr�gmati
P 3
ji =

∑
k∈S

∑
l∈S PjkPklPli kai sunep¸c

PijP
3
ji =

∑

k∈S

∑

l∈S

PijPjkPklPli.

All� PijPjkPklPli = PilPlkPkjPji apì thn (5.22) kai epomènwc h (5.24) epalhjeÔetai:

PijP
3
ji =

Ã∑

k∈S

∑

l∈S

PilPlkPkj

)
Pji = P 3

ijPji.

An h alusÐda eÐnai aperiodik  mporoÔme na af soume to n na teÐnei sto �peiro kai na
qrhsimopoi soume to basikì je¸rhma sÔgklishc (Pn

ij → ¼j , Pn
ji → ¼i) gia na apofanjoÔme

ìti ¼iPij = ¼jPji.

An h alusÐda èqei perÐodo megalÔterh apì thn mon�da ja prèpei na qrhsimopoi soume
diaforetik  prosèggish. AjroÐzontac ta mèlh thc (5.24) kai diair¸ntac me n paÐrnoume

Pij

Ã
1

n

n∑

k=1

P k
ji

)
=

Ã
1

n

n∑

k=1

P k
ij

)
Pji. (5.25)

Af nontac n → ∞ sthn anwtèrw exÐswsh lamb�nontac up' ìyin ìti limn→∞ 1
n

∑n
k=1 P

k
ji = ¼i.

Epomènwc h (5.21) sunep�getai ìti gia k�je i, j, ¼iPij = ¼jPji.



5.6.1 Anastreyimìthc kai TuqaÐoi PerÐpatoi se Gr�fouc

JewroÔme èna tuqaÐo perÐpato p�nw se k�poio mh prosanatolismèno, sundedemèno gr�fo (ì-
pwc gia par�deigma autìn tou sq matoc 5.3). ('Enac gr�foc onom�zetai sundedemènoc an
mporoÔme na p�me apì k�je kìmbo se k�je �llo kìmbo.) O pÐnakac pijanot twn met�bashc
aut c thc diadikasÐac dÐnetai ìpwc eÐdame apì thn (5.26). Ja apodeÐxoume t¸ra ìti k�je
tuqaÐoc perÐpatoc se (mh prosanatolismèno) gr�fo eÐnai anastrèyimh alusÐda Markov qrhsi-
mopoi¸ntac to krit rio tou Kolmogorov. 'Estw i −→ j −→ k −→ l −→ i ènac brìgqoc sto
q¸ro katast�sewn. H pijanìthta na diasqÐsoume ton brìgqo autì kat� thn anwtèrw for�
eÐnai

PijPjkPklPli =
vij
di

vjk
dj

vkl
dk

vli
dl

=
1

didjdkdl
.

H pijanìthta na diasqÐsoume ton Ðdio brìgqo kat� thn antÐstrofh for�, dhlad  i −→ l −→
k −→ j −→ i eÐnai

PilPlkPkjPji =
vil
di

vlk
dl

vkj
dk

vji
dj

=
1

didldkdj
.

UpenjumÐzoume ìti vij = 1 an up�rqei akm  pou na sundèei to i me to j kai vij = 0 diaforetik�.
Ef' ìson o gr�foc eÐnai mh prosanatolismènoc vij = vji gia k�je i, j. Oi dÔo pijanìthtec eÐnai
Ðsec kai, afoÔ autì to epiqeÐrhma isqÔei gia opoiod pote brìgqo, b�sei tou krithrÐou tou Kol-

mogorov h alusÐda eÐnai anastrèyimh. Sunep¸c tuqaÐoi perÐpatoi se mh prosanatolismènouc
gr�fouc eÐnai anastrèyimec alusÐdec Markov

Epomènwc isqÔei ìti ¼iPij = ¼jPji  

¼i
vij
di

= ¼j
vji
dj

∀i, j ∈ S .

Epeid  o gr�foc eÐnai sundedemènoc, xekin¸ntac apì ton kìmbo i mporoÔme na episkefjoÔme
k�je �llo kìmbo. Gia par�deigma sto gr�fo tou sq matoc 5.3, 1 −→ 2 −→ 3 −→ 5 −→
4. Gia k�je zeug�ri katast�sewn s�ut  th diadrom  isqÔei ¼i 1

di
= ¼j

1
dj

(afoÔ vij = 1).
SumperaÐnoume ìti

¼i
di

= c ∀i ∈ S

dhlad  ìti to anwtèrw phlÐko paramènei stajerì gia ìlec tic katast�seic tou gr�fou. H
tim  tou prosdiorÐzetai apì thn exÐswsh kanonikopoÐhshc:

∑

i∈S

¼i =
∑

i∈S

cdi = 1

kai sunep¸c

c =
1∑

i∈S di
.

Gia par�deigma, sto gr�fo tou sq matoc 4.7 d1 = d2 = d3 = d4 = 3, d5 = 2, kai c = 14 kai
epomènwc ¼1 = ¼2 = ¼3 = ¼4 =

3
14 , ¼5 =

2
14 . ParathroÔme akìmh ìti

∑

i∈S

di = 2× Sunolikìc arijmìc akm¸n tou gr�fou.



Sq ma 5.3: TuqaÐoc perÐpatoc p�nw s' èna gr�fo.

(Autì isqÔei diìti h akm  pou sundèei ton kìmbo i me ton kìmbo j suneisfèrei mia mon�da sto
di kai �llh mÐa sto dj .

5.7 TuqaÐoi perÐpatoi se gr�fouc

'Enac gr�foc apoteleÐtai apì èna sÔnolo kìmbwn, V , kai èna sÔnolo akm¸n pou sundèoun
touc kìmbouc, V . Majhmatik�, o gr�foc orÐzetai san mia du�da (V,V ) ìpou to sÔnolo V

eÐnai èna uposÔnolo tou kartesianoÔ ginomènou V × V . Gia par�deigma, sto sq ma ?? V =

{1, 2, 3, 4, 5} kai V = {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4, }, {2, 3}, {2, 4}, {3, 5}, {4, 5}}. 'Enac sunoptikìc
trìpoc perigraf c enìc gr�fou me n kìmbouc, dhlad  me V = {1, 2, 3, . . . , n} eÐnai mèsw tou
n× n pÐnaka prospt¸sewc V := [vij ] i=1,...,n

j=1,...,n
ìpou

vij =

{
1 an up�rqei akm  pou sundèei touc kìmbouc i kai j
0 diaforetik� .

ParathreÐste ìti o pÐnakac prospt¸sewc eÐnai anagkastik� summetrikìc, dhlad  vij = vji

afoÔ an mia akm  sundèei to i me to j tìte h Ðdia akm  ja sundèei kai to j me to i. Ston gr�fo
tou sq matoc 5.3 o pÐnakac prospt¸sewc pou antistoiqeÐ eÐnai h

V =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 1 1 0
1 0 1 1 0
1 1 0 0 1
1 1 0 0 1
0 0 1 1 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

Tèloc onom�zoume bajmì tou kìmbou i, ton opoÐo ja sumbolÐzoume me di, ton arijmì twn akm¸n
pou ton sundèoun me touc �llouc kìmbouc. 'Etsi, sto sq ma 5.3 èqoume d1 = d2 = d3 = d4 = 3

kai d5 = 2. Genik� isqÔei h sqèsh
di =

∑

j∈V
vij



Ac jewr soume t¸ra èna swm�tio pou k�nei èna tuqaÐo perÐpato p�nw s' autì ton gr�fo.
'Otan to swm�tio brÐsketai ston kìmbo i gia to epìmeno �lma dialègei me Ðsh pijanìthta k�poia
apì tic akmèc pou xekinoÔn apì ton kìmbo i kai thn epìmenh qronik  stigm  metaphd� ston
antÐstoiqo kìmbo. Gia par�deigma, ston gr�fo tou sq matoc ?? an to swmatÐdio brÐsketai
ston kìmbo 1, tìte me pijanìthta 1/3 thn epìmenh qronik  stigm  ja brejeÐ se ènan apì touc
kìmbouc 2,3,   4. O pÐnakac pijanot twn met�bashc gia ton gr�fo tou sq matoc eÐnai

P =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0 1/3 1/3 1/3 0
1/3 0 1/3 1/3 0
1/3 1/3 0 0 1/3
1/3 1/3 0 0 1/3
0 0 1/2 1/2 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

kai, lÔnontac to sÔsthma ¼ = ¼P mazÐ me th sunj kh kanonikopoÐhshc paÐrnoume ¼1 = ¼2 =

¼3 = ¼4 = 3
14 , ¼5 = 2

14 . Genikìtera ènac tuqaÐoc perÐpatoc se èna gr�fo, me b�sh touc
kanìnec pou perigr�yame ja èqei pÐnaka pijanot twn met�bashc P me

pij =
vij
di

, ∀i, j ∈ V. (5.26)



Sq ma 5.4: TuqaÐoc perÐpatoc p�nw s' èna tetragwnikì plègma.

5.8 Ask seic

΄Ασκηση 5.1. Θεωρούμε ένα σωματίδιο το οποίο εκτελεί τυχαίο περίπατο στο γράφο του σχήματος 5.4

1) Ποια είναι η στάσιμη κατανομή της διαδικασίας αυτής;

2) ΄Εστω ότι το σωματίδιο ξενικά από την κατάσταση C3 την χρονική στιγμή 0. Ποια είναι η
πιθανότητα να επιστρέψει στην C3 πριν επισκεφθεί για πρώτη φορά μια από της καταστάσεις
στην εξωτερική περιφέρεια του γράφου; (Με τον όρο «εξωτερική περιφέρεια» εννοούμε όλες της
καταστάσεις της μορφής A★, E★, ★1, ★5, όπου ★ είναι οποιοδήποτε από τα σύμβολα {1, 2, 3, 4, 5}
ή από τα {A,B,C,D,E}.)

3) Ποιος είναι ο μέσος χρόνος επανόδου στην κατάσταση C3;

΄Ασκηση 5.2. ΄Εστω {Xn}, n = 0, 1, 2, . . ., κλαδωτή ανέλιξη. Υποθέτουμε ότι X0 = 1 με πιθανότητα 1

και ότι κάθε οργανισμός έχει k απογόνους με πιθανότητα
(
1
2

)k+1
, k = 0, 1, 2, . . . .

1) Να ευρεθεί η πιθανογεννήτρια συνάρτηση του αριθμού των απογόνων κάθε οργανισμού καθώς
και ο μέσος αριθμός απογόνων του κάθε οργανισμού.

2) Να ευρεθεί η πιθανότητα τελικής εξάλειψης του είδους.

3) Να ευρεθεί η πιθανογεννήτρια του μεγέθους του συνολικού πληθυσμού της πρώτης, δεύτερης,
και τρίτης γενεάς.

4) Να ευρεθεί η κατανομή του μεγέθους της n-οστής γενεάς.

΄Ασκηση 5.3. ΄Ενας οργανισμός στο τέλος της ζωής του αφήνει » απογόνους, όπου » τυχαία μεταβλητή
με κατανομή P (» = 0) = 1/6, P (» = 1) = 1/2, και P (» = 2) = 1/3. ΄Εστω Xn το μέγεθος του
πληθυσμού της n-οστής γενεάς. Υποθέτοντας ότι αρχικά η κλαδωτή ανέλιξη ξεκινά με ένα οργανισμό,
δηλαδή X0 ≡ 1,



Sq ma 5.5: TuqaÐoc perÐpatoc p�nw s' èna pl rh gr�fo.

α) Βρείτε την μέση τιμή της τυχαίας μεταβλητής Xn, mn := EXn, σαν συνάρτηση του n.

β) Ποια είναι η πιθανότητα να μην έχει εξαλειφθεί το είδος μετά από 3 γενιές;

γ) Ποια είναι η πιθανότητα να εξαλειφθεί κάποτε το είδος;

΄Ασκηση 5.4. Θεωρούμε ένα σωματίδιο που εκτελεί τυχαίο περίπατο πάνω στο γράφο του σχήματος
5.5.

α) Ποιος είναι ο πίνακας πιθανοτήτων μετάβασης; Είναι αυτή η διαδικασία Markov αναστρέψιμη;

β) Ποια είναι η στάσιμη κατανομή;

γ) ΄Εστω T03 τυχαία μεταβλητή που συμβολίζει τον χρόνο μετάβασης από την κατάσταση 0 στην
κατάσταση 3. Να υπολογισθεί η μέση της τιμή, ET03.

δ) Ποια είναι η κατανομή της τ.μ. T03; Η διασπορά της;

΄Ασκηση 5.5. Θεωρούμε μια κλαδωτή ανέλιξη στην οποία ο κάθε οργανισμός έχει 0 ή 2 απογόνους
με πιθανότητα 1/4 και 3/4 αντίστοιχα. Αν η κλαδωτή ανέλιξη ξεκινήσει με 1 οργανισμό ποια είναι η
πιθανότητα εξάλειψης του είδους;

΄Ασκηση 5.6. ΄Εστω αλυσίδα Markov με διάγραμμα πιθανοτήτων μετάβασης που δίνεται από το σχήμα
5.6.

α) Είναι η αλυσίδα αυτή διπλά στοχαστική;

β) Να ευρεθεί η στάσιμη κατανομή.

γ) Είναι η αλυσίδα χρονικά αναστρέψιμη;

δ) Ξεκινώντας από την κατάσταση 0 ποιος είναι ο μέσος χρόνος μέχρι να επιστρέψουμε στο 0;



Sq ma 5.6: AlusÐda Markov.

Sq ma 5.7: TuqaÐoc perÐpatoc ston kÔbo.

΄Ασκηση 5.7. ΄Ενα σωματίδιο εκτελεί τυχαίο περίπατο στις κορυφές του κύβου που εικονίζεται στο
σχήμα 5.7.

α) Να ευρεθεί η στάσιμη κατανομή.

β) Ξεκινώντας από το σημείο Α ποιος είναι ο μέσος χρόνος μέχρι να επιστρέψει το σωμάτιο στο Α;

γ) Ξεκινώντας από το Α ποιος είναι ο μέσος χρόνος να πάει στο Β;

΄Ασκηση 5.8. ΄Ενας ποντικός τοποθετείται στον θάλαμο Α του λαβυρίνθου του σχήματος 5.8. Υπο-
θέτουμε ότι κινείται από δωμάτιο σε δωμάτιο διαλέγοντας κάθε φορά μία από τις πόρτες του δωματίου
που βρίσκεται στην τύχη. Αν συμβολίζουμε με Xn την θέση του ποντικιού τη χρονική στιγμή n, είναι
σαφές από τις παραπάνω υποθέσεις ότι η {Xn} είναι αλυσίδα Markov. Πόσες κλάσεις ισοδυναμίας έχει;
Να βρεθεί η στάσιμη κατανομή και ο μέσος χρόνος επιστροφής στην κατάσταση Α. Είναι η αλυσίδα
αναστρέψιμη; Αν σε ένα από τους θαλάμους υπάρχει ένα κομμάτι τυρί και σε έναν άλλο μια γάτα, όπως
φαίνεται στο σχήμα, ποια είναι η πιθανότητα να φτάσει ο ποντικός πρώτα στο τυρί;



Sq ma 5.8: TuqaÐoc perÐpatoc ston labÔrinjo.

Sq ma 5.9: Sto par�deigma autì, n = 5.

΄Ασκηση 5.9. ΄Εστω η αλυσίδα Markov με χώρο καταστάσεων {0, 1, 2, . . . , n} και πιθανότητες μετάβα-
σης όπως φαίνονται στο σχήμα 5.9

α) Ποια είναι η στάσιμη κατανομή;

β) ΄Εστω ότι η αλυσίδα ξεκινά από την κατάσταση 0. Να ευρεθεί ο μέσος αριθμός των επισκέψεων
στην κατάσταση i πριν η αλυσίδα επιστρέψει στο 0.

γ) Υπολογίστε την πιθανότητα fn ότι η αλυσίδα επισκέπτεται όλες τις καταστάσεις, 1, 2, . . . , n, πριν
επιστρέψει στο μηδέν. (Η αλυσίδα αρχικά θα κάνει ένα βήμα είτε προς τα δεξιά είτε προς τα
αριστερά. Λαμβάνοντας αυτό υπ΄ όψιν βρείτε μια αναδρομική σχέση που να εκφράζει την fn σαν
συνάρτηση της fn−1.)

΄Ασκηση 5.10. ΄Εστω κλαδωτή ανέλιξη {Xn} με X0 = 1 και αριθμό απογόνων ανά οργανισμό με

κατανομή pn =
(
1
2

)n+1
, n = 0, 1, 2, . . ..

α) Να υπολογίσετε την πιθανότητα εξάλειψης.

β) Να δείξετε (επαγωγικά ή με όποιο άλλο τρόπο προτιμάτε) ότι το μέγεθος του πληθυσμού την
n–οστή γενεά, Xn, έχει πιθανογεννήτρια Gn(z) := EzXn που δίδεται από την σχέση

Gn(z) =
n− (n− 1)z

n+ 1− nz
.



γ) Από την Gn(z) να βρείτε την πιθανότητα P (Xn > 0) και την κατανομή της Xn.

΄Ασκηση 5.11. ΄Εστω κλαδωτή ανέλιξη {Xn} με X0 = 1 και αριθμό απογόνων ανά οργανισμό με
κατανομή pn = (1− ®)®n, n = 0, 1, 2, . . ., όπου 0 < ® < 1/2.

α) Να υπολογίσετε την πιθανότητα εξάλειψης.

β) Να δείξετε ότι το μέγεθος του πληθυσμού την n–οστή γενεά, Xn, έχει πιθανογεννήτρια Gn(z) :=
EzXn που δίδεται από την σχέση

Gn(z) =
½n − 1− ½z(½n−1 − 1)

½n+1 − 1− ½z(½n − 1)

όπου ½ = ®/(1− ®).

γ) Να δείξετε ότι η οριακή πιθανογεννήτρια, δεδομένου ότι δεν έχει συμβεί εξάλειψη, δίδεται από
την σχέση

lim
n→∞

E[zXn ∣Xn > 0] =
z(1− 2®)

1− ®(1 + z)
.

΄Ασκηση 5.12. ΄Εστω κλαδωτή ανέλιξη {Xn} με X0 = 1 και αριθμό απογόνων ανά οργανισμό με
κατανομή p0 = p1 = p2 = p3 = 1/4 και pk = 0 για k = 4, 5, 6, . . ..

α) Να υπολογίσετε την πιθανότητα εξάλειψης. (Υπόδειξη: Αν βρεθείτε αντιμέτωποι με μια τριτο-
βάθμια εξίσωση μην απογοητευθείτε. Η μια της ρίζα είναι γνωστή!)

β) Να υπολογίσετε την κατανομή του μεγέθους του πληθυσμού της γενιάς n = 2.

΄Ασκηση 5.13. ΄Εστω »n, n = 0, 1, 2, . . . μια ακολουθία από ανεξάρτητες, ισόνομες τυχαίες μεταβλητές
με τιμές στο ℕ0 και κατανομή P (» = i) = pi, i = 0, 1, 2, . . ., όπου φυσικά pi ≥ 0 και

∑∞
i=0 pi = 1.

Ορίζουμε την ακολουθία τυχαίων μεταβλητών

Xn+1 =

{
Xn − »n + 1 αν Xn − »n + 1 ≥ 0
0 αν Xn − »n + 1 < 0

n = 0, 1, 2, . . .

και X0 = 0 με πιθανότητα 1.

α) Να δείξετε ότι η ακολουθία {Xn} είναι μια αλυσίδα Markov.

β) Να δείξετε ότι ο πίνακας πιθανοτήτων είναι ο

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Q0 p0 0 0 0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅
Q1 p1 p0 0 0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅
Q2 p2 p1 p0 0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅
Q3 p3 p2 p1 p0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅
...

...
...

...
...

...
...

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

όπου Qi := 1− (p0 + p1 + ⋅ ⋅ ⋅+ pi) =
∑∞

j=i+1 pj .

γ) Να δώσετε ένα απλό επιχείρημα που να δείχνει ότι η αλυσίδα αυτή είναι αδιαχώριστη



δ) Αν συμβολίσουμε με P (z) :=
∑∞

i=0 piz
i την πιθανογεννήτρια συνάρτηση των »n, να δειχθεί

ότι η στάσιμη κατανομή της αλυσίδας Markov, ¼i, αν υπάρχει, είναι γεωμετρική. Συγκεκριμένα
¼i = (1− ¾)¾i, i = 0, 1, 2, . . ., όπου το ¾ είναι λύση της εξίσωσης

¾ = P (¾).



Kef�laio 6

Ananewtikèc Shmeiakèc
DiadikasÐec kai Ananewtik 
JewrÐa

6.1 Ananewtikèc diadikasÐec se diakritì qrìno

'Estw {Xi} mÐa akoloujÐa apì isìnomec, anex�rthtec t.m. pou paÐrnoun timèc stouc jetikoÔc
akeraÐouc kai Sk =

∑k
i=1Xi, S0 = 0. Fantazìmaste èna swmatÐdio to opoÐo k�nei b mata

proc ta dexi� ìpou to i-ostì b ma èqei mègejoc Xi pou eÐnai austhr� jetikì. Tìte ta
S0, S1, S2, S3, . . . , eÐnai oi arijmoÐ pou episkèptetai diadoqik� to swmatÐdio xekin¸ntac apì to
mhdèn kai

S0 < S1 < S2 < S3 < ⋅ ⋅ ⋅ . (6.1)

SumbolÐzoume me M to tuqaÐo uposÔnolo twn fusik¸n arijm¸n pou episkèptetai to swmatÐdio,
dhlad  M := {Sk; k = 0, 1, 2, . . .}, kai ja exet�soume merikèc apì tic idiìthtèc tou.

To pr¸to er¸thma pou ja diereun soume afor� thn pijanìthta, ®k, na episkefjeÐ to
swmatÐdio ton akèraio k = 0, 1, 2, . . .. Parathr ste ìti ®k = P (k ∈ M )   isodÔnama ìti
®k = P (Sn = k gia k�poio n ∈ ℕ). Autì shmaÐnei ìti ®k =

∑∞
n=0 P (Sn = k) ef' ìson, lìgw

thc (6.1), ta endeqìmena {Sn = k}, n = 0, 1, 2, . . . , eÐnai xèna metaxÔ touc. Sunep¸c mporoÔme
na gr�youme

®k =

{
1 ìtan k = 0∑∞

n=1 P (X1 +X2 + ⋅ ⋅ ⋅+Xn = k) ìtan k = 1, 2, . . .
(6.2)

O upologismìc tou parap�nw ajroÐsmatoc den eÐnai en gènei eÔkoloc ektìc apì sugkekrimènec
peript¸seic. H akoloujÐa ®k onom�zetai ananewtik  puknìthta.
Par�deigma 6.1. 'Estw ìti oi Xi eÐnai gewmetrikèc t.m. me pijanìthta epituqÐac p. Tìte to
�jroisma X1 +X2 + ⋅ ⋅ ⋅Xn èqei katanom  Pascal kai sunep¸c

P (X1 +X2 + ⋅ ⋅ ⋅+Xn = k) =

{ (
k−1
n−1

)
qk−npn ìtan k = n, n+ 1, n+ 2, . . .

0 diaforetik�.
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Antikajist¸ntac aut  thn èkfrash sthn (6.2) èqoume, gia k ≥ 1,

®k =
k∑

n=1

(
k − 1

n− 1

)
qk−npn =

k−1∑

l=0

(
k − 1

l

)
qk−l−1pl+1

= p
k−1∑

l=0

(
k − 1

l

)
qk−1−lpl = p(q + p)k−1

= p.

'Enac enallaktikìc trìpoc gia na doÔme to Ðdio apotèlesma eÐnai jewr soume mÐa akoloujÐa
apì t.m. Bernoulli, {»j}, j = 1, 2, . . . , anex�rthtec metaxÔ touc kai me pijanìthta epituqÐac
p:

»i =

{
1 m.p. p
0 m.p. q = 1− p

.

Fantazìmaste k�je mÐa apì autèc tic t.m. san mia {m�rka} ston antÐstoiqo akèraio

Sq ma 5.1: Se k�je akèraio antistoiqoÔme mia t.m. Bernoulli. 'Otan h metablht  aut 
paÐrnei tim  1 tìte jewroÔme ìti èqoume èna shmeÐo thc ananewtik c diadikasÐac.

MporoÔme loipìn na doÔme enallaktik�, ìtan ta Xi eÐnai gewmetrikèc t.m. to sÔnolo M san
to sÔnolo {j ∈ ℕ : »j = 1} kai epomènwc s' aut  thn perÐptwsh ®k = P (k ∈ M ) = P (k ∈
{j ∈ ℕ : »j = 1}) = P (»k = 1) = p, gia k = 1, 2, . . ..

6.2 Upologismìc thc Ananewtik c Puknìthtac ak

Prokeimènou na prosdiorÐsoume thn ananewtik  puknìthta, o aploÔsteroc trìpoc, ìpwc ja
doÔme, eÐnai na qrhsimopoi soume genn triec sunart seic. 'Estw

®(z) :=

∞∑

k=0

®kz
k

h genn tria sun�rthsh thc akoloujÐac {®k} kai ÁX(z) :=
∑∞

n=1 P (X = k)zk eÐnai h pijano-
genn tria thc katanom c twn prosaux sewn, X. IsqÔei ìti

®(z) =
∞∑

k=0

zk
∞∑

n=0

P (X1 +X2 + ⋅ ⋅ ⋅+Xn = k) (6.3)

=
∞∑

n=0

∞∑

k=0

zkP (X1 +X2 + ⋅ ⋅ ⋅+Xn = k) =
∞∑

n=0

ÁX(z)k (6.4)

=
1

1− ÁX(z)
. (6.5)

H parap�nw sqèsh dÐnei ton metasqhmatismì z thc ananewtik c puknìthtac ak san sun�rthsh
thc pijanogenn triac thc X. Sto akìloujo par�deigma ja doÔme pwc apì aut  th sqèsh



mporoÔme na prosdiorÐsoume thn Ðdia thn ananewtik  puknìthta. 'Estw ìti

X =

{
1 m.p. p
2 m.p. q

ÁX(z) = zp+ z2q. 'Etsi

®(z) =
1

1− pz − qz2

O paronomast c gr�fetai wc (1 − z)(qz + 1) kai analÔontac se apl� kl�smata èqoume
1

1−pz−qz2
= A1

1−z + A2
qz+1 ìpou A1 =

1
1+q , A2 =

q
1+q kai epomènwc

®(z) =
1

1 + q

(
1

1− z
+

q

1 + qz

)

=
1

1 + q

Ã ∞∑

k=0

zk + q
∞∑

k=0

(−1)kqkzk

)

kai sunep¸c

®k =
1

1 + q
+ (−1)kqk+1.

ParathroÔme ìti limk→∞ ®k = 1
1+q ìpwc anamenìtan apì to gegonìc ìti EX1 = p+2q = 1+q

kai to ìti limk→∞ ®k = 1
EX .

Sq ma 5.2: Deigmatik  sun�rthsh ananewtik c diadikasÐac

6.3 Efarmogèc sth JewrÐa AxiopistÐac

'Estw ex�rthma mhqan c tou opoÐou h zw  (di�rkeia leitourgÐac) ekpefrasmènh se m nec, eÐnai
tuqaÐa metablht . Thn qronik  stigm  0 xekin�me me èna kainoÔrgio ex�rthma to opoÐo diar-
keÐ X1 m nec kai astoqeÐ (dhlad  paÔei na leitourgeÐ lìgw bl�bhc) opìte kai antikajÐstatai
amèswc me ìmoio ex�rthma tou opoÐou h di�rkeia zw c eÐnai X2 kai oÔtw kaj' ex c. Upo-
jètoume ìti oi di�rkeiec leitourgÐac twn exarthm�twn {Xi, i = 1, 2, . . . , }, eÐnai anex�rthtec,
isìnomec, tuqaÐec metablhtèc me dedomènh katanom  P (X = k) = pk. 'Estw tèloc ìti k�je
antikat�stash tou exart matoc lìgw bl�bhc stoiqÐzei sthn etairÐa c1 eur¸ kai ìti èna eur¸
ton epìmeno m na èqei axÐa ½ eur¸ s mera (ìpou fusik� 0 < ½ < 1) kai, genikìtera, èna eur¸
ton m na n èqei axÐa ½n eur¸ s mera. ZhteÐtai to parìn kìstoc thc sunolik c diadikasÐac
upì autèc tic sunj kec.

H ap�nthsh s' autì to er¸thma basÐzetai sthn parat rhsh ìti oi antikatast�seic lìgw
bl�bhc ja sumboÔn touc m nec Sk := X1 + X2 + ⋅ ⋅ ⋅ + Xk, k = 1, 2, . . . ,. To kìstoc thc
bl�bhc pou sumbaÐnei to m na Sk èqei paroÔsa axÐa c1½

Sk kai sunep¸c h paroÔsa axÐa tou
sunolikoÔ kìstouc eÐnai

∞∑

n=1

c1½
Sk



kai kat� sunèpeia h mèsh tim  thc paroÔsac axÐac tou kìstouc eÐnai

C = E
∞∑

k=1

c1½
Sk =

∞∑

k=1

c1E½Sk .

ParathreÐste ìti E½Sk = E½X1+⋅⋅⋅+Xk = (ÁX(½))k kai sunep¸c

C =

∞∑

k=1

c1 (ÁX(½))k = c1
ÁX(½)

1− ÁX(½)
. (6.6)

Par�deigma 6.2. Ac upojèsoume ìti h di�rkeia zw c tou k�je exart matoc eÐnai gewmetrik�
katanemhmènh me mèsh tim  4 m nec. EpÐshc èstw c1 = 500.000 kai½ = 0.99 (pou antistoiqeÐ
se mhniaÐo epitìkio 1

½ = 0.0101%). H paroÔsa axÐa tou sunolikoÔ kìstouc upologÐzetai tìte
wc ex c: Ef' ìson h X eÐnai gewmetrik , h pijanogenn tria èqei th morf  ÁX(z) = pz

1−qz me
q = 1 − p kai 1

p = 4. Sunep¸c, s' aut  thn perÐptwsh ÁX(½) = 0.25×0.99
1−0.75×0.99 = 0, 9612 kai to

sunolikì kìstoc eÐnai C = 500.000 0,9612
1−0,9612 = 500.000× 24, 75 = 12, 375× 106.

Genikìtera, an upojèsoume ìti èna eur¸ ton m na n axÐzei f(n) eur¸ s mera (ìpou bèbaia
f(n) < 1 kai h f(n) eÐnai fjÐnousa sun�rthsh tou n) tìte to sunolikì kìstoc (paroÔsa axÐa)
eÐnai

∑∞
k=1 f(Sk) en¸ mèso kìstoc dÐnetai apì thn sqèsh

C = E
∞∑

k=1

f(Sk) = E
∞∑

k=1

∞∑

n=1

1(Sk = n)f(n) (6.7)

=
∞∑

n=1

f(n)E
∞∑

k=1

1(Sk = n) =
∞∑

n=1

f(n)P (n ∈ M ) =
∞∑

n=1

f(n)®n. (6.8)

Gia na sundèsoume thn an�lush mac me aut  thc prohgoumènhc paragr�fou, ìtan f(n) = ½n

pou  tan h perÐptwsh pou exet�same prohgoumènwc, C =
∑∞

n=1 ½
n®n = c1

ÁX(½)
1−ÁX(½) , pou

sumfwneÐ bebaÐwc me thn èkfrash (6.6).

6.4 Prolhptik  Antikat�stash me B�sh thn HlikÐa

Se pollèc peript¸seic h antikat�stash enìc exart matoc lìgw bl�bhc èqei megalÔtero kì-
stoc apì mÐa prolhptik  antikat�stash enìc exart matoc pou leitourgeÐ. Ac upojèsoume
loipìn ìti to kìstoc prolhptik c antikat�stashc eÐnai c2 < c1 ìpou c1 ìpwc prin eÐnai to kì-
stoc antikat�stashc lìgw bl�bhc kai ìti èna ex�rthma hlikÐac M antikajÐstatai prolhptik�.
Kat� sunèpeia, èna ex�rthma hlikÐac n < M antikajÐstatai apokleistik� lìgw bl�bhc, en¸
èna ex�rthma hlikÐac M antikajÐstatai eÐte lìgw bl�bhc, eÐte prolhptik�. Ja sumbolÐsoume
me pk = P (X = k) kai Qk = P (X ≥ k) =

∑∞
i=k pk. H pijanìthta antikat�stashc exart ma-

toc hlikÐac M lìgw bl�bhc eÐnai pM
QM

en¸ h pijanìthta antikat�stashc exart matoc hlikÐac
M prolhptik� eÐnai 1− pM

QM
=

QM+1

QM
.



Sq ma 5.3: H hlikÐa antikat�stashc ed¸ eÐnai M = 4. ParathreÐste ìti merikèc
antikatast�seic exarthm�twn hlikÐac 4 ofeÐlontai se bl�bh en¸ �llec eÐnai prolhptikèc.

'Estw Xi, i = 1, 2, . . . h di�rkeia zw c tou exart matoc i. Upojètoume ìpwc kai prohgou-
mènwc ìti ta Xi eÐnai a.i.t.m. me sun�rthsh katanom c pk. OrÐzoume t¸ra tic kainoÔrgiec t.m.
X

(M)
i mèsw thc sqèshc

X
(M)
i =

{
Xi an Xi ≤ M
M an Xi > M

Oi kainoÔrgiec autèc t.m. antiproswpeÔoun tic kainoÔrgiec di�rkeiec leitourgÐac twn exarth-
m�twn ìtan qrhsimopoioÔme politik  antikat�stashc me hlikÐa antikat�stashcM kai oi opoÐec
fusik� potè den uperbaÐnoun thn hlikÐa thc prolhptik c antikat�stashc M . H katanom  twn
X

(M)
i dÐnetai apì thn

P (X
(M)
i = k) =

⎧
⎨
⎩

pk gia k = 1, 2, . . . ,M − 1
QM :=

∑∞
i=M pi gia k = M

0 diaforetik�.

To sÔnolo {S(M)
k : k = 1, 2, . . .} eÐnai oi qrìnoi antikat�stashc twn exarthm�twn (eÐte lìgw

bl�bhc, eÐte lìgw prolhptik c antikat�stashc). ParathroÔme akìmh ìti h antikat�stash
pou sumbaÐnei ton m na Sk eÐnai prolhptik  an Xk > M en¸ ofeÐletai se bl�bh an Xk ≤ M .
Epomènwc, an f(n) eÐnai h sun�rthsh pou dÐnei thn paroÔsa axÐa tou qr matoc ton m na n, to
sunolikì kìstoc aut c thc mejìdou antikat�stashc dÐnetai apì thn sqèsh

c1

∞∑

k=1

f(S
(M)
k )− (c1 − c2)

∞∑

k=1

f(S
(M)
k )1(Xk > M). (6.9)

To mèso kìstoc dÐnetai apì th sqèsh

C(M) := c1E

∞∑

k=1

f(S
(M)
k )− (c1 − c2)E

∞∑

k=1

f(S
(M)
k )1(Xk > M)

= c1

∞∑

k=1

®(M)
n f(n)− (c1 − c2)E

∞∑

k=1

∞∑

n=1

f(n)1(S
(M)
k = n)1(Xk > M)

ìpou ®
(M)
n eÐnai h pijanìthta P (S

(M)
k = n, gia k�poio k) dhlad  h ananewtik  puknìthta tou

n ìtan ta b mata thc ananewtik c diadikasÐac eÐnai ta {X(M)
i }. To teleutaÐo �jroisma sthn

parap�nw exÐswsh gr�fetai san

E
∞∑

k=1

∞∑

n=1

f(n)1(S
(M)
k = n)1(Xk > M) =

∞∑

n=1

f(n)
∞∑

k=1

P (S
(M)
k = n,X

(M)
k = M,Xk > M)

=
∞∑

n=M

f(n)
∞∑

k=1

P (S
(M)
k−1 = n−M)P (Xk > M)

=

∞∑

n=M

f(n)®
(M)
n−MQM+1

= QM+1

∞∑

n=0

f(n+M)®(M)
n



Sq ma 6.1: Sto sq ma autì blèpoume to mèso kìstoc san sun�rthsh thc hlikÐac antikat�-
stashc. To el�qisto kìstoc epitugq�netai ìtan h hlikÐa antikat�stashc eÐnai M = 9.

An f(n) = ½n tìte to deÔtero �jroisma gr�fetai
∑∞

n=0 ½
n+M®n = ½M

1−ÁM
X (½)

en¸ to pr¸to

eÐnai ÁM
X (½)

1−ÁM
X (½)

kai sunep¸c to sunolikì kìstoc eÐnai

C(M) = c2
ÁM
X (½)

1− ÁM
X (½)

+ (c1 − c2)pM
½M

1− ÁM
X (½)

=
c2Á

M
X (½) + (c1 − c2)pM½M

1− ÁM
X (½)

ìpou

ÁM
X (½) =

M−1∑

i=0

½ipi + ½MQM .

Par�deigma 6.3. Ac upojèsoume ìti ½ = 0.99, c1 = 500, c2 = 100, kai ìti h zw  tou exar-
t matoc eÐnai omoiìmorfa katanemhmènh stouc akeraÐouc {1, 2, 3, . . . ,K}. Tìte pi =

1
K gia

i = 1, 2, . . . ,K, kai

ÁM
X (½) =

1

K

(
½+ ½2 + ⋅ ⋅ ⋅+ ½M−1

)
+ ½M

K −M + 1

K
=

1− ½M

K(1− ½)
+ ½M

K −M + 1

K

= ½
1 + ½M−1(K −M)− ½M (K −M + 1)

K(1− ½)
.



Kef�laio 7

Markobianèc diadikasÐec
apof�sewn

7.1 DiadikasÐec Markov me amoibèc

'Estw mia adiaq¸risth diadikasÐa Markov (Xn) me q¸ro katast�sewn S kai pÐnaka pijanot -
twn met�bashc Pij . Ja upojèsoume ìti k�je for� pou h diadikasÐa brÐsketai sthn kat�stash
j paÐrnoume mia amoib  g(j) ìpou g : S 7→ ℝ mia dedomènh sun�rthsh. 'Estw epÐshc ìti h
paroÔsa axÐa thn qronik  stigm  0 miac monadiaÐac amoib c pou ja lhfjeÐ thn qronik  stigm 
1 eÐnai Ðsh me ® ∈ (0, 1], ìpou ® o suntelest c apìsbeshc. An upojèsoume ìti thn qronik 
stigm  0 h alusÐda brÐsketai sthn kat�stash i tìte h paroÔsa axÐa thc sunolik c amoib c
thn qronik  stigm  0 twn amoib¸n pou ja p�roume tic pr¸tec n − 1 qronikèc stigmèc eÐnai∑n−1

k=0 ®
kg(Xk). An h sun�rthsh g eÐnai fragmènh (mia sunj kh pou ikanopoieÐtai autìmata an

o q¸roc katast�sewn eÐnai peperasmènoc) tìte èqei sÐgoura nìhma na exet�soume thn paroÔ-
sa axÐa twn sunolik¸n amoib¸n ìtan o qronikìc orÐzontac eÐnai �peiroc, dhlad  h diadikasÐa
M�rkwf den stamat� potè. S' aut  thn perÐptwsh h paroÔsa axÐa thc sunolik c amoib c eÐnai∑∞

k=0 ®
kg(Xk) kai eÐnai asfal¸c mia tuqaÐa metablht .

Ac sumbolÐsoume t¸ra me V (i) thn mèsh tim  aut c thc tuqaÐac metablht c. SumbolÐ-
zontac me EiY thn desmeumènh mèsh tim  E[Y ∣X0 = i] ìpou Y eÐnai mia opoiad pote tuqaÐa
metablht  èqoume ìti

V (i) = Ei

∞∑

k=0

®kg(Xk) =
∞∑

k=0

®kE[g(Xk)∣X0 = i]

=

∞∑

k=0

®k
∑

j∈S
P k
ijg(j) =

∑

j∈S
g(j)

∞∑

k=0

®kP k
ij

ParathreÐste ìti h sun�rthsh V : S 7→ ℝ mporeÐ na ekfrasteÐ b�sei thc g kaj¸c kai tou
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pÐnaka

R®
ij :=

∞∑

k=0

®kP k
ij . (7.1)

Sugkekrimèna èqoume ìti
V (i) =

∑

j∈S
R®

ijg(j). (7.2)

H sqèsh (7.1 mporeÐ na ekfrasteÐ kai wc ex c

R® = I + ®P + ®2P 2 + ⋅ ⋅ ⋅+ ®nPn + ⋅ ⋅ ⋅ .

Apì thn parap�nw sqèsh èqoume, pollaplasi�zontac kai ta dÔo mèlh apì ta dexi� me ®P ,

®PR® = ®P + ®2P 2 + ⋅ ⋅ ⋅+ ®nPn + ⋅ ⋅ ⋅ .

Afair¸ntac kat� mèlh thn deÔterh apì thn pr¸th sqèsh èqoume

(I − ®P )R® = I. (7.3)

K�tw apì epiplèon sunj kec (gia par�deigma an o q¸roc katast�sewn S eÐnai peperasmènoc
kai sunep¸c oi pÐnakec P kai R® eÐnai peperasmènoi tetragwnikoÐ pÐnakec) apì thn (7.3)
prokÔptei ìti

R® = (I − ®P )−1. (7.4)

H exÐswsh (7.2) tìte gr�fetai sth morf 

V = R®g = (I − ®P )−1g. (7.5)

Mia isodÔnamh mèjodoc gia ton prosdiorismì thc V basÐzetai sthn an�lush tou pr¸tou
b matoc kai sthn markobian  idiìthta pou mac epitrèpei na gr�youme thn ex c sqèsh

V (i) = g(i) + ®
∑

j∈S
PijV (j). (7.6)

Den eÐnai dÔskolo na diapist¸soume thn isodunamÐa twn (7.4) kai (7.6). H dikaiolìghsh
thc (7.6) basizetai sto ex c epiqeÐrhma. Thn qronik  stigm  mhdèn eispr�toume g(i) kai sth
sunèqeia metabaÐnoume sthn kat�stash j me pijanìthta Pij . H paroÔsa axÐa twn sunoli-
k¸n apolab¸n xekin¸ntac apì thn kat�stash j eÐnai ex' orismoÔ V (j), all� ja prèpei na
pollaplasiasteÐ me ton par�gonta apìsbeshc ®.

Par�deigma 1. Estw mia diadikasÐa Markov me q¸ro katast�sewn S = {0, 1, 2, 3} kai
pÐnaka pijanot twn met�bashc

P =

⎡
⎢⎢⎣

0 1 0 0
1/2 0 1/2 0
0 1/2 0 1/2
0 0 1 0

⎤
⎥⎥⎦ .



An g(i) gia i = 0, 1, 2, 3 eÐnai dedomènoi arijmoÐ, kai o suntelest c apìsbeshc eÐnai ® < 1, na
eurejeÐ h paroÔsa axÐa V (i) twn sunolik¸n amoib¸n gia k�je arqikì shmeÐo ekkÐnhshc i. S'
aut  thn perÐptwsh to sÔsthma (7.6) gÐnetai

V (0) = g(0) + ®V (1)

V (1) = g(1) +
®

2
(V (0) + V (2))

V (2) = g(2) +
®

2
(V (1) + V (3))

V (3) = g(3) + ®V (2).

7.2 Mèsoc rujmìc amoib c

Se antÐjesh me thn prohgoÔmenh par�grafo ìpou jewr same thn paroÔsa axÐa ìlwn twn
mellontik¸n amoib¸n, se poll� probl mata èqoume diadikasÐec Markov gia tic opoÐec èqoume
k�poio kìstoc   kèrdoc g(i) ìtan briskìmaste sthn kat�stash i kai mac endiafèrei to mèso
kìstoc (  kèrdoc) an� mon�da qrìnou gia k�poio meg�lo qronikì orÐzonta. Ja jewr soume
ìti h alusÐda Markov (Xn) eÐnai adiaq¸risth, jetik� epanalhptik . To mèso kìstoc autì
ekfr�zetai wc

lim
n→∞

1

n
Ei

n−1∑

k=0

g(Xk). (7.7)

H parap�nw sqèsh, enall�sontac to �jroisma me thn desmeumènh mèsh tim  gr�fetai kai wc

lim
n→∞

1

n

n−1∑

k=0

E[g(Xk)∣X0 = i] = lim
n→∞

1

n

n−1∑

k=0

∑

j∈S
P k
ijg(j)

=
∑

j∈S
g(j) lim

n→∞
1

n

n−1∑

k=0

P k
ij

=
∑

j∈S
g(j)¼j . (7.8)

H enallag  tou orÐou kai tou ajroÐsmatoc ston q¸ro katast�sewn S sthn deÔterh exÐswsh
pio p�nw qrei�zetai mia pio prosektik  dikaiolìghsh, epitrèpetai p�nta ìmwc ìtan o S eÐnai pe-
perasmènoc. Sthn trÐth exÐswsh qrhsimopoi same to basikì oriakì je¸rhma gia adiaq¸ristec
jetik� epalallhptikèc alusÐdec Markov pou mac exasfalÐzei ìti

lim
n→∞

1

n

n−1∑

k=0

P k
ij = ¼j (7.9)

gia k�je i ∈ S, ìpou ¼ eÐnai h st�simh katanom  pou prokÔptei wc h (monadik  met� thn
kanonikopoÐhsh) lÔsh tou sust matoc

¼j =
∑

i∈S
¼iPij . (7.10)



7.3 Amoibèc pou exart¸ntai apì metab�seic

Ed¸ ja exet�soume thn perÐptwsh pou oi amoibèc exart¸ntai apì tic metab�seic kai ìqi mono
apì thn ek�stote kat�stash sthn opoÐa brÐsketai h alusÐda Markov. Ja jewr soume dhlad 
ìti up�rqei mia sun�rthsh ° : S×S 7→ ℝ pou prosdiorÐzei thn amoib  °(i, j) gia k�je met�bash
apì thn kat�stash i sthn kat�stash j. Sthn perÐptwsh aut  h paroÔsa axÐa thc sunolik c
mèshc amoib c xekin¸ntac apì thn kat�stash i kai me suntelest  apìsbeshc ® eÐnai

V (i) =
∑

j∈S
Pij°(i, j) + ®

∑

j∈S
PijV (j). (7.11)

ParathreÐste ìti, an jèsoume
g(i) :=

∑

j∈S
Pij°(i, j), (7.12)

h (7.11) eÐnai Ðdia me thn (7.2).

ParomoÐwc, to mèso kìstoc makroprìjesma dÐdetai apì thn antÐstoiqh èkfrash thc (7.7)
dhlad 

lim
n→∞

1

n
Ei

n−1∑

k=0

°(Xk, Xk+1). (7.13)

Lamb�nontac up' ìyin ìti

Ei[°(Xk, Xk+1)] =
∑

(j,l)∈S×S
P (Xk+1 = l,Xk = j∣X0 = i)°(j, l)

=
∑

(j,l)∈S×S
P k
ijPjl°(j, l)

=
∑

j∈S
P k
ij

∑

l∈S
Pjl°(j, l)

=
∑

j∈S
P k
ijg(j)

ìpou sthn teleutaÐa sqèsh qrhsimopoi same ton orismì (7.12). Sunep¸c h (7.13) gr�fetai
wc

lim
n→∞

1

n

n−1∑

k=0

∑

j∈S
P k
ijg(j) =

∑

j∈S
g(j) lim

n→∞
1

n

n−1∑

k=0

P k
ij =

∑

j∈S
g(j)¼j

=
∑

(j,l)∈S×S
¼jPjl°(j, l).

7.4 Markobianèc DiadikasÐec Apof�sewn

JewroÔme dÔo sÔnola, to sÔnolo katast�sewn, S pou eÐnai peperasmèno   arijm simo kai
to opoÐo sun jwc ja tautÐzoume me k�poio uposÔnolo twn fusik¸n {0, 1, 2, . . . , } kai to



sÔnolo apof�sewn A = {a, b, c, . . .} to opoÐo jewroÔme peperasmèno. JewroÔme epÐshc mia
oikogèneia apì pÐnakec pijanot twn met�bashc, {Pij(a), a ∈ A} kaj¸c kai mia sun�rthsh
kìstouc C : S × A 7→ ℝ. Sugkekrimèna, C(i, a) eÐnai to kìstoc pou plhr¸noume ìtan
briskìmaste sthn kat�stash i kai epilèxoume thn apìfash a. Tèloc èstw ® o suntelest c
apìsbeshc b�sei tou opoÐou upologÐzoume thn paroÔsa axÐa k�poiou mellontikoÔ kìstouc.
An Xk = i eÐnai h kat�stash thn qronik  stigm  k kai Yn = a h apìfash pou paÐrnoume
thn Ðdia qronik  stigm , tìte h epìmenh kat�stash eÐnai Xk+1 = j me pijanìthta P (Xk+1 =

j∣Xk = i, Yk = a) = Pij(a). H paroÔsa axÐa tou sunolikoÔ kìstouc aut c thc diadikasÐac ja
eÐnai tìte ∞∑

k=0

®kC(Xk, Yk).

Skopìc mac sto prokeÐmeno prìblhma eÐnai na broÔme mia akoloujÐa apof�sewn Yk, k =

0, 1, 2, . . . tètoia ¸ste na elaqistopoieÐ to mèso sunolikì kìstoc (  na megistopoieÐ thn mèsh
sunolik  amoib , sthn perÐptwsh pou ta C(i, a) antiproswpeÔoun amoibèc).

Ja onom�zoume politik  k�je sun�rthsh f : S 7→ A apì ton q¸ro katast�sewn ston
q¸ro apof�sewn. Mia politik  me �lla lìgia eÐnai ènac kanìnac pou upagoreÔei mia apì-
fash, èstw a, k�je for� pou h alusÐda Markov brÐsketai sthn kat�stash i. 'Etsi èqoume
f(i) = a. H uiojèthsh miac politik c periorÐzei thn eleujerÐa pou èqoume na dialègoume tic
apof�seic mac. Mac anagk�zei k�je for� pou briskìmaste se mia sugkekrimènh kat�sta-
sh na dialègoume thn Ðdia p�nta apìfash. ApodeiknÔetai ìmwc ìti, lìgw thc markobian c
fÔshc thc diadikasÐac, up�rqei beltisth politik  h opoÐa exasfalÐzei sunolikì mèso kìstoc
exÐsou qamhlì   qamhlìtero apì opoiad pote �llh akoloujÐa apof�sewn pou den prokÔptei
apì k�poia politik . Sunep¸c eÐnai arketì na anazht soume thn bèltisth politik  qwrÐc na
qrei�zetai na asqolhjoÔme ìlec tic dunatèc akoloujÐec apof�sewn. ParathroÔme pr¸ta ap'
ìla ìti, an qrhsimopoi soume mia opoiad pote politik , f , h diadikasÐa pou prokÔptei einai
markobian  me pÐnaka pijanot twn met�bashc Pij(f(i)).

'Estw Vf (i) h paroÔsa axÐa tou sunolikoÔ kìstouc ìtan xekin�me apì thn kat�stash i

kai efarmìzoume thn politik  f . Tìte, apì thn (7.6) èqoume ìti

Vf (i) = C(i, f(i)) + ®
∑

j∈S
Pij(f(i))Vf (j). (7.14)

H sun�rthsh Vf onom�zetai kai sun�rthsh axÐac (value function).

7.4.1 Par�deigma: 'Ena aplì prìblhma sunt rhshc exoplismoÔ

Prin proqwr soume sthn an�lus  mac ac doÔme èna aplì par�deigma. JewroÔme mÐa mhqan  to
opoÐo mporeÐ na brÐsketai se dÔo katast�seic, thn kat�stash omal c leitourgÐac, èstw 1 kai
thn kat�stash kak c leitourgÐac, èstw 0. Ed¸ loipìn o q¸roc katast�sewn eÐnai S = {0, 1}.

0Parapèmpoume touc endiaferìmenouc gia aut n, kai gia ìlec tic prot�seic qwrÐc apìdeixh pou ja akolou-
j soun, ston Sheldon Ross, (1970). Applied Probability Models with Optimization Applications, Ekdìseic
Dover.



'Estw ìti o q¸roc twn apof�sewn èqei epÐshc dÔo shmeÐa, episkeu  r,   m  episkeu , n.
Sunep¸c A = {n, r}. Ac upojèsoume akìmh ìti

P (n) =

[
1 0
1/3 2/3

]
, P (r) =

[
0 1
0 1

]
. (7.15)

H ènnoia twn parap�nw pin�kwn pijanot twn met�bashc eÐnai ìti, qwrÐc episkeu  mia mhqan ,
an men brÐsketai se kak  kat�stash, tìte paramènei se kak  kat�stash, an de brÐsketai
se kal  kat�stash, tìte me pijanìthta 1/3 thn epìmenh qronik  stigm  ja brejeÐ se kak 
kat�stash. AntÐjeta me episkeu , h mhqan  thn epìmenh qronik  stigm  brÐsketai p�nta
se kal  kat�stash. Tèloc jewroÔme dedomèna kai ta kìsth C(1, n) = 0, C(1, r) = c,
C(0, n) = d, kai C(0, r) = c + d. Ta kìsth aut� upologÐzontai me thn paradoq  ìti k�je
episkeu  kostÐzei c anexart twc thc kat�stashc thc mhqan c kai k�je qronik  perÐodoc pou
h mhqan  brÐsketai se kak  kat�stash kostÐzei d. Ja upojèsoume epiplèon ìti c < d �llwc
to prìblhma eÐnai tetrimmèno: an h episkeu  kostÐzei perisìtero apì thn kak  leitourgÐa tìte
den episkeu�zoume potè.

'Estw f1 h politik  sÔmfwna me thn opoÐa f1(0) = r, f1(1) = n, dhlad  episkeu�zou-
me p�nta ìtan h mhqan  eÐnai qalasmènh kai potè ìtan eÐnai se kal  leitourgÐa. Me aut 
thn politik  h markobian  diadikasÐa apof�sewn gÐnetai mia apl  alusÐda Markov me pÐnaka
pijanot twn met�bashc

P =

[
0 1
1/3 2/3

]
.

H paroÔsa axÐa tou sunolikoÔ mèsou kìstouc sthn perÐptwsh aut  dÐnetai apì to sÔsthma

Vf1(0) = c+ d+ ®Vf1(1)

Vf1(1) = ®
Vf1(0) + 2Vf1(1)

3

ap' ìpou prokÔptei ìti

Vf1(0) =
(3− 2®)

(1− ®)(3 + ®)
(c+ d)

Vf1(1) =
®

(1− ®)(3 + ®)
(c+ d). (7.16)

'Estw t¸ra f2, f3 oi poliktikèc f2(0) = f2(1) = n kai f3(0) = f3(1) = r pou antistoiqoÔn,
h men pr¸th sthn perÐptwsh pou den episkeu�zoume potè, h de deÔterh sthn perÐptwsh pou
episkeu�zoume p�nta. Oi antÐstoiqoi pÐnakec pijanot twn met�bashc eÐnai oi P (n) kai P (r)

thc exÐswshc (7.15). Sthn pr¸th perÐptwsh èqoume to sÔsthma

Vf2(0) = d+ ®Vf2(0)

Vf2(1) = ®
Vf2(0) + 2Vf2(1)

3

enw sthn deÔterh to sÔsthma

Vf3(0) = c+ d+ ®Vf3(1)

Vf3(1) = c+ ®Vf3(1).



LÔnontac aut� ta sust mata èqoume

Vf2(0) =
1

1− ®
d

Vf2(1) =
®

(1− ®)(3− 2®)
d. (7.17)

kai

Vf3(0) = d+ c
1

1− ®

Vf3(1) =
1

1− ®
c. (7.18)

SugkrÐnontac an�mesa stic lÔseic autèc mporoÔme sthn prokeÐmenh perÐptwsh na broÔme
thn bèltisth politik  gia dedomenec timèc twn ®, c, d. Sthn genik  perÐptwsh ìmwc, ìtan o
arijmìc twn diajèsimwn apof�sewn ∣A∣, kai o arijmìc twn katast�sewn tou sust matoc, ∣S∣
eÐnai piì meg�loc, o arijmìc ìlwn twn politik¸n eÐnai ∣S∣∣A∣ kai sunep¸c h aparÐjmhs  touc kai
o upologismìc ìlwn twn tim¸n gia k�je politik  dèn eÐnai praktik� efiktìc. (ParathreÐste
ìti sto par�deigma sunt rhshc exoplismoÔ pou eÐdame, exet�same mìno treÐc politikèc. H
tètarth pou eÐnai �episkeu  ìtan h mhqan  eÐnai se kal  kat�stash kai mh episkeu  ìtan eÐnai
se kak � den exet�sjhke diìti jewr jhke ek proðmÐou mh bèltisth.)

7.4.2 H exÐswsh thc bèltisthc politik c

'Estw ìti h f eÐnai mia bèltisth politik  gia thn markobian  diadikasÐa apof�sewn pou peri-
gr�yame kai Vf h antÐstoiqh sun�rthsh axÐac ìpwc prokÔptei apì thn exÐswsh (7.14). H Vf

ja prèpei tìte na ikanopoieÐ thn akìloujh exÐswsh

Vf (i) = min
b∈A

⎛
⎝C(i, b) + ®

∑

j∈S
Pij(b)Vf (j)

⎞
⎠ . (7.19)

H aitiolìghsh gia thn parap�nw exÐswsh eÐnai arket� apl : An dialèxoume to b wc thn pr¸th
apìfash kai sth sunèqeia akolouj soume thn bèltisth politik  h paroÔsa axÐa tou sunolikoÔ
kìstouc ja eÐnai C(i, b) + ®

∑
j∈S Pij(b)Vf (j). H kalÔterh dunat  epilog  gia to b eÐnai h

epilog  tou ètsi ¸ste na elaqistopoieÐ aut  thn posìthta kai aut  h idiìthta qarakthrÐzei
thn bèltisth politik .

7.5 Algìrijmoc BeltÐwshc Politik c (Policy Improve-
ment)

O algìrijmoc autìc basÐzetai sthn parat rhsh ìti, an me k�poio trìpo gnwrÐzame thn sun�r-
thsh axÐac gia thn bèltisth politik , Vf , ja mporoÔsame na prosdiorÐsoume kai thn bèltisth
politik .



OrÐzoume mia arqik  politik  f1 wc ex c

f1(i) = argmin
b∈A

(C(i, b)) . (7.20)

To nìhma aut c thc sqèshc eÐnai ìti h f1(i) eÐnai Ðsh me thn tim  ekeÐnh tou b pou elaqi-
stopoieÐ thn C(i, b). (Se perÐptwsh pou perisìterec apì mia apof�seic elaqistopoioÔn thn
C(i, ⋅) jewroÔme ìti to sÔnolo twn apof�sewn A eÐnai diatetagmèno kai dialègoume thn mi-
krìterh apì autèc.) Sthn sunèqeia upologÐzoume thn sun�rthsh axÐac V1 pou prokÔptei ìtan
qrhsimopoioÔme thn politik  f1 kai pou upologÐzetai apì to sÔsthma

V1(i) = C(f1(i), i) + ®
∑

j∈S
Pij(f1(i))V1(j). (7.21)

Sthn sunèqeia upologÐzoume mia kainoÔrgia politik  f2 apì thn sqèsh

f2(i) = argmin
b∈A

⎛
⎝C(i, b) + ®

∑

j∈S
Pij(f1(i))V1(j)

⎞
⎠ (7.22)

kai thn kainoÔrgia sun�rthsh axÐac me b�sh thn politik  f2 pou sumbolÐzoume me V2 kai pou
upologÐzoume apì to sÔsthma

V2(i) = C(f2(i), i) + ®
∑

j∈S
Pij(f2(i))V2(j). (7.23)

Den eÐnai dÔskolo na doÔme ìti V2(i) ≤ V1(i) gia k�je i ∈ S kai sunep¸c h kainoÔrgia politik 
eÐnai kalÔterh apì thn prohgoÔmenh.

Fantazìmaste ìti èqoume epanal�bei aut  thn diadikasÐa n forèc kai met� apì autèc tic
n epanal yeic èqoume katal xei se mia politik  fn kai mia antÐstoiqh sun�rthsh axÐac Vn. H
politik  fn+1 orÐzetai tìte apì thn sqèsh

fn+1(i) = argmin
b∈A

⎛
⎝C(i, b) + ®

∑

j∈S
Pij(fn(i))Vn(j)

⎞
⎠ (7.24)

kai h antÐstoiqh sun�rthsh axÐac Vn+1 apì to sÔsthma

Vn+1(i) = C(fn+1(i), i) + ®
∑

j∈S
Pij(fn+1(i))Vn+1(j). (7.25)

H sun�rthsh axÐac Vn+1 eÐnai me th seir� thc mikrìterh apì thn Vn kai epomènwc h polik 
fn+1 kalÔterh apì thn fn. Den eÐnai dÔskolo na diapist¸sei kaneÐc ìti, met� apì peperasmèno
arijmì bhm�twn o algìrijmoc sugklÐnei, dhlad  ìti up�rqei N tètoio ¸ste fN+1 = fN kai
sunep¸c VN+1 = VN . Autì eÐnai fusik  sunèpeia tou gegonìtoc ìti o q¸roc twn politik¸n
eÐnai èna peperasmèno sÔnolo kai sunep¸c den eÐnai dunatìn oi politikèc na belti¸nontai ep'
�peiron. Ac sumbolÐsoume loipìn me f∗ thn politik  fN sthn opoÐa o algìrijmoc stamat�
kai me V ∗ thn antÐstoiqh sun�rthsh axÐac. Dedomènou ìti fN = fN+1 = f∗, h sqèsh (7.24)
me n = N dÐnei

f∗(i) = argmin
b∈A

⎛
⎝C(i, b) + ®

∑

j∈S
Pij(f

∗(i))V ∗(j)

⎞
⎠ . (7.26)

ParathreÐste ìti h f∗ ikanopoieÐ thn exÐswsh bèltisthc politik c (7.19).



7.6 Par�deigma: P¸lhsh akin tou

Upojètoume ìti èqoume èna akÐnhto proc p¸lhsh. K�je mèra upojètoume ìti èqoume mia
prosfor� Ôyouc i = 0, 1, 2, . . . , N me pijanìthta pi gia to akÐnhto autì. Oi prosforèc jew-
roÔntai anex�rthtec, isìnomec tuqaÐec metablhtèc. (H upìjesh aut  eÐnai pio realistik  ap'
ìti faÐnetai arqik�: Mèrec qwrÐc kajìlou prosforèc antistoiqoÔn se prosforèc Ôyouc 0 en¸
gia tic mèrec pou èqoume perisìterec apì mÐa prosforèc paÐrnoume thn mègisth.) Upojètou-
me epÐshc ìti k�je mèra pou den poul�me to akÐnhto upoqreoÔmeja na plhr¸soume kìstoc
sunt rhshc c kaj¸c kai ìti o suntelest c apìsbeshc eÐnai ®.

Xekin�me jètwntac to prìblhma autì sto genikì plaÐsio twn markobian¸n diadikasi¸n
apìfashc. O q¸roc apof�sewn èqei dÔo stoiqeÐa, A = {s, r}, ìpou to s eÐnai p¸lhsh kai
to r eÐnai apìrriyh thc prosfor�c. O q¸roc katast�sewn eÐnai to mègejoc thc ek�stote
prosfor�c mazÐ me thn kat�stash −1 pou eÐnai h kat�stash sthn opoÐa briskìmaste met� thn
p¸lhsh tou akin tou. 'Etsi èqoume S = {−1, 0, 1, 2, . . . , N}. Tèloc h sun�rthsh kìstouc
eÐnai C(i, r) = c, C(i, s) = −i, gia i = 0, 1, 2, . . . , N kai C(−1, r) = C(−1, s) = 0. Oi pÐnakec
pijanot twn met�bashc dÐdontai apì touc

P (r) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0
0 p0 p1 ⋅ ⋅ ⋅ pN−1 pN
0 p0 p1 ⋅ ⋅ ⋅ pN−1 pN
...

...
...

...
...

0 p0 p1 ⋅ ⋅ ⋅ pN−1 pN
0 p0 p1 ⋅ ⋅ ⋅ pN−1 pN

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, P (s) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0
1 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0
1 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0
...

...
...

...
...

1 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0
1 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

(ParathreÐste ìti p0 + p1 + ⋅ ⋅ ⋅+ pN = 1.)

Ja sumbolÐsoume thn bèltisth politik  me f∗ kai thn antÐstoiqh sun�rthsh axÐac me V ∗.
H sun�rthsh axÐac ìtan qrhsimopoioÔme thn bèltisth politik  prèpei na ikanopoieÐ thn sqèsh

V ∗(i) = min{−i, c+ ®
N∑

j=0

pjV
∗(j)} (7.27)

kai h bèltisth politik  thn

f∗(i) = argmin{−i, c+ ®
N∑

j=0

pjV
∗(j)}. (7.28)

(H parap�nw exÐswsh prepei na ermhneujeÐ wc ex c: an to prwto apì ta dÔo orismata eÐnai
to mikrìtero tìte f∗(i) = s, an to deÔtero eÐnai to mikrìtero, tìte f∗(i) = r.) An jèsoume

i∗ = min{i : −i < c+ ®

N∑

j=0

pjV
∗(j)} (7.29)

blèpoume oti h bèltisth politik  sunÐstatai sthn apodoq  k�je prosfor�c megalÔterhc  
Ðshc me i∗ kai sthn apìrriyh k�je prosfor�c mikrìterhc apì i∗. Pr�gmati, apì thn (7.27), an



i < i∗ tìte V ∗(i) = c+ ®
∑N

j=0 pjV
∗(j) < −i. Sunep¸c, apì thn (7.28) èqoume gia autì to

i oti min{−i, V ∗(i)} = V ∗(i) kai f∗(i) = r. Me an�loga epiqeir mata blèpoume ìti an i ≥ i∗

tìte f∗(i) = s.

Mèqri stigm c èqoume katafèrei na broÔme ìqi thn Ðdia thn bèltisth politik  all� thn
dom  thc: up�rqei ènac akèraioc i∗ tètoioc ¸ste an mia prosfor� eÐnai megalÔterh   Ðsh apì
i∗ na prèpei na stamat soume en¸ diaforetik� na suneqÐsoume. Apì thn stigm  ìmwc pou h
dom  thc bèltisthc politik c eÐnai gnwst  den eÐnai dÔskolo na thn prosdiorÐsoume pl rwc.
Pr�gmati, èstw fi h politik  pou apodèqetai k�je prosfor� megalÔterh   Ðsh me i. An
sumbolÐsoume s' aut  thn perÐptwsh me T ton arijmì twn prosfor¸n pou aporrÐpoume mèqri
na apodeqtoÔme mia prosfor� eÐnai eÔkolo na doume ìti

P (T = k) = P (X < i)k−1P (X ≥ i), k = 0, 1, 2, . . . ,

ìpou X mia tuqaÐa metablht  me katanom  P (X = i) = pi. H paroÔsa axÐa tou mèsou kìstouc
sthn sugkekrimènh perÐptwsh dÐdetai apì thn sqèsh

E
[
c+ ®c+ ⋅ ⋅ ⋅+ ®T c− ®T+1E[X∣X ≥ i]

]
= c

1−E[®T+1]

1− ®
−E[®T+1]E[X∣X ≥ i]. (7.30)

Dedomènou ìti

E®T =
P (X ≥ i)

1− ®P (X < i)

(pijanogenn tria thc gewmetrik c katanom c) to dexÐ mèloc thc (7.30) gÐnetai

G(i) =
c

1− ®P (X < i)
− ®

P (X ≥ i)

1− ®P (X < i)
E[X∣X ≥ i]

=
c− ®E[X;X ≥ i]

1− ®P (X < i)

=
c− ®

∑N
j=i jpj

1− ®
∑i−1

j=0 pj
.

To prìblhma plèon an�getai sthn elaqistopoÐhsh thc sun�rthshc G(i).



Kef�laio 8

DiadikasÐa Poisson

Mia shmeiak  diadikasÐa eÐnai èna sÔnolo apì shmeÐa sthn pragmatik  eujeÐa   genikìtera ston
EukleÐdeio q¸ro ℝn. Wc epÐ to pleÐston ja jewroÔme ìti ta shmeÐa sthn pragmatik  eujeÐa
antiproswpeÔoun touc qrìnouc pou sumbaÐnei k�poio gegonìc ìpwc h �fixh enìc pel�th s' èna
sÔsthma exuphrèthshc, h emf�nish bl�bhc se k�poia mhqan  k.o.k. H stoqastik  sumperifor�
miac shmeiak c diadikasÐac sthn pragmatik  eujeÐa mporeÐ na perigrafeÐ me di�forouc trìpouc.
Oi dÔo qrhsimìteroi eÐnai:

i) mèsw thc aparijm triac sun�rthshc (  genikìtera mèsw tou {mètrou aparÐjmhshc})

ii) mèsw twn diasthm�twn metaxÔ twn gegonìtwn.

Estw {Tn} èna sÔnolo apì shmeÐa sthn pragmatik  eujeÐa. H aparijm tria sun�rthsh N

orÐzetai (gia jetikoÔc qrìnouc) wc

N(t) =
∞∑

n=1

1(0 < t ≤ Tn) .

O arijmìc twn shmeÐwn se k�poio di�sthma B = (a, b] dÐnetai apì thn N(B) := N(b)−N(a).

8.1 H diadikasÐa Poisson

Orismìc 8.1. Mia shmeiak  diadikasÐa eÐnai diadikasÐa Poisson me rujmì ¸ an h antÐstoiqh
aparijm tria diadikasÐa N ikanopoieÐ tic akìloujec sunj kec:

a) N(0) = 0 kai N èqei mìno jetik� �lmata monadiaÐou megèjouc.

b) H N èqei anex�rthtec prosaux seic dhlad  an ta diast mata A, B, eÐnai xèna metaxÔ
touc oi N(A) kai N(B) eÐnai anex�rthtec t.m.
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g) Gia k�je dÐasthma B = (t, t+ s]

P (N(B) = k) =
1

k!
(¸s)ke−¸s (8.1)

'Enac enallaktikìc qarakthrismìc thc diadikasÐac Poisson dÐnetai apì to akìloujo

Je¸rhma 8.1. Mia shmeiak  diadikasÐa eÐnai Poisson me rujmì ¸ an h antÐstoiqh aparij-
m tria diadikasÐa ikanopoieÐ tic sunj kec:

a) N(0) = 0 kai N èqei mìno jetik� �lmata monadiaÐou megèjouc.

b') H N èqei anex�rthtec prosaux seic dhlad  an ta diast mata A, B, eÐnai xèna metaxÔ
touc oi N(A) kai N(B) eÐnai anex�rthtec t.m. kai epiplèon, gia k�je di�sthma (t, t+ s],
N(t, t+ s]

d
= N(0, t] (dhlad  oi dÔo t.m. èqoun thn Ðdia katanom ).

g') P (N(0, ℎ] = 1) = ¸ℎ+ o(ℎ) kai P (N(0, ℎ] ≥ 2) = o(ℎ) ìtan ℎ → 0.

M' �lla lìgia oi sunj kec b') kai g') mazÐ exasfalÐzoun ìti oi prosaux seic èqoun kata-
nom  Poisson.

'Estw Ák(t) h pijanìthta P (N(0, t] = k). Tìte

Á0(t+ ℎ) = P{N(0, t+ ℎ] = 0} = P (N(0, t] = 0, N(t, t+ ℎ] = 0) (8.2)

= P (N(0, t] = 0)P (N(t, t+ ℎ] = 0) = Á0(t)Á0(ℎ),

ìpou h trÐth exÐswsh isqÔei lìgw thc anexarthsÐac twn prosaux sewn kai h teleutaÐa lìgw
thc stasimìthtac touc. Apì thn pio p�nw exÐswsh sunep�getai ìti

1

ℎ
[Á0(t+ ℎ)− Á0(t)] = −Á0(t)

1

ℎ
[1− Á0(ℎ)] = −Á0(t)

1

ℎ
[¸ℎ+ o(ℎ)] ,

ìpou h teleutaÐa exÐswsh eÐnai sunèpeia thc g'). Af nontac to ℎ → 0 sthn parap�nw exÐswsh
prokÔptei h diaforik  exÐswsh

Á0′(t) = −¸Á0(t)

h opoÐa èqei thn monadik  lÔsh

Á0(t) = ce−¸t.

Apì thn arqik  sunj kh Á0(0) = P (N(0, 0] = 0) = 1 prokÔptei ìti c = 1 kai sunep¸c

P (N(0, t] = 0] = e−¸t,

h opoÐa, mazÐ me thn stasimìthta twn prosaux sewn apodeiknÔei thn g) gia k = 0.



Me ton Ðdio trìpo

Ák(t+ ℎ) = P{N(0, t+ ℎ] = k} =
k∑

i=0

P (N(0, t] = k − i,N(t, t+ ℎ] = i) (8.3)

=
k∑

i=0

P (N(0, t] = k − i)P (N(t, t+ ℎ] = i) (8.4)

= Ák(t)Á0(ℎ) + Ák−1(t)Á1(ℎ) + o(ℎ), (8.5)

ìpou h (8.4) eÐnai sunèpeia thc upìjeshc twn anexart twn epaux sewn b') kai h (8.5) apì thn
g'). Epomènwc

Ák(t+ ℎ)− Ák(t)

ℎ
= −1− Á0(ℎ)

ℎ
Ák(t) + Ák−1(t)

Á1(ℎ)

ℎ
+

o(ℎ)

ℎ
(8.6)

= −¸Ák(t) + ¸Ák−1(t) +
o(ℎ)

ℎ
(8.7)

ìpou qrhsimopoi same mia akìmh for� thn g') kai to gegonìc ìti a ⋅ o(ℎ) + b ⋅ o(ℎ) = o(ℎ).
'Etsi prokÔptei to sÔsthma diaforik¸n exis¸sewn

Á′
k(t) = −¸Ák(t) + ¸Ák−1(t), k = 1, 2, . . . . (8.8)

OrÐzoume t¸ra tic sunart seic fk(t) := e¸tÁk(t), k = 0, 1, 2, . . .. Tìte f ′
k(t) = ¸e¸tÁk(t) +

e¸tÁ′(t) kai h (8.8) mporeÐ na grafteÐ san

f ′
k(t) = ¸fk−1(t), k = 1, 2 . . . , (8.9)

f ′
0(t) = 1 gia k�je t. (8.10)

'Otan k = 1 h (8.9) oloklhr¸netai kai dÐnei

f1(t) = ¸t+ c

ìpou h stajer� olokl rwshc c isoÔtai me to mhdèn ef' ìson limt→0 P (N(0, t] = 1) = 0 =

f1(0). Parìmoia, apì thn (8.9)

f2(t) =
(¸t)

2
+ c

ìpou h stajer� thc olokl rwshc isoÔtai epÐshc me to mhdèn gia ton Ðdio lìgo. Epomènwc
èqoume anadromik�

fk(t) =
(¸t)k

k!

kai Ák(t) =
(¸t)k

k! e−¸t.



8.1.1 H sqèsh an�mesa sthn ekjetik , thn omoiìmorfh kai thn ka-
tanom  Poisson

Oi treic autèc katanomèc sundèontai, ìpwc ja doÔme, mèsw thc diadikasÐac Poisson. 'Opwc
 dh eÐdame o arijmìc twn shmeÐwn thc diadikasÐac Poisson mèsa s' èna di�sthma akoloujeÐ thn
katanom  Poisson (me mèsh tim  to ginìmeno tou m kouc tou diast matoc epÐ ton rujmì thc
diadikasÐac Poisson, ¸.)

Ac doÔme t¸ra ton rìlo thc ekjetik c katanom c: 'Estw Xi := Ti − Ti−1, i = 1, 2, . . . ,

ta diast mata metaxÔ twn shmeÐwn thc diadikasÐac Poisson.

Je¸rhma 8.2. {Xi} eÐnai mia akoloujÐa apì anex�rthtec ekjetik� katanemhmènec t.m. me
rujmì ¸.

'Estw Yi, i = 1, 2, . . . , n mia akoloujÐa apì t.m. kai Y(i) i = 1, 2, . . . , n h antÐstoiqh
diatetagmènh akoloujÐa pou lamb�netai jètontac tic timèc {X1, X2, . . . , Xn} se aÔxousa t�xh.
Ja anaferìmaste sth diatetagmènh akoloujÐa wc to diatetagmèno deÐgma. Sugkekrimèna, ìtan
oi Yi eÐnai anex�rthtec me thn Ðdia katanom  kai puknìthta pijanìthtac f(y) tìte h apì koinoÔ
puknìthta pijanìthtac thc diatetagmènhc akoloujÐac eÐnai

f(y1, y2, . . . , yn) =

{
n!

∏n
i=1 f(yi) an y1 < y2 < ⋅ ⋅ ⋅ < yn

0 diaforetik� .

Je¸rhma 8.3. Dedomènou ìti to di�sthma (0, t] (  opoiod pote �llo di�sthma,   ènwsh
diasthm�twn, sunolikoÔ m kouc t) perièqei n shmeÐa miac diadikasÐac Poisson, oi jèseic twn n

aut¸n shmeÐwn T1, T2, . . . , Tn èqoun thn Ðdia apì koinoÔ katanom  ìpwc to diatetagmèno deÐgma
n anexart twn t.m. omoiìmorfa katanemhmènwn sto di�sthma (0, t].

Apìdeixh: 'Estw t1 < t2 < ⋅ ⋅ ⋅ < tn < t. Tìte

P (T1 ∈ dt1, T2 ∈ dt2, . . . , Tn ∈ dtn∣N(t) = n) =

P (T1 ∈ dt1, T2 ∈ dt2, . . . , Tn ∈ dtn, Tn+1 > t)
(¸t)n

n! e−¸t
, (8.11)

ìpou qrhsimopoi same ton orismì thc desmeumènhc pijanìthtac, to gegonìc ìti {N(t) = n} =

{Tn ≤ t < Tn} kai ton sumbolismì Ti ∈ dti pou shmaÐnei Ti ∈ (ti, ti + ℎi). Lamb�nontac up'
ìyin ìti X1 = T1, Xi = Ti − Ti−1, i = 2, 3, . . . , n, mporoÔme na gr�youme to dexÐ mèloc thc
teleutaÐac exÐswshc wc

P (X1 ∈ dx1, X2 ∈ dx2, . . . , Xn ∈ dxn, Xn+1 > t− x1 − x2 − ⋅ ⋅ ⋅ − xn)
(¸t)n

n! e−¸t
(8.12)

ìpou xi = ti − ti−1 kai to dxi eÐnai to di�sthma (xi, xi + ℎi) me xi = ti − ti−1. Dedomènou ìti
oi Xi eÐnai anex�rthtec, ekjetikèc t.m. mporoÔme na gr�youme thn (8.12) wc

¸e−¸x1ℎ1 ⋅ ¸e−¸x2ℎ2 ⋅ ⋅ ⋅¸e−¸xnℎn ⋅ e−¸(t−x1−x2−⋅⋅⋅−xn)

(¸t)n

n! e−¸t
=

tn

n!
ℎ1 ⋅ ℎ2 ⋅ ⋅ ⋅ℎn.



8.1.2 ApoyÐlwsh kat� Bernoulli miac diadikasÐac Poisson

'Estw Si, i = 1, 2, . . . ta shmeÐa miac diadikasÐac Poisson me rujmì ¸. AntistoiqoÔme se k�je
shmeÐo Si mia t.m. »i ìpou ta »i eÐnai anex�rthtec t.m. Bernoulli pou paÐrnoun mìno tic timèc 1
kai 2. 'Estw N(t) =

∑∞
i=0 1(Si ≤ t) o arijmìc twn shmeÐwn thc arqik c diadikasÐac Poisson

sto di�sthma (0, t] kai Nj(t) =
∑∞

i=0 1(Si ≤ t, »i = j), me j ∈ {1, 2}, o arijmìc twn shmeÐ-
wn twn dÔo {jugatrik¸n} shmeiak¸n diadikasi¸n pou prokÔptoun met� thn apoyÐlwsh. Ja
deÐxoume ìti oi N1(t), N2(t) eÐnai epÐshc diadikasÐec Poisson kai epiplèon ìti eÐnai anex�rthtec.

H apì koinoÔ pijanogenn tria sun�rthsh Ez
N1(t)
1 z

N2(t)
2 mporeÐ na grafteÐ, desmeÔontac

ston sunolikì arijmì twn shmeÐwn thc arqik c diadikasÐac N(t), wc

E[zN1
1 zN2

2 ∣N(t) = n] =
n∑

k=0

(n
k

)
pk1p

n−k
2 zk1z

n−k
2 = (p1z1 + p2z2)

n

kai epomènwc

E[z
N1(t)
1 z

N2(t)
2 ] =

∞∑

n=0

(p1z1 + p2z2)
n (¸t)n

n!
e−¸t = e−¸te¸t(p1z1+p2z2) = e−p1¸t(1−z1)e−p2¸t(1−z2).

8.1.3 Allag  qronik c klÐmakac sth diadikasÐa Poisson kai qronik�
metablhtèc diadikasÐec Poisson

Orismìc 8.2. Mia shmeiak  diadikasÐa eÐnai qronik� metablht  diadikasÐa Poisson me rujmì
¸ ≥ 0 an h antÐstoiqh aparijm tria diadikasÐa N ikanopoieÐ tic ex c sunj kec:

a) N(0) = 0 kai h N èqei mìno jetik� �lmata monadiaÐou megèjouc.

b') H N èqei anex�rthtec prosaux seic dhlad  an ta A, B eÐnai diast mata xèna metaxÔ
touc, tìte oi N(A) kai N(B) eÐnai anex�rthtec t.m.

c') Gia k�je t P (N(t, t+ℎ] = 1) = ¸(t)ℎ+o(ℎ) kai P (N(t, t+ℎ] ≥ 2) = o(ℎ) ìtan ℎ → 0.

MporoÔme na deÐxoume, ìpwc k�name kai prohgoumènwc ìti h Ák(t, s) := P (N(s, t] = k)

ikanopoieÐ to sÔsthma twn diaforik¸n exis¸sewn

∂

∂t
Ák(s, t) = −¸(t)Ák(s, t) + ¸(t)Ák−1(s, t) k = 1, 2, . . .

∂

∂t
Á0(s, t) = −¸(t)Á0(s, t).

to opoÐo èqei thn lÔsh

Ák(s, t) =
1

k!

(∫ t
s ¸(u)du

)k
e−

∫ t
s ¸(u)du. (8.13)



Sq ma 8.1: Kataskeu  miac qronik� metablht c diadikasÐac Poisson

Mia enallaktik  prosèggish stic qronik� metablhtèc diadikasÐec Poisson basÐzetai sthn
idèa thc allag c qronik c klÐmakac. ArqÐzoume me thn parat rhsh ìti, an h N1(t) eÐnai
diadikasÐa Poisson me rujmì 1 kai h N¸(t) diadikasÐa Poisson me rujmì ¸ tìte N1(¸t)

d
= N¸(t).

Me ton Ðdio trìpo orÐzoume thn sun�rthsh Λ(t) =
∫ t
0 ¸(u)du h opoÐa eÐnai mh fjÐnousa afoÔ

h sun�rthsh ¸(u) eÐnai mh arnhtik . OrÐzoume t¸ra mia shmeiak  diadikasÐa Ñ(t) mèsw thc
sqèshc

Ñ(t) = N1(Λ(t)).

ParathroÔme ìti h antÐstrofh sun�rthsh Λ−1 up�rqei, efìson h Λ eÐnai mh fjÐnousa1. Epo-
mènwc an ta diast mata (a1, b1], (a2, b2], . . . , (am, bm], eÐnai xèna metaxÔ touc kai oi k1, . . . , km,
eÐnai mh arnhtikoÐ akèraioi

P
(
Ñ(a1, b1] = k1, . . . , Ñ(am, bm] = km

)

= P (N1(Λ(a1),Λ(b1)] = k1, . . . , N1(Λ(am),Λ(bm)] = km) .(8.14)

To sq ma 1.1 anaparist� aut  thn idèa gia èna di�sthma. EÐnai safèc apì tic idiìthtec thc
apl c diadikasÐac Poisson me rujmì 1 ìti to dexÐ mèloc thc (8.14) eÐnai Ðso me

m∏

i=1

P (N1(Λ(ai),Λ(bi)] = ki) =
m∏

i=1

1

ki!
(Λ(bi)− Λ(ai))

ki e−[Λ(bi)−Λ(ai)].

1Genik� h sun�rthsh aut  orÐzetai wc Λ−1(t) = inf{s : Λ(s) > t}.



8.2 SÔnjetec DiadikasÐec Poisson

Aut  eÐnai mia aÔxousa diadikasÐa alm�twn pou mporeÐ na tejeÐ sthn morf 

Yt =

Nt∑

i=1

Xi

ìpou {Xi} eÐnai mia akoloujÐa apì anex�rthtec, isìnomec t.m., anex�rthtec apì thn diadikasÐa
Poisson. Oi statistikèc idiìthtec thc diadikasÐac aut c mporoÔn na upologistoÔn eÔkola me
b�sh tic antÐstoiqec idiìthtec thc diadikasÐac Poisson. Gia par�deigma

EYt = E
∑Nt

i=1Xi =
∑∞

n=1E [
∑n

i=1Xi∣Nt = n]P (Nt = n)

=

∞∑

n=1

nE[X1]P (Nt = n) = E[X1]

∞∑

n=1

nP (Nt = n) = ¸tEX1.

H deÔterh rop  thc Yt mporeÐ na upologisjeÐ gia par�deigma wc ex c:

EY 2
t = E (

∑∞
i=1Xi1(Nt ≥ i))

(∑∞
j=1Xj1(Nt ≥ j)

)

= E
(∑∞

i=1X
2
i 1(Nt ≥ i)

)
+ E

(
2
∑

i<j XiXj1(Nt ≥ i)1(Nt ≥ j)
)

=
(∑∞

i=1E[X2
i ]P (Nt ≥ i)

)
+
(
2
∑

i<j EXiEXjP (Nt ≥ j)
)

= E[X2
1 ]¸t+ 2(EX1)

2
∑∞

j=2(j − 1)P (Nt ≥ j).

Gia par�deigma, gia k�je t.m. N me akèraiec timèc,

∞∑

j=1

jP (Nt > j) =
∞∑

j=1

j
∞∑

i=j+1

P (N = i) =
∞∑

i=2

P (N = i)
i∑

j=2

j

=
∞∑

i=2

P (N = i)
i(i− 1)

2
=

1

2

[
E(N2)− EN

]
.

Lamb�nontac up' ìyin ìti EN2
t = (¸t)2 + ¸t,

EY 2
t = E[X2

1 ]¸t+ (EX1)
2(¸t)2.

Genikìtera, o metasqhmatismìc Laplace thc Yt upologÐzetai eÔkola qrhsimopoi¸ntac desmeu-
mènec mèsec timèc:

E[e−sYt ] = E[e−s
∑Nt

i=1 Xi ] =
∑∞

n=1E
[
e−s

∑n
i=1 Xi

∣∣∣Nt = n
]
P (Nt = n)

=
∞∑

n=1

(F̃ (s))n
1

n!
(¸t)ne−¸t = e−¸t(1−F̃ (s)) .



8.3 Rujmìc KindÔnou

Orismìc 8.3. 'Estw X mh arnhtik , apolÔtwc suneq c t.m. me sun�rthsh katanom c F

kai sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac f . H sun�rthsh kindÔnou pou antistoiqeÐ s' aut  thn
t.m. orÐzetai wc

ℎ(t) :=
f(t)

1− F (t)
t ≥ 0.

O rujmìc kindÔnou prosdiorÐzei pl rwc thn katanom . Pr�gmati, èstw ℎ mia dedomènh
sun�rthsh rujmoÔ kindÔnou. Tìte

ℎ(t) =
d
dtF (t)

1− F (t)
= − d

dt
log(1− F (t)).

Sunep¸c, log(1− F (t)) = − ∫
ℎ(t)dt+ c  

F (t) = 1− ce−
∫ t
0 ℎ(»)d».

Upojètoume ìti h F eÐnai apolÔtwc suneq c kai ìti F (0) = 0 to opoÐo sunep�getai ìti c = 1

 
F (t) = 1− e−

∫ t
0 ℎ(»)d»

Diaisjhtikì nìhma: ParathroÔme ìti P (X ≤ t + ℎ∣X > t) = P (X≤t+ℎ,X>t)
P (X>t) = F (t+ℎ)−F (t)

1−F (t) .
Epomènwc

ℎ(t) = lim
ℎ→0

1

ℎ
P (X ≤ t+ ℎ∣X > t) .

ParadeÐgmata: Ac upojèsoume ìti F (t) = 1−∑k−1
j=0

1
i!(¸t)

je−¸t. Tìte

ℎ(t) = ¸

1
(k−1)!(¸t)

k−1

∑k−1
j=0

1
i!(¸t)

j
.

Sugkekrimèna, gia thn katanom  Erlang-2

ℎ(t) = ¸
¸t

1 + ¸t
.

H uperekjetik  katanom  dÐnetai apì ton tÔpo F (t) = 1− p1e
−¸1t − p2e

−¸2t (me p1 + p2 = 1)
kai o antÐstoiqoc rujmìc kindÔnou eÐnai

ℎ(t) =
¸1p1e

−¸1t + ¸2p2e
−¸2t

p1e−¸1t + p2e−¸2t

Tèloc h katanom  Pareto dÐnetai apì ton tÔpo F (x) = 1− (
c
x

)® (x ≥ c, ® > 0) me sun�rthsh
puknìthtac pijanìthtac f(x) = ®

x

(
c
x

)−® kai rujmì kindÔnou

ℎ(t) =
®

x
, x > c.



8.4 Ask seic

΄Ασκηση 8.1. ΄Εστω N(t) μια διαδικασία Poisson με ρυθμό ¸ και Yi, i = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , μια α.ι. ακολουθία
ακέραιων τυχαίων μεταβλητών με κατανομή P (Y1 = k) = pk, k = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ . Θεωρούμε την σύνθετη
διαδικασία Poisson

X(t) =

N(t)∑

i=1

Yi .

α) Υπολογίστε τον μέσο EX(t) και την συνδιακύμανση Cov(X(s), X(t)).

β) Ας υποθέσουμε ότι P (Y = k) = 1/6, k = 1, 2, . . . , 6. Συμβολίζουμε με T τον πρώτο χρόνο που
ένα Y ίσο με 6 εμφανίζεται. Υπολογίστε τις μέσες τιμές ET και EX(T ).

΄Ασκηση 8.2. Εστω σημειακή διαδικασία Poisson με ρυθμό ¸ και N(a, b] ο αριθμός των σημείων της
στο διάστημα (a, b]. Να υπολογίσετε την δεσμευμένη πιθανότητα P (N(0, 2] = 2∣N(0, 3] = 3) και την
δεσμευμένη μέση τιμή E[N(0, 2]∣N(0, 3]].


