
Kef�laio 4

JewrÐa PaignÐwn

4.1 PaÐgnia mhdenikoÔ ajroÐsmatoc se kanonik 
morf 

Sto kef�laio autì exet�zoume paÐgnia mhdenikoÔ ajroÐsmatoc se kanonik  morf  (zero
sum games in canonical form). Ta paÐgnia aut� mporoÔn na perigrafoÔn apì èna pÐnaka
pou dÐdei thn amoib  pou dÐdei o paÐkthc II ston paÐkth I. Gia par�deigma, ston akìloujo
pÐnaka

paÐkthc II: ElaqistopoieÐ

paÐkthc I: MegistopoieÐ
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(4.1)

o paÐkthc I epilègei gramm  en¸ o paÐkthc II st lh, kai apì ton sunduasmì twn dÔo
apof�sewn prokÔptei h amoib  pou ja prèpei na plhr¸sei o II ston I (h opoÐa bebaÐwc
mporeÐ na eÐnai kai arnhtik ). Sto par�deigma thc (4.1) o paÐkthc I, an paÐxei pr¸toc,
ja prèpei na epilèxei thn 2h gramm  giatÐ aut  èqei to megalÔtero el�qisto. O paÐkthc
II pou paÐzei deÔteroc anagkastik� ja epilèxei tìte thn deÔterh st lh kai ja plhr¸sei
2 mon�dec ston I. Opoiad pote �llh epilog  apì thn pleur� tou I odhgeÐ se mikrìterh
amoib  gia ton I. AntÐstoiqa, an o paÐkhc II paÐzei pr¸toc, tìte ja prèpei na epilèxei
thn st lh me to mikrìtero mègisto, dhlad  thn st lh 2. Tìte o paÐkthc I pou paÐzei
deÔteroc ja prèpei anagkastik� na epilèxei thn gramm  2 kai ja p�rei amoib  kai p�li 2
mon�dec. Sthn perÐptwsh aut  den èqei shmasÐa poiìc apì touc dÔo paÐktec paÐzei pr¸toc.
Up�rqoun ìmwc �lla paÐgnia sta opoÐa to poiìc paÐzei pr¸toc (dhlad  h plhroforÐa pou
mporeÐ na èqei ènac paÐkthc gia tic apof�seic tou �llou) èqei shmasÐa. Gia par�deigma,
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sthn perÐptwsh tou paignÐou me ton akìloujo pÐnaka

paÐkthc II: ElaqistopoieÐ

paÐkthc I: MegistopoieÐ



−3 −2 4

2 3 1
4 0 −2




(4.2)

ìtan o paÐkthc I paÐzei pr¸toc tìte ja epilèxei thn gramm  2 h opoÐa èqei to megalÔtero
el�qisto pou eÐnai Ðso me 1. O paÐkthc II dialègei tìte thn st lh 3 kai dÐnei amoib  1 ston
I. 'Otan o paÐkthc II paÐzei pr¸toc tìte ja epilèxei thn st lh me to mikrìtero mègisto,
dhlad  thn st lh 2, opìte o I dialègei thn gramm  2 kai paÐrnei 3 mon�dec apì ton II.

L mma 4. An X, Y , dÔo sÔnola kai f : X × Y → R tìte

supx∈X infy∈Y f(x, y) ≤ infy∈Y supx∈X f(x, y).

Apìdeixh IsqÔei ìti infy∈Y f(x, y) ≤ f(x, y) gia k�je (x, y) ∈ X × Y . Sunep¸c,
paÐrnwntac supremum wc proc x ∈ X, supx∈X infy∈Y f(x, y) ≤ supx∈X f(x, y) gia ìla ta
y ∈ Y . PaÐrnontac t¸ra to infimum wc proc y ∈ Y sthn teleutaÐa sqèsh sumplhr¸nei
thn apìdeixh.

Orismìc 3. An ènac pÐnakac A = (aij) ikanopoieÐ thn maxi minj aij = mini maxj aij

tìte ja lème ìti èqei sagmatikì shmeÐo. An antijètwc maxi minj aij < mini maxj aij tìte
o pÐnakac den èqei sagmatikì shmeÐo.

Apì thn parap�nw suz thsh eÐnai safèc ìti, an o pÐnakac tou paignÐou èqei sagmatikì
shmeÐo tìte opoiad pote plhroforÐa èqei ènac paÐkthc gia thn apìfash tou �llou den
ephre�zei thn dik  tou strathgik . S' aut  thn perÐptwsh to paÐgnio èqei lÔsh me kajarèc
strathgikèc. An o pÐnakac den èqei sagmatikì shmeÐo tìte h plhroforÐa pou mporeÐ na
èqei o ènac paÐkthc gia thn strathgik  tou �llou ephre�zei kai thn dik  tou strathgik .
To paÐgnio den èqei lÔsh me kajarèc strathgikèc.

4.2 Meiktèc strathgikèc kai to jemeli¸dec je¸rhma

Mia meikt  strathgik  (  tuqaiopoihmènh strathgik ) eÐnai mia katanom  pijanìthtac
p�nw sto sÔnolo twn strathgik¸n enìc paÐkth. O paÐkthc dhlad  apofasÐzei ìqi poia
strathgik  ja epilèxei all� poia katanom  sto q¸ro twn strathgik¸n ja epilèxei. O
lìgoc gia ton opoÐo ènac paÐkthc ja mporoÔse na apofasÐsei na epilèxei mia meikt  s-
trathgik  eÐnai epeid  anagk�zetai na paÐxei pr¸toc. Gia par�deigma, ston pÐnaka (4.2) o
opoÐoc den èqei sagmatikì shmeÐo ìtan o I paÐzei pr¸toc kerdÐzei 1 mon�da en¸ ìtan paÐzei
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deÔteroc 3 mon�dec. An o paÐkthc I dhl¸sei ìti ja epilèxei tic treic dunatèc enèrgeièc
tou me antÐstoiqec pijanìthtec x1, x2, x3, tìte o paÐkthc II anagk�zetai na epilèxei ètsi
¸ste na elaqistopoi sei thn mèsh amoib  pou ja d¸sei ston I dhlad  kaleÐtai na epilèxei
to el�qisto an�mesa sta

(−3x1 + 2x2 + 4x3 , −2x1 + 3x2 , 4x1 + x2 − 2x3) .

Gia par�deigma, an x1 = 1/10, x2 = 9/10, x3 = 0 tìte o II èqei na epilèxei to el�qisto
an�mesa sta (1.5, 2.5, 1.3), sunep¸c epilègei thn trÐth st lh, kai dÐnei amoib  1.3 ston
I. 'Ara, ìtan o paÐkthc I {paÐzei pr¸toc}, ìtan dhlad  èqei lìgouc na pisteÔei ìti o II
gnwrÐzei thn strathgik  tou ja protim sei mia meikt  (tuqaiopoihmènh) strathgik  ¸ste
na aux sei ta èsod� tou. To Ðdio bèbaia isqÔei kai gia ton paÐkth II pou mporeÐ na èqei
epÐshc kÐnhtro na uiojet sei mia meikt  strathgik .

Se èna genikì paÐgnio pou perigr�fetai apì èna pÐnaka m×n, A = (aij), an o paÐkthc
I uiojet sei thn meikt  strathgik  xi, i = 1, . . . , m kai o II thn yj, j = 1, . . . , n tìte h
mèsh tim  thc amoib c tou II proc ton I eÐnai xT Ay =

∑n
j=1

∑m
i=1 xiaijyj.

'Opwc eÐdame maxi minj aij ≤ minj maxi aij me isìthta ìtan o pÐnakac èqei sag-
matikì shmeÐo. O q¸roc ìlwn twn meikt¸n strathgik¸n tou I eÐnai to simplex X :=
{(x1, . . . , xm) : xi ≥ 0,

∑m
i=1 xi = 1}. Parìmoia o q¸roc twn meikt¸n strathgik¸n tou

II eÐnai o Y := {(y1, . . . , yn) : xi ≥ 0,
∑n

j=1 yj = 1}.
Je¸rhma 21 (Von Neumann). K�je paÐgnio thc anwtèrw morf c èqei lÔsh me meiktèc
strathgikèc, dhlad 

max
x∈X

min
y∈Y

xT Ay = min
y∈Y

max
x∈X

xT Ay. (4.3)

Apìdeixh Jètoume vI = maxx∈X miny∈Y xT Ay kai vII = miny∈Y maxx∈X xT Ay me
skopì na deÐxoume ìti vI = vII . Apì to l mma 4 isqÔei ìti vI ≤ vII , sunep¸c arkeÐ
na deÐxoume ìti h sqèsh aut  ikanopoieÐtai me isìthta.

'Estw A = [a1 | a2 | · · · | an] oi st lec tou pÐnaka A. Gia thn apìdeixh tou jewr matoc
ja qrhsimopoi soume thn deÔterh diatÔpwsh tou L mmatoc tou Farkas. An to 0 an kei
sthn kurt  j kh twn shmeÐwn a1, . . . , an, e1, . . . , em ston Rm tìte up�rqoun pragmatikoÐ
sj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , m + n, tètoioi ¸ste

n∑
j=1

aijsj + sn+i = 0, i = 1, 2, . . . , m,

m+n∑
j=1

sj = 1.

All� den eÐnai dunatìn na èqoume sj = 0 gia k�je j = 1, . . . , n giatÐ tìte ta monadiaÐa
dianÔsmata ei ja  tan grammik� exarthmèna. Sunep¸c

∑n
j=1 sj > 0 kai mporoÔme na
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orÐsoume tic posìthtec
yj :=

sj∑n
j=1 sj

≥ 0

gia tic opoÐec isqÔei ìti
∑n

j=1 yj = 1. Sunep¸c, apì ta parap�nw èqoume ìti

n∑
j=1

aijyj = − sn+i∑n
j=1 sj

≤ 0 ∀i.

'Ara, gia thn sugkekrimmènh epilog  twn yj apì ton paÐkth II, xT Ay ≤ 0 gia opoiad pote
epilog  twn xi apì ton I, sunep¸c maxx∈X xT Ay ≤ 0 gia to sugkekrimèno y ∈ Y kai
vII = miny∈Y maxx∈X xT Ay ≤ 0 kat� meÐzona lìgo. 'Ara èqoume

vI ≤ vII ≤ 0. (4.4)

'Estw t¸ra ìti h pr¸th perÐptwsh tou l mmatoc tou Farkas den isqÔei. Tìte ja isqÔei
upoqrewtik� h deÔterh. Autì shmaÐnei ìti up�rqei x = (x1, . . . , xm) tètoio ¸ste xi > 0
gia k�je i = 1, . . . , m,

∑m
i=1 xi = 1, kai

∑m
i=1 xiaij > 0 gia j = 1, . . . , n. Sunep¸c gia

to sugkekrimèno x èqoume xT Ay > 0 gia k�je y kai epomènwc, epanalamb�nontac ton
prohgoÔmeno sullogismì èqoume vI > 0 kai

0 < vI ≤ vII . (4.5)

Efìson upoqrewtik� prèpei na isqÔei eÐte h (4.4) eÐte h (4.5) sumperaÐnoume ìti eÐnai
adÔnaton na isqÔei h vI ≤ 0 < vII .

'Estw t¸ra to paÐgnio pou antistoiqeÐ ston pÐnaka B := (bij) ìpou bij = aij + k ∀i, j.
Profan¸c xT By = xT Ay + k gia k�je x, y kai sunep¸c vI(B) = vI(A) + k, vII(B) =
vII(A) + k. AfoÔ vI(B) ≤ 0 < vII(B) eÐnai adÔnaton, vI(B) ≤ −k < vII(B) eÐnai
adÔnaton gia k�je k ∈ R pou sunep�getai ìti vI < vII eÐnai adÔnaton. 'Ara, anagkastik�,
vI = vII .

4.3 Grafikìc upologismìc thc tim c

Gia na katano soume kalÔtera merikèc apì tic ènnoiec exet�zoume peript¸seic pou o ènac
toul�qiston apì touc dÔo paÐktec èqei mìno dÔo epilogèc. S' aut  thn perÐptwsh eÐnai
dunatì na epilÔsoume grafik� to paÐgnio. Ja exet�soume to ex c par�deigma. O paÐkthc
II krÔbei sto qèri tou èna nìmisma eÐte tou enìc eÐte twn dÔo eur¸. O paÐkthc I manteÔei
ti nìmisma èqei krÔyei o II kai an to petÔqei paÐrnei to nìmisma alli¸c plhr¸nei ston I 1.5
eur¸. To paiqnÐdi paÐzetai pollèc forèc. Poi� eÐnai h bèltisth strathgik  k�je paÐkth
kai poi� eÐnai h axÐa tou paiqnidioÔ?
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O pÐnakac tou paignÐou (pou deÐqnei ta pos� pou plhr¸nei o II ston I) eÐnai

paÐkthc II

paÐkthc I
[

1 −1.5
−1.5 2

]

EÐnai safèc ìti o pÐnakac tou paignÐou autoÔ den èqei sagmatikì shmeÐo. An o paÐkthc
I dhl¸sei pr¸toc ti pisteÔei ìti eÐnai to nìmisma kai o paÐkthc II mporeÐ na krÔyei to
nìmisma met� thn d lwsh tìte asfal¸c ja dialèxei to antÐjeto kai ja kerdÐsei apì ton
paÐkth I 1.5 eur¸. An o paÐkthc II dhl¸sei pr¸toc ti nìmisma èqei krÔyei tìte o I ja to
p�rei. O II to gnwrÐzei kai gi�utì ja krÔyei èna eur¸.

Ac poÔme loipìn ìti o II qrhsimopoi sei meiktèc strathgikèc. Dhl¸nei ìti ja krÔyei
1 eur¸ me pijanìthta y1 kai 2 eur¸ me pijanìthta y2 = 1 − y1. (Akìmh kai an den to
dhl¸sei, afoÔ to paiqnÐdi paÐzetai sunèqeia o I ja to katal�bei an sullèxei statistik�
stoiqeÐa.) An o I mantèyei 1 eur¸ tìte h mèsh tim  thc amoib c pou ja p�rei apì ton II
eÐnai y1− 1.5(1− y1). An o I mantèyei 2 eur¸ tìte h mèsh amoib  pou ja p�rei apì ton II
eÐnai −1.5y1 + 2(1 − y1). O paÐkthc I den xèrei ti nìmisma èqei krÔyei o II, mporeÐ ìmwc
na ektim sei thn pijanìthta y1 sunep¸c ja peÐ

1 eur¸ an y1 − 1.5(1− y1) > −1.5y1 + 2(1− y1)
2 eur¸ an y1 − 1.5(1− y1) ≤ −1.5y1 + 2(1− y1)

kai h mèsh amoib  pou ja p�rei ja eÐnai

max(y1 − 1.5(1− y1) , −1.5y1 + 2(1− y1)) (4.6)

Autì to gnwrÐzei o II (pou elaqistopoieÐ) sunep¸c ja epilèxei to y1 ètsi ¸ste na e-
laqistopoi sei thn (4.6). H mèsh tim  thc amoib c pou plhr¸nei eÐnai

min
0≤y1≤1

max(y1 − 1.5(1− y1) , −1.5y1 + 2(1− y1)).

Epomènwc o II dialègei to y1 ètsi ¸ste y1 − 1.5(1− y1) = −1.5y1 + 2(1− y1)   y1 = 7
12

kai h axÐa tou paignÐou eÐnai 2 − 3.5y1 = −1/24. Autì shmaÐnei ìti o II plhr¸nei kat�
mèso ìro ston I −1/24 eur¸. Sunep¸c to paiqnÐdi eÐnai epikerdèc gia ton II an paÐzetai
bèltista kai tou apofèrei mèso kèrdoc 1/24 eur¸ k�je for�.
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Sq ma 4.1: Sto sq ma blèpoume th mèsh tim  thc amoib c pou plhr¸nei o II ston I ìtan
o II qrhsimopoieÐ meikt  strathgik  me pijanìthtec y1 kai y2 = 1− y1. H paqei� gramm 
eÐnai h max(y1 − 1.5(1 − y1) , −1.5y1 + 2(1 − y1)). Sunep¸c o II dialègei y1=to shmeÐo
tom c kai plhr¸nei kata mèso ìro 1/24 eur¸ ston I.
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4.4 EpÐlush me thn bo jeia tou grammikoÔ pro-
grammatismoÔ

'Estw ènac pÐnakac A m×n. O paÐkthc I, o opoÐoc dialègei grammèc megistopoieÐ kai èqei
m epilogèc, en¸ o paÐkthc II o opoÐoc dialègei st lec elaqistopoieÐ kai èqei n epilogèc.
An o paikthc I dialèxei thn gramm  i kai o II thn st lh j tìte o II plhr¸nei ston I to
posì aij pou dÐnei o pÐnakac

A =




a11 a12 · · · a1j · · · a1n

a21 a22 · · · a2j · · · a2n
...

ai1 ai2 · · · aij · · · ain
...

am1 am2 · · · amj · · · amn




.

. Ac upojèsoume ìti o II epilègei thn tuqaiopoihmènh strathgik  (y1, y2, . . . , yj, . . . , yn)T

thn opoÐa kai anakoin¸nei ston I. An o I epilèxei thn gramm  i tìte to mèso posì pou ja
eispr�xei apì ton II eÐnai ai1y1 + ai2y2 + · · · + aijyj + · · · + ainyn. Dedomènou ìti jèlei
na megistopoi sei ta èsod� tou ja dialèxei to i an�loga. Sunep¸c h axÐa tou paiqnidioÔ
eÐnai

v = max
i=1,2,...,m

ai1y1 + ai2y2 + · · ·+ aijyj + · · ·+ ainyn

O paÐkthc II ja dialèxei tic pijanìthtec yj ètsi ¸ste na elaqistopoieÐ to v. Sunep¸c h
axÐa tou paiqnidioÔ dÐnetai apì th lÔsh tou grammikoÔ progr�mmatoc

min v

u.p.
y1 + · · ·+ yj + · · · yn = 1

a11y1 + a12y2 · · ·+ a1jyj · · ·+ a1nyn ≤ v

ai1y1 + ai2y2 · · ·+ aijyj · · ·+ ainyn ≤ v

am1y1 + am2y2 · · ·+ amjyj · · ·+ amnyn ≤ v

yj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n, v eleÔjerh.

To sÔsthma autì gr�fetai isodÔnama wc
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min v

u.p.
y1 + · · ·+ yj + · · · yn = 1

v − a11y1 − a12y2 · · · − a1jyj · · · − a1nyn ≥ 0

v − ai1y1 − ai2y2 · · · − aijyj · · · − ainyn ≥ 0

v − am1y1 − am2y2 · · · − amjyj · · · − amnyn ≥ 0

yj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n, v eleÔjerh.

To duðkì grammikì prìgramma eÐnai to

max u

u.p.
x1 + · · ·+ xi + · · ·xm = 1

u− a11x1 − a12x2 − · · ·+ a1jxi − · · · − a1nxm ≤ 0

u− ai1x1 − ai2x2 − · · ·+ aijxi − · · · − ainxm ≤ 0

u− an1x1 − an2x2 − · · ·+ anjxi − · · ·+ anmxm ≤ 0

xi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , m, u eleÔjerh.

H jewrÐa thc duðkìthtac exasfalÐzei ìti h bèltisth tim  tou v pou prokÔptei apì thn
lÔsh tou prwteÔontoc probl matoc isoÔtai me thn bèltisth tim  pou prokÔptei apì th
lÔsh tou duðkoÔ. Aut  eÐnai h axÐa tou paignÐou.
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