
Kef�laio 3

DiaqwrÐzon UperepÐpedo�L mma
Farkas

3.1 Kleist� SÔnola

Xekin�me me k�poiec ènnoiec, gnwstèc apì thn majhmatik  an�lush. 'Ena sÔnolo A ⊂ Rn

onom�zetai kleistì an perièqei k�je oriakì shmeÐo tou. To sÔnolo onom�zetai sumpagèc an
k�je akoloujÐa stoiqeÐwn tou perièqei upakoloujÐa sugklÐnousa se shmeÐo tou sunìlou.

Je¸rhma 14. 'An A ⊂ Rn èna sumpagèc uposÔnolo tou Rn kai f : A → Rm suneq c
sun�rthsh tìte to f(A) eÐnai sumpagèc uposÔnolo tou Rm.

Apìdeixh 'Estw {f(ak)} mia akoloujÐa shmeÐwn tou f(A) kai {ak} mia apì tic akolou-
jÐec shmeÐwn tou A apì tic opoÐec ja mporoÔse na proèrqetai. (H sun�rthsh f den eÐnai
upoqrewtik� 1�1.) AfoÔ to A eÐnai sumpagèc up�rqei upakoloujÐa {aik} tètoia ¸ste
aik → a ∈ A. Sunep¸c, afoÔ h f eÐnai suneq c, f(aik) → f(a) kai f(a) ∈ f(A). Autì
shmaÐnei ìti to f(A) eÐnai sumpagèc.

Pìrisma 2. 'An A ⊂ Rn èna sumpagèc uposÔnolo tou Rn kai f : A → R eÐnai suneq c
sun�rthsh tìte up�rqoun a, b ∈ A tètoia ¸ste f(a) = inf{f(x) : x ∈ A} kai f(b) =
sup{f(x) : x ∈ A}.

Apìdeixh To je¸rhma deÐqnei ìti to sÔnolo f(A) = {f(x) : x ∈ A} eÐnai sumpagèc
kai sunep¸c kleistì kai fragmèno. Epomènwc èqei peperasmèno infimum kai supremum.
Epiplèon tìso to infimum ìso kai to supremum an koun sto f(A) mia kai to f(A) eÐnai
kleistì sÔnolo. SumperaÐnoume ìti up�rqoun a, b ∈ A tètoia ¸ste f(a) = inf f(A) kai
f(b) = sup f(A).
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Orismìc 2. H apìstash tou shmeÐou x apì to sÔnolo A ston Rn orÐzetai wc dA(x) =
inf{‖x− y‖ : y ∈ A}.
Prìtash 2. H sun�rthsh apìstashc ikanopoieÐ thn sunj kh Lipschitz

| dA(y)− dA(x) |≤ ‖x− y‖. (3.1)

H parap�nw sqèsh sunep�getai fusik� ìti h dA(·) eÐnai suneq c sun�rthsh.

Apìdeixh 'Estw x, y ∈ Rn. Gia k�je ε > 0 up�rqei a ∈ A tètoio ¸ste ‖x − a‖ <
dA(x) + ε. EpÐshc

dA(y) ≤ ‖y − a‖ ≤ ‖y − x‖+ ‖x− a‖ < ‖y − x‖+ dA(x) + ε.

AfoÔ h parap�nw sqèsh isqÔei gia k�je ε > 0 ja isqÔei epÐshc ìti dA(y) ≤ ‖y−x‖+dA(x)
 

dA(y)− dA(x) ≤ ‖y − x‖.
Enall�ssontac ton rìlo twn x kai y ja èqoume epÐshc ìti

dA(x)− dA(y) ≤ ‖y − x‖.

Apì tic dÔo sqèseic prokÔptei h (3.1).

Prìtash 3. 'Estw A èna mh kenì, kleistì uposÔnolo tou Rn kai x ∈ Rn. Tìte up�rqei
a0 ∈ A tètoio ¸ste dA(x) = ‖x− a0‖.

Apìdeixh Up�rqei akoloujÐa {ak} shmeÐwn tou A tètoia ¸ste ‖x − ak‖ → dA(x).
Oi sugklÐnousec akoloujÐec sto R eÐnai fragmènec kai sunep¸c up�rqei r > 0 tètoio
¸ste ‖x − ak‖ ≤ r gia k�je k ∈ N. Sunep¸c, apì thn trigwnik  idiìthta isqÔei ìti
‖ak‖ ≤ ‖ak−x‖+‖x‖ ≤ r +‖x‖. Autì shmaÐnei ìti h akoloujÐa {ak} eÐnai fragmènh kai
epomènwc up�rqei sugklÐnousa upakoloujÐa {aik} tètoia ¸ste aik → a0 ∈ Rn. Epeid  to
A eÐnai kleistì sÔnolo, a0 ∈ A. 'Eqoume loipìn ìti ‖x− aik‖ → ‖x− a0‖ ìtan k →∞.
EpÐshc, ‖x − aik‖ → dA(x) afoÔ {aik} eÐnai upakoloujÐa thc arqik c akoloujÐac. Apì
thn monadikìthta tou orÐou prokÔptei epÐshc ìti dA(x) = ‖x− a0‖.
Je¸rhma 15. 'Estw A,B, mh ken� uposÔnola tou Rn tètoia ¸ste to A kleistì kai to
B sumpagèc. Tìte up�rqei a0 ∈ A, b0 ∈ B tètoia ¸ste ‖a0 − b0‖ = inf{‖a − b‖ : a ∈
A, b ∈ B}.

Apìdeixh H sun�rthsh dA(·) eÐnai suneq c. An periorÐsoume to pedÐo orismoÔ thc sto
sumpagèc sÔnolo B tìte dA(b0) = inf{dA(b) : b ∈ B} gia k�poio b0 ∈ B. AfoÔ to A
eÐnai kleistì up�rqei a0 ∈ A tètoio ¸ste dA(b0) = ‖a0 − b0‖. Gia k�je a ∈ A, b ∈ B,
‖a− b‖ ≥ dA(b) ≥ dA(b0) = ‖a0− b0‖. Sunep¸c, ‖a0− b0‖ = inf{‖a− b‖ : a ∈ A, b ∈ B}
afou a0 ∈ A, b0 ∈ B.
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Sq ma 3.1: H kurt  j kh

3.2 Kurt� SÔnola

'Ena uposÔnolo C tou Rn onom�zetai kurtì an, gia k�je x, y ∈ C kai k�je λ ∈ [0, 1],
αx + (1− α)y ∈ C.

An ai, i = 1, 2, . . . , m eÐnai dianÔsmata ston Rn, to di�nusma
∑m

i=1 λiai onom�zetai
kurtìc sunduasmìc twn ai an λi ≥ 0 kai

∑m
i=1 λi = 1.

An {Ai; i ∈ I} eÐnai mia oikogèneia apì kurt� sÔnola, tìte
⋂

i∈I Ai eÐnai epÐshc kurtì
sÔnolo. Autì eÐnai eÔkolo na to diapist¸sei kaneÐc afoÔ gia x, y ∈ ⋂

i∈I Ai ja èqoume
x, y ∈ Ai gia k�je i ∈ I kai afoÔ ta Ai eÐnai kurt� λx + (1 − λ)y ∈ Ai gia k�je i �ra
λx + (1− λ)y ∈ ⋂

i∈I Ai.

H kurt  j kh tou sunìlou A ∈ Rn thn opoÐa sumbolÐzoume wc convA eÐnai to
mikrìtero kurtì sÔnolo pou perièqei to A dhlad  h tom  ìlwn twn kurt¸n sunìlwn pou
perièqoun to A. (H tom  aut  eÐnai kurt  me b�sh thn prohgoÔmenh parat rhsh.)

K�je kurtìc sunduasmìc stoiqeÐwn enìc kurtoÔ sunìlou A an kei sto sÔnolo A.
Autì mporoÔme na to diatup¸soume wc ex c:

Je¸rhma 16. 'Estw a1, . . . , am shmeÐa enìc kurtoÔ sunìlou A ∈ Rn. 'Estw epÐshc
λ1, . . . , λm ≥ 0 me λ1 + · · ·+ λm = 1. Tìte

∑m
i=1 λiai ∈ A.

Apìdeixh Me epagwg  wc proc m. To je¸rhma isqÔei tetrimèna gia m = 1 kai apì ton
orismì thc kurtìthtac gia m = 2. Upojètoume ìti isqÔei gia m = k ≥ 2 kai ja deÐxoume
ìti isqÔei gia m = k + 1, dhlad  ìti x =

∑k+1
j=1 λjaj ∈ A. An µ := λ1 + · · · + λk = 0

tìte asfal¸c x = ak+1 ∈ A. 'Estw loipìn µ > 0. OrÐzoume y = λ1

µ
a1 + · · · + λk

µ
ak. Ja

isqÔei ìti y ∈ A apì thn epagwgik  upìjesh. All� x = µy + (1 − µ)ak+1 ∈ A apì thn
kurtìthta tou A.

Je¸rhma 17. 'Estw A èna uposÔnolo tou Rn. Tìte conv A eÐnai to sÔnolo ìlwn twn
kurt¸n sunduasm¸n twn shmeÐwn tou A.
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Sq ma 3.2: H kurt  j kh tou sunìlou {a1, a2, a3, a4, a5, a6}

Apìdeixh 'Estw B to sÔnolo ìlwn twn kurt¸n sunduasm¸n twn shmeÐwn tou A dhlad 
B = {∑m

i=1 λiai; m ∈ N, ai ∈ A, λi ≥ 0,
∑m

i=1 λi = 1}. EÐnai polÔ eÔkolo na diapist¸sei
kaneÐc ìti to sÔnolo B eÐnai kurtì. Pr�gmati, an x =

∑m
i=1 λiai, y =

∑m′
i=1 λ′ia

′
i eÐnai

dÔo kurtoÐ sunduasmoÐ stoiqeÐwn tou A kai µ ∈ [0, 1], µ′ := 1 − µ, tìte µx + µ′y =
µλ1a1+· · ·+µλmam+µ′λ′1a

′
1+· · ·+µ′λ′m′a′m′ eÐnai epÐshc kurtìc sunduasmìc stoiqeÐwn tou

A kai epomènwc an kei sto B. EpÐshc isqÔei profan¸c ìti A ⊂ B. Sunep¸c afoÔ convA
eÐnai to mikrìtero kurtì sÔnolo pou perièqei to A isqÔei ìti convA ⊂ B. AntÐstrofa,
k�je stoiqeÐo tou B eÐnai kurtìc sunduasmìc stoiqeÐwn tou A kai epomènwc an kei se
k�je kurtì sÔnolo pou perièqei to A, epomènwc kai sthn tom  touc, dhlad  to convA.

Apì to parap�nw èqoume kai ta ex c profan  porÐsmata:

Pìrisma 3. An èna shmeÐo x an kei sthn kurt  j kh tou A tìte up�rqei m ∈ N kai
shmeÐa a1, . . . , am tou A tètoia ¸ste x =

∑m
i=1 λiai, dhlad  to x mporeÐ na grafeÐ wc

kurtìc sunduasmìc stoiqeÐwn tou A.

Pìrisma 4. H kurt  j kh tou sunìlou A = {a1, . . . , am} eÐnai to sÔnolo {∑m
i=1 λiai, λi ≥

0,
∑m

i=1 λi = 1}.

3.3 To je¸rhma tou diaqwrÐzontoc uperepipèdou

L mma 3. 'Estw x, y ∈ Rn. An gia k�poio α > 0, ‖x + λy‖ ≥ ‖x‖ gia k�je 0 < λ < α,
tìte xT y ≥ 0.
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Apìdeixh IsqÔei ìti

‖x‖2 ≤ ‖x + λy‖2 = ‖x‖2 + 2λxT y + λ2‖y‖2

kai sunep¸c, afoÔ λ > 0, xT y + 1
2
λ‖y‖2 ≥ 0. Af nontac to λ → 0 sumperaÐnoume ìti

xT y ≥ 0.

Je¸rhma 18. 'Estw A ⊂ Rn mh kenì, kurtì, kleistì sÔnolo kai x shmeÐo tou Rn.
Tìte up�rqei èna monadikì shmeÐo a0 ∈ A tètoio ¸ste ‖x− a0‖ = inf{‖x− z‖ : z ∈ A}.
Epiplèon, (x− a0)

T (a− a0) ≤ 0 gia k�je a ∈ A.

Apìdeixh Apì prohgoÔmena apotelèsmata gia kleist� sÔnola xèroume ìti up�rqei a0 ∈
A tètoio ¸ste ‖x− a0‖ = inf{‖x− z‖ : z ∈ A}. 'Estw a ∈ A kai 0 ≤ λ ≤ 1. H kurtìthc
tou A èqei wc sunèpeia ìti (1− λ)a0 + λa ∈ A. IsqÔei ìti

‖x− ((1− λ)a0 + λa)‖ = ‖(x− a0) + λ(a0 − a)‖2 ≥ ‖x− a0‖,
ìpou, h teleutaÐa anisìthta ofeÐletai ston orismì tou a0 wc tou eggÔterou shmeÐou tou
A sto x. Apì to prohgoÔmeno l mma sumperaÐnoume ìti (x − a0)

T (a − a0) ≤ 0. Gia na
apodeÐxoume thn monadikìthta tou a0 èstw a1 ∈ A èna �llo shmeÐo tètoio ¸ste ‖x−a1‖ =
inf{‖x− z‖ : z ∈ A}. Efarmìzontac ton Ðdio sullogismì èqoume (x− a1)

T (a− a1) ≤ 0.
Dedomènou ìti to a eÐnai opoiod pote shmeÐo tou A, jètontac a = a0 paÐrnoume

(x− a1)
T (a0 − a1) ≤ 0. (3.2)

Apì thn summetrÐa, enall�ssontac ton rìlo twn a0 kai a1 èqoume

(x− a0)
T (a1 − a0) ≤ 0. (3.3)

Prosjètontac kat� mèlh tic anisìthtec (3.2), (3.3), paÐrnoume (a1 − a0)
T (a1 − a0) =

‖a1 − a0‖2 ≤ 0 ap' ìpou prokÔptei ìti a1 = a0.

'Ena uperepÐpedo αT z+β = 0 ston Rn diaqwrÐzei dÔo uposÔnola tou Rn an αT z+β ≥ 0
gia k�je z ∈ A kai αT z+β ≤ 0 gia k�je z ∈ B. An oi parap�nw anisìthtec eÐnai austhrèc
tìte to uperepÐpedo diaqwrÐzei austhr� ta dÔo sÔnola.

Je¸rhma 19. 'Estw A, B, xèna, mh ken�, kurt� sÔnola ston Rn ìpou A kleistì kai
B sumpagèc. Tìte ta A kai B diaqwrÐzontai austhr� apì èna uperepÐpedo sto Rn.

Apìdeixh 'Estw a ∈ A, b ∈ B tètoia ¸ste to a na eÐnai to eggÔtero shmeÐo tou A
sto B kai to b to eggÔtero shmeÐo tou B sto A. Autì eÐnai sunèpeia twn prohgoumènwn
jewrhm�twn. AfoÔ A ∩ B = ∅, a 6= b. An x ∈ A, y ∈ B, tìte apì to prohgoÔmeno
je¸rhma (b− a)T (x− a) ≤ 0 kai (a− b)T (y − b) ≤ 0. Sunep¸c

(a− b)T x ≥ (a− b)T a =
1

2

(‖a‖2 − ‖b‖2 + ‖a− b‖2
)

>
1

2

(‖a‖2 − ‖b‖2
)

>
1

2

(‖a‖2 − ‖b‖2 − ‖a− b‖2
)

= (a− b)T b ≥ (a− b)T y.
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Jètoume θ = a− b kai γ = −1
2
(‖a‖2 − ‖b‖2). Tìte h parap�nw sqèseic mac dÐnoun

θT x + γ > 0 > θT y + γ.

Sunep¸c to diaqwrÐzon uperepÐpedo eÐnai to θT z + γ = 0.

3.4 To L mma tou Farkas

Je¸rhma 20 (L mma tou Farkas). An A eÐnai ènac pÐnakac m × n kai b èna di�nusma
ston Rm tìte akrib¸c mÐa apì tic akìloujec dÔo enallaktikèc prot�seic isqÔei

(i) Up�rqei x ∈ Rn, x ≥ 0 tètoio ¸ste Ax = b.

(ii) Up�rqei y ∈ Rm tètoio ¸ste yT A ≥ 0 kai yT b < 0.

Apìdeixh Pr¸ta ap' ìla diapist¸noume ìti den mporoun an isqÔsoun ta (i) kai (ii)
tautìqrona. Pr�gmati, s' aut  thn perÐptwsh, gia k�poio x ≥ 0 Ax = b en¸ tautìqrona
up�rqei y pou na ikanopoieÐ thn (ii). Gi' autì to y èqoume yT Ax = yT b. To dexÐ mèloc
aut c thc teleutaÐac sqèshc eÐnai apì thn (ii) austhr� arnhtikì en¸ to aristerì eÐnai to
eswterikì ginìmeno dÔo mh arnhtik¸n dianusm�twn, tou AT y kai tou x.

Gia na apodeÐxoume to je¸rhma arkeÐ na deÐxoume ìti an den isqÔei h (i) tìte ja isqÔei
upoqrewtik� h (ii). An den isqÔei h (i) tìte to b brÐsketai èxw apì ton kurtì kleistì k¸no
C := {Ax : x ≥ 0}. Sunep¸c up�rqei diaqwrÐzon uperepÐpedo dhlad  èna uperepÐpedo
γT z + β = 0 ìpou γ ∈ Rm kai β ∈ R tètoio ¸ste

γT z + β > 0 ∀z ∈ C, (3.4)
γT b + β < 0. (3.5)

An z ∈ C kai r > 0 tìte kai rz ∈ C, sunep¸c apì thn (3.4) rγT z +β > 0 gia k�je z ∈ C
kai r > 0   γT z + β/r > 0. Af nontac r →∞ blèpoume ìti γT z ≥ 0 gia ìla ta z ∈ C.
Autì isqÔei en prokeimènw kai gia tic st lec a1, . . . , an tou pÐnaka A. Sunep¸c γT ai ≥
kai mporoÔme na dialèxoume to di�nusma y pou prèpei na broÔme gia na ikanopoi soume
thn (ii) Ðso me to γ. Akìmh, jètwntac z = 0 sthn (3.4) blèpoume ìti β > 0. Sunep¸c
apì thn (3.5) èqoume yT b = −β < 0.

Oi efarmogèc tou l mmatoc tou Farkas eÐnai p�ra pollèc. Ja d¸soume merikèc �mesa
en¸ �llec ja doÔme sthn sunèqeia.

Je¸rhma 21 (Je¸rhma enallaktik¸n tou Fredholm). An A eÐnai ènac pÐnakac m× n
kai b ∈ Rm tìte akrib¸c mÐa apì tic dÔo enallaktikèc prot�seic isqÔei
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Sq ma 3.3: Sto aristerì sq ma blèpoume thn pr¸th perÐptwsh tou l mmatoc tou Farkas.
To di�nusma b an kei ston k¸no pou sqhmatÐzoun ta a1, a2, a3. Sto dexiì sq ma blèpoume
thn deÔterh perÐptwsh tou l mmatoc. Ta b1, b2 den an koun ston k¸no twn a1, a2, a3 kai
epomènwc up�rqoun y1, y2 tètoia ¸ste yT ai ≥ 0 kai yT b < 0.

(i) Up�rqei x ∈ Rn tètoio ¸ste Ax = b.

(ii) Up�rqei y ∈ Rm tètoio ¸ste yT A = 0 kai yT b 6= 0.

Apìdeixh Sthn pr¸th enallaktik  prìtash to x mporeÐ na paÐrnei tìso jetikèc ìso
kai arnhtikèc timèc. Gia na efarmìsoume to L mma tou Farkas prèpei na metatrèyoume to
prìblhma se èna prìblhma anaz thshc jetik¸n lÔsewn. Autì gÐnetai eÔkola jètontac
x = u−v ìpou u, v ≥ 0. (Autì to tèqnasma èqei eurÔtath efarmog  ìpwc ja gÐnei safèc
sth sunèqeia.) H pr¸th enallaktik  prìtash gÐnetai tìte [A | −A][u

v
] = b me u, v ≥ 0

kai eÐnai sth morf  tou L mmatoc tou Farkas. H enallaktik  prìtash tou L mmatoc tou
Farkas eÐnai ìti up�rqei y ∈ Rm tètoio ¸ste yT [A | −A] ≥ 0 kai yT b < 0. All� autì
shmaÐnei yT A ≥ 0 kai yT A ≤ 0   yT A = 0. H deÔterh sunj kh, mporeÐ apl� na grafeÐ
yT b 6= 0. (ParathreÐste ìti an gia k�poio y, yT A = 0, tìte kai (−y)T A = 0 kai sunep¸c
to prìshmo den paÐzei rìlo.)

To akìloujo je¸rhma exasfalÐzei thn Ôparxh st�simhc katanom c se mia alusÐda
Markov me peperasmèno arijmì katast�sewn. UpenjumÐzoume ìti o pÐnakac n × n, P ,
onom�zetai stoqastikìc an Pij ≥ 0 kai

∑n
j=1 Pij = 1 gia k�je i = 1, . . . , n.

Je¸rhma 22. An P eÐnai stoqastikìc pÐnakac up�rqei di�nusma gramm c π = (π1, . . . , πn)
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tètoio ¸ste πi ≥ 0 kai
∑n

i=1 πi = 1 to opoÐo na ikanopoieÐ tic exis¸seic isorropÐac

πj =
n∑

i=1

πiPij, j = 1, . . . , n. (3.6)

Apìdeixh ArkeÐ na deÐxoume ìti up�rqei di�nusma x ∈ Rn me x ≥ 0 tètoio ¸ste P T x = x
kai uT x = 1 ìpou uT = [1, 1, . . . , 1]. IsodÔnama arkei na deÐxoume ìti h Ax = b èqei lÔsh
x ≥ 0 me

A =

[
P T − I

uT

]
, kai b =




0
...
0
1


 .

Pr�gmati an up�rqei tètoia lÔsh tìte èqoume apl¸c xT = π. An den up�rqei tètoia
lÔsh tìte ja prèpei na isqÔei h deÔterh enallaktik  protash tou Farkas h opoÐa sthn
perÐptws  mac lèei ìti ja prèpei na up�rqei y ∈ Rn+1 tètoio ¸ste yT A ≥ 0 kai yT b < 0.
ArqÐzontac apì thn deÔterh sqèsh gr�foume yT = [z1, . . . , zn,−λ] kai parathroÔme ìti
yT b = −λ < 0, sunep¸c λ > 0. (Autì dikaiologeÐ kai thn perÐergh epilog  mac gia ton
sumbolismì twn sunistws¸n tou dianÔsmatoc y.) Strèfoume t¸ra thn prosoq  mac sthn
yT A ≥ 0 h opoÐa shmaÐnei ìti

yT

[
P T − I

uT

]
≥ 0.

H parap�nw sqèsh gr�fetai kai wc
n∑

j=1

Pijzj − zi − λ > 0, i = 1, . . . , n. (3.7)

'Estw m ekeÐnoc o deÐkthc gia ton opoÐo zm = maxj=1,...,n zj. Efìson zm ≥ zj gia k�je
j ja isqÔei kai ìti

zm ≥
n∑

j=1

Pmjzj. (3.8)

Efarmìzontac thn (3.7) gia i = m paÐrnoume thn
n∑

j=1

Pmjzj > zm + λ > zm. (3.9)

H antÐfash metaxÔ twn (3.8) kai (3.9) deÐqnei ìti h deÔterh enallaktik  prìtash tou
Farkas den mporeÐ na isqÔei kai sunep¸c anagkastik� isqÔei h pr¸th.

Tèloc ja d¸soume mia enallaktik  diatÔpwsh tou L mmatoc tou Farkas.

Je¸rhma 23 (L mma Farkas�DeÔterh diatÔpwsh). 'Estw A = (aij) m × n pÐnakac.
Tìte eÐte to i) eÐte to ii) all� ìqi kai ta dÔo isqÔoun
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i) To shmeÐo 0 ∈ Rm perièqetai sthn kurt  j kh twn m + n shmeÐwn

a1 =




a11
...

am1


 , . . . , an =




a1n
...

amn


 , e1 =




1
0
...
0


 , . . . , em =




0
...
0
1


 ,

(ìpou ei to monadiaÐo di�nusma sthn kateÔjunsh i ston Rm).

ii) Up�rqoun arijmoÐ x1, . . . , xm tètoioi ¸ste xi > 0,
∑m

i=1 xi = 1 kai
∑m

i=1 xiaij > 0
gia j = 1, 2, . . . , n.

Apìdeixh To 0 an kei sthn kurt  j kh twn dianusm�twn thc (i) an up�rqoun sj ≥ 0
tètoia ¸ste

∑n
j=1 sjaj +

∑m
i=1 sm+iei = 0 kai

∑m+n
j=1 sj = 1. An A = [a1 | · · · | an], h

pr¸th prìtash gr�fetai epÐshc wc

[
A , Im

eT

]
s =




0
...
0
1


 =: b, s ≥ 0. (3.10)

Im eÐnai o m × m monadiaÐoc pÐnakac kai eT = (1, 1, . . . , 1) eÐnai di�nusma me m + n
stoiqeÐa Ðsa me thn mon�da. Akìmh, s := (s1, s2, . . . , sm+n)T en¸ to dexÐ mèloc thc para-
p�nw exÐswshc eÐnai èna di�nusma me m + 1 stoiqeÐa, ta pr¸ta m apì ta opoÐa eÐnai 0.
ParathreÐste ìti h sunj kh

∑n+m
j=1 sj = 1 exasfalÐzetai apo thn teleutaÐa gramm  tou

pÐnaka thc (3.10). An den isqÔei h pr¸th prìtash tìte apì to l mma tou Farkas up�rqei
y ∈ Rm+1 tètoio ¸ste

yT

[
A , Im

eT

]
≥ 0 (3.11)

kai yT b < 0. Jètoume yT := (y1, . . . , ym,−λ). Dedomènhc thc morf c tou b h sqèsh
yT b < 0 sunep�getai ìti λ > 0. Sunep¸c, h (3.11) sunep�getai ìti

m∑
i=1

yiaij − λ ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n, (3.12)

yi − λ ≥ 0, i = 1, 2, . . . , m. (3.13)

All� aut  h teleutaÐa sqèsh sunep�getai ìti
∑m

i=1 yiaij ≥ λ > 0 gia k�je j = 1, . . . , n,
kai yi ≥ λ > 0 gia k�je i = 1, 2, . . . , m. MporoÔme sunep¸c na jèsoume

xi =
yi∑m

k=1 yk

, i = 1, 2, . . . , m.

Sunep¸c, an den isqÔei h prìtash (i) tìte upoqrewtik� isqÔei h prìtash (ii).
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Kef�laio 4

JewrÐa PaignÐwn

4.1 PaÐgnia mhdenikoÔ ajroÐsmatoc se kanonik 
morf 

Sto kef�laio autì exet�zoume paÐgnia mhdenikoÔ ajroÐsmatoc se kanonik  morf  (zero
sum games in canonical form). Ta paÐgnia aut� mporoÔn na perigrafoÔn apì èna pÐnaka
pou dÐdei thn amoib  pou dÐdei o paÐkthc II ston paÐkth I. Gia par�deigma, ston akìloujo
pÐnaka

paÐkthc II: ElaqistopoieÐ

paÐkthc I: MegistopoieÐ




5 1 3
3 2 4

−3 0 1




(4.1)

o paÐkthc I epilègei gramm  en¸ o paÐkthc II st lh, kai apì ton sunduasmì twn dÔo
apof�sewn prokÔptei h amoib  pou ja prèpei na plhr¸sei o II ston I (h opoÐa bebaÐwc
mporeÐ na eÐnai kai arnhtik ). Sto par�deigma thc (4.1) o paÐkthc I, an paÐxei pr¸toc,
ja prèpei na epilèxei thn 2h gramm  giatÐ aut  èqei to megalÔtero el�qisto. O paÐkthc
II pou paÐzei deÔteroc anagkastik� ja epilèxei tìte thn deÔterh st lh kai ja plhr¸sei
2 mon�dec ston I. Opoiad pote �llh epilog  apì thn pleur� tou I odhgeÐ se mikrìterh
amoib  gia ton I. AntÐstoiqa, an o paÐkhc II paÐzei pr¸toc, tìte ja prèpei na epilèxei
thn st lh me to mikrìtero mègisto, dhlad  thn st lh 2. Tìte o paÐkthc I pou paÐzei
deÔteroc ja prèpei anagkastik� na epilèxei thn gramm  2 kai ja p�rei amoib  kai p�li 2
mon�dec. Sthn perÐptwsh aut  den èqei shmasÐa poiìc apì touc dÔo paÐktec paÐzei pr¸toc.
Up�rqoun ìmwc �lla paÐgnia sta opoÐa to poiìc paÐzei pr¸toc (dhlad  h plhroforÐa pou
mporeÐ na èqei ènac paÐkthc gia tic apof�seic tou �llou) èqei shmasÐa. Gia par�deigma,
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sthn perÐptwsh tou paignÐou me ton akìloujo pÐnaka

paÐkthc II: ElaqistopoieÐ

paÐkthc I: MegistopoieÐ



−3 −2 4

2 3 1
4 0 −2




(4.2)

ìtan o paÐkthc I paÐzei pr¸toc tìte ja epilèxei thn gramm  2 h opoÐa èqei to megalÔtero
el�qisto pou eÐnai Ðso me 1. O paÐkthc II dialègei tìte thn st lh 3 kai dÐnei amoib  1 ston
I. 'Otan o paÐkthc II paÐzei pr¸toc tìte ja epilèxei thn st lh me to mikrìtero mègisto,
dhlad  thn st lh 2, opìte o I dialègei thn gramm  2 kai paÐrnei 3 mon�dec apì ton II.

L mma 4. An X, Y , dÔo sÔnola kai f : X × Y → R tìte

supx∈X infy∈Y f(x, y) ≤ infy∈Y supx∈X f(x, y).

Apìdeixh IsqÔei ìti infy∈Y f(x, y) ≤ f(x, y) gia k�je (x, y) ∈ X × Y . Sunep¸c,
paÐrnwntac supremum wc proc x ∈ X, supx∈X infy∈Y f(x, y) ≤ supx∈X f(x, y) gia ìla ta
y ∈ Y . PaÐrnontac t¸ra to infimum wc proc y ∈ Y sthn teleutaÐa sqèsh sumplhr¸nei
thn apìdeixh.

Orismìc 3. An ènac pÐnakac A = (aij) ikanopoieÐ thn maxi minj aij = mini maxj aij

tìte ja lème ìti èqei sagmatikì shmeÐo. An antijètwc maxi minj aij < mini maxj aij tìte
o pÐnakac den èqei sagmatikì shmeÐo.

Apì thn parap�nw suz thsh eÐnai safèc ìti, an o pÐnakac tou paignÐou èqei sagmatikì
shmeÐo tìte opoiad pote plhroforÐa èqei ènac paÐkthc gia thn apìfash tou �llou den
ephre�zei thn dik  tou strathgik . S' aut  thn perÐptwsh to paÐgnio èqei lÔsh me kajarèc
strathgikèc. An o pÐnakac den èqei sagmatikì shmeÐo tìte h plhroforÐa pou mporeÐ na
èqei o ènac paÐkthc gia thn strathgik  tou �llou ephre�zei kai thn dik  tou strathgik .
To paÐgnio den èqei lÔsh me kajarèc strathgikèc.

4.2 Meiktèc strathgikèc kai to jemeli¸dec je¸rhma

Mia meikt  strathgik  (  tuqaiopoihmènh strathgik ) eÐnai mia katanom  pijanìthtac
p�nw sto sÔnolo twn strathgik¸n enìc paÐkth. O paÐkthc dhlad  apofasÐzei ìqi poia
strathgik  ja epilèxei all� poia katanom  sto q¸ro twn strathgik¸n ja epilèxei. O
lìgoc gia ton opoÐo ènac paÐkthc ja mporoÔse na apofasÐsei na epilèxei mia meikt  s-
trathgik  eÐnai epeid  anagk�zetai na paÐxei pr¸toc. Gia par�deigma, ston pÐnaka (4.2) o
opoÐoc den èqei sagmatikì shmeÐo ìtan o I paÐzei pr¸toc kerdÐzei 1 mon�da en¸ ìtan paÐzei
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deÔteroc 3 mon�dec. An o paÐkthc I dhl¸sei ìti ja epilèxei tic treic dunatèc enèrgeièc
tou me antÐstoiqec pijanìthtec x1, x2, x3, tìte o paÐkthc II anagk�zetai na epilèxei ètsi
¸ste na elaqistopoi sei thn mèsh amoib  pou ja d¸sei ston I dhlad  kaleÐtai na epilèxei
to el�qisto an�mesa sta

(−3x1 + 2x2 + 4x3 , −2x1 + 3x2 , 4x1 + x2 − 2x3) .

Gia par�deigma, an x1 = 1/10, x2 = 9/10, x3 = 0 tìte o II èqei na epilèxei to el�qisto
an�mesa sta (1.5, 2.5, 1.3), sunep¸c epilègei thn trÐth st lh, kai dÐnei amoib  1.3 ston
I. 'Ara, ìtan o paÐkthc I {paÐzei pr¸toc}, ìtan dhlad  èqei lìgouc na pisteÔei ìti o II
gnwrÐzei thn strathgik  tou ja protim sei mia meikt  (tuqaiopoihmènh) strathgik  ¸ste
na aux sei ta èsod� tou. To Ðdio bèbaia isqÔei kai gia ton paÐkth II pou mporeÐ na èqei
epÐshc kÐnhtro na uiojet sei mia meikt  strathgik .

Se èna genikì paÐgnio pou perigr�fetai apì èna pÐnaka m×n, A = (aij), an o paÐkthc
I uiojet sei thn meikt  strathgik  xi, i = 1, . . . , m kai o II thn yj, j = 1, . . . , n tìte h
mèsh tim  thc amoib c tou II proc ton I eÐnai xT Ay =

∑n
j=1

∑m
i=1 xiaijyj.

'Opwc eÐdame maxi minj aij ≤ minj maxi aij me isìthta ìtan o pÐnakac èqei sag-
matikì shmeÐo. O q¸roc ìlwn twn meikt¸n strathgik¸n tou I eÐnai to simplex X :=
{(x1, . . . , xm) : xi ≥ 0,

∑m
i=1 xi = 1}. Parìmoia o q¸roc twn meikt¸n strathgik¸n tou

II eÐnai o Y := {(y1, . . . , yn) : xi ≥ 0,
∑n

j=1 yj = 1}.
Je¸rhma 24 (Von Neumann). K�je paÐgnio thc anwtèrw morf c èqei lÔsh me meiktèc
strathgikèc, dhlad 

max
x∈X

min
y∈Y

xT Ay = min
y∈Y

max
x∈X

xT Ay. (4.3)

Apìdeixh Jètoume vI = maxx∈X miny∈Y xT Ay kai vII = miny∈Y maxx∈X xT Ay me
skopì na deÐxoume ìti vI = vII . Apì to l mma 4 isqÔei ìti vI ≤ vII , sunep¸c arkeÐ
na deÐxoume ìti h sqèsh aut  ikanopoieÐtai me isìthta.

'Estw A = [a1 | a2 | · · · | an] oi st lec tou pÐnaka A. Gia thn apìdeixh tou jewr matoc
ja qrhsimopoi soume thn deÔterh diatÔpwsh tou L mmatoc tou Farkas. An to 0 an kei
sthn kurt  j kh twn shmeÐwn a1, . . . , an, e1, . . . , em ston Rm tìte up�rqoun pragmatikoÐ
sj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , m + n, tètoioi ¸ste

n∑
j=1

aijsj + sn+i = 0, i = 1, 2, . . . , m,

m+n∑
j=1

sj = 1.

All� den eÐnai dunatìn na èqoume sj = 0 gia k�je j = 1, . . . , n giatÐ tìte ta monadiaÐa
dianÔsmata ei ja  tan grammik� exarthmèna. Sunep¸c

∑n
j=1 sj > 0 kai mporoÔme na
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orÐsoume tic posìthtec
yj :=

sj∑n
j=1 sj

≥ 0

gia tic opoÐec isqÔei ìti
∑n

j=1 yj = 1. Sunep¸c, apì ta parap�nw èqoume ìti

n∑
j=1

aijyj = − sn+i∑n
j=1 sj

≤ 0 ∀i.

'Ara, gia thn sugkekrimmènh epilog  twn yj apì ton paÐkth II, xT Ay ≤ 0 gia opoiad pote
epilog  twn xi apì ton I, sunep¸c maxx∈X xT Ay ≤ 0 gia to sugkekrimèno y ∈ Y kai
vII = miny∈Y maxx∈X xT Ay ≤ 0 kat� meÐzona lìgo. 'Ara èqoume

vI ≤ vII ≤ 0. (4.4)

'Estw t¸ra ìti h pr¸th perÐptwsh tou l mmatoc tou Farkas den isqÔei. Tìte ja isqÔei
upoqrewtik� h deÔterh. Autì shmaÐnei ìti up�rqei x = (x1, . . . , xm) tètoio ¸ste xi > 0
gia k�je i = 1, . . . , m,

∑m
i=1 xi = 1, kai

∑m
i=1 xiaij > 0 gia j = 1, . . . , n. Sunep¸c gia

to sugkekrimèno x èqoume xT Ay > 0 gia k�je y kai epomènwc, epanalamb�nontac ton
prohgoÔmeno sullogismì èqoume vI > 0 kai

0 < vI ≤ vII . (4.5)

Efìson upoqrewtik� prèpei na isqÔei eÐte h (4.4) eÐte h (4.5) sumperaÐnoume ìti eÐnai
adÔnaton na isqÔei h vI ≤ 0 < vII .

'Estw t¸ra to paÐgnio pou antistoiqeÐ ston pÐnaka B := (bij) ìpou bij = aij + k ∀i, j.
Profan¸c xT By = xT Ay + k gia k�je x, y kai sunep¸c vI(B) = vI(A) + k, vII(B) =
vII(A) + k. AfoÔ vI(B) ≤ 0 < vII(B) eÐnai adÔnaton, vI(B) ≤ −k < vII(B) eÐnai
adÔnaton gia k�je k ∈ R pou sunep�getai ìti vI < vII eÐnai adÔnaton. 'Ara, anagkastik�,
vI = vII .

4.3 Grafikìc upologismìc thc tim c

Gia na katano soume kalÔtera merikèc apì tic ènnoiec exet�zoume peript¸seic pou o ènac
toul�qiston apì touc dÔo paÐktec èqei mìno dÔo epilogèc. S' aut  thn perÐptwsh eÐnai
dunatì na epilÔsoume grafik� to paÐgnio. Ja exet�soume to ex c par�deigma. O paÐkthc
II krÔbei sto qèri tou èna nìmisma eÐte tou enìc eÐte twn dÔo eur¸. O paÐkthc I manteÔei
ti nìmisma èqei krÔyei o II kai an to petÔqei paÐrnei to nìmisma alli¸c plhr¸nei ston I 1.5
eur¸. To paiqnÐdi paÐzetai pollèc forèc. Poi� eÐnai h bèltisth strathgik  k�je paÐkth
kai poi� eÐnai h axÐa tou paiqnidioÔ?
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O pÐnakac tou paignÐou (pou deÐqnei ta pos� pou plhr¸nei o II ston I) eÐnai

paÐkthc II

paÐkthc I
[

1 −1.5
−1.5 2

]

EÐnai safèc ìti o pÐnakac tou paignÐou autoÔ den èqei sagmatikì shmeÐo. An o paÐkthc
I dhl¸sei pr¸toc ti pisteÔei ìti eÐnai to nìmisma kai o paÐkthc II mporeÐ na krÔyei to
nìmisma met� thn d lwsh tìte asfal¸c ja dialèxei to antÐjeto kai ja kerdÐsei apì ton
paÐkth I 1.5 eur¸. An o paÐkthc II dhl¸sei pr¸toc ti nìmisma èqei krÔyei tìte o I ja to
p�rei. O II to gnwrÐzei kai gi�utì ja krÔyei èna eur¸.

Ac poÔme loipìn ìti o II qrhsimopoi sei meiktèc strathgikèc. Dhl¸nei ìti ja krÔyei
1 eur¸ me pijanìthta y1 kai 2 eur¸ me pijanìthta y2 = 1 − y1. (Akìmh kai an den to
dhl¸sei, afoÔ to paiqnÐdi paÐzetai sunèqeia o I ja to katal�bei an sullèxei statistik�
stoiqeÐa.) An o I mantèyei 1 eur¸ tìte h mèsh tim  thc amoib c pou ja p�rei apì ton II
eÐnai y1− 1.5(1− y1). An o I mantèyei 2 eur¸ tìte h mèsh amoib  pou ja p�rei apì ton II
eÐnai −1.5y1 + 2(1 − y1). O paÐkthc I den xèrei ti nìmisma èqei krÔyei o II, mporeÐ ìmwc
na ektim sei thn pijanìthta y1 sunep¸c ja peÐ

1 eur¸ an y1 − 1.5(1− y1) > −1.5y1 + 2(1− y1)
2 eur¸ an y1 − 1.5(1− y1) ≤ −1.5y1 + 2(1− y1)

kai h mèsh amoib  pou ja p�rei ja eÐnai

max(y1 − 1.5(1− y1) , −1.5y1 + 2(1− y1)) (4.6)

Autì to gnwrÐzei o II (pou elaqistopoieÐ) sunep¸c ja epilèxei to y1 ètsi ¸ste na e-
laqistopoi sei thn (4.6). H mèsh tim  thc amoib c pou plhr¸nei eÐnai

min
0≤y1≤1

max(y1 − 1.5(1− y1) , −1.5y1 + 2(1− y1)).

Epomènwc o II dialègei to y1 ètsi ¸ste y1 − 1.5(1− y1) = −1.5y1 + 2(1− y1)   y1 = 7
12

kai h axÐa tou paignÐou eÐnai 2 − 3.5y1 = −1/24. Autì shmaÐnei ìti o II plhr¸nei kat�
mèso ìro ston I −1/24 eur¸. Sunep¸c to paiqnÐdi eÐnai epikerdèc gia ton II an paÐzetai
bèltista kai tou apofèrei mèso kèrdoc 1/24 eur¸ k�je for�.
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Sq ma 4.1: Sto sq ma blèpoume th mèsh tim  thc amoib c pou plhr¸nei o II ston I ìtan
o II qrhsimopoieÐ meikt  strathgik  me pijanìthtec y1 kai y2 = 1− y1. H paqei� gramm 
eÐnai h max(y1 − 1.5(1 − y1) , −1.5y1 + 2(1 − y1)). Sunep¸c o II dialègei y1=to shmeÐo
tom c kai plhr¸nei kata mèso ìro 1/24 eur¸ ston I.
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4.4 EpÐlush me thn bo jeia tou grammikoÔ pro-
grammatismoÔ

'Estw ènac pÐnakac A m×n. O paÐkthc I, o opoÐoc dialègei grammèc megistopoieÐ kai èqei
m epilogèc, en¸ o paÐkthc II o opoÐoc dialègei st lec elaqistopoieÐ kai èqei n epilogèc.
An o paikthc I dialèxei thn gramm  i kai o II thn st lh j tìte o II plhr¸nei ston I to
posì aij pou dÐnei o pÐnakac

A =




a11 a12 · · · a1j · · · a1n

a21 a22 · · · a2j · · · a2n
...

ai1 ai2 · · · aij · · · ain
...

am1 am2 · · · amj · · · amn




.

. Ac upojèsoume ìti o II epilègei thn tuqaiopoihmènh strathgik  (y1, y2, . . . , yj, . . . , yn)T

thn opoÐa kai anakoin¸nei ston I. An o I epilèxei thn gramm  i tìte to mèso posì pou ja
eispr�xei apì ton II eÐnai ai1y1 + ai2y2 + · · · + aijyj + · · · + ainyn. Dedomènou ìti jèlei
na megistopoi sei ta èsod� tou ja dialèxei to i an�loga. Sunep¸c h axÐa tou paiqnidioÔ
eÐnai

v = max
i=1,2,...,m

ai1y1 + ai2y2 + · · ·+ aijyj + · · ·+ ainyn

O paÐkthc II ja dialèxei tic pijanìthtec yj ètsi ¸ste na elaqistopoieÐ to v. Sunep¸c h
axÐa tou paiqnidioÔ dÐnetai apì th lÔsh tou grammikoÔ progr�mmatoc

min v

u.p.
y1 + · · ·+ yj + · · · yn = 1

a11y1 + a12y2 · · ·+ a1jyj · · ·+ a1nyn ≤ v

ai1y1 + ai2y2 · · ·+ aijyj · · ·+ ainyn ≤ v

am1y1 + am2y2 · · ·+ amjyj · · ·+ amnyn ≤ v

yj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n, v eleÔjerh.

To sÔsthma autì gr�fetai isodÔnama wc

47



min v

u.p.
y1 + · · ·+ yj + · · · yn = 1

v − a11y1 − a12y2 · · · − a1jyj · · · − a1nyn ≥ 0

v − ai1y1 − ai2y2 · · · − aijyj · · · − ainyn ≥ 0

v − am1y1 − am2y2 · · · − amjyj · · · − amnyn ≥ 0

yj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n, v eleÔjerh.

To duðkì grammikì prìgramma eÐnai to

max u

u.p.
x1 + · · ·+ xi + · · ·xm = 1

u− a11x1 − a12x2 − · · ·+ a1jxi − · · · − a1nxm ≤ 0

u− ai1x1 − ai2x2 − · · ·+ aijxi − · · · − ainxm ≤ 0

u− an1x1 − an2x2 − · · ·+ anjxi − · · ·+ anmxm ≤ 0

xi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , m, u eleÔjerh.

H jewrÐa thc duðkìthtac exasfalÐzei ìti h bèltisth tim  tou v pou prokÔptei apì thn
lÔsh tou prwteÔontoc probl matoc isoÔtai me thn bèltisth tim  pou prokÔptei apì th
lÔsh tou duðkoÔ. Aut  eÐnai h axÐa tou paignÐou.
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Kef�laio 5

Efarmogèc

5.1 To Je¸rhma Arbitrage

'Eqoume diajèsimec n dunatèc ependÔseic kai up�rqei to endeqìmeno m diaforetik¸n
senarÐwn (states of nature). An epilèxoume na ependÔsoume 1 eur¸ sthn epèndush j
kai sumbeÐ to sen�rio i tìte h apìdosh eÐnai rij. 'Ena ependutikì qartoful�kio eÐnai è-
na di�nusma x ∈ Rn, x = (x1, . . . , xj, . . . , xn)T . To �jroisma

∑n
j=1 rijxj perigr�fei thn

apìdosh tou qartofulakÐou x ìtan to sen�rio pou sumbaÐnei eÐnai to i. 'Estw epÐshc
p = (p1, . . . , pn)T èna di�nusma tim¸n twn diafìrwn ependÔsewn. Oi timèc autèc den eÐnai
ìlec upoqrewtik� jetikèc. Tìte to kìstoc enìc qartofulakÐou eÐnai pT x en¸ h apìdos 
tou eÐnai to di�nusma Rx ston Rm.
Je¸rhma 25. Akrib¸c èna apì ta akìlouja dÔo sumbaÐnoun:

i) Up�rqei qartoful�kio x gia to opoÐo pT x < 0 kai Rx ≥ 0. Aut  eÐnai h perÐptwsh
tou arbitrage.

ii) Up�rqei di�nusma pijanot twn q ∈ Rm, q ≥ 0,
∑m

i=1 qi = 1, tètoio ¸ste qT R = cpT ,
ìpou c > 0 dhlad  oi timèc twn apodìsewn eÐnai an�logec proc tic mèsec timèc wc
proc mia katanom  pijanot twn p�nw sta di�fora sen�ria.

Apìdeixh: 'Efarmìzoume to L mma tou Farkas ston pÐnaka RT . H mÐa enallaktik 
dunatìthta eÐnai na up�rqei lÔsh sto sÔsthma RT v = p me v ≥ 0. IsqÔei anagkastik� ìti∑m

i=1 vi > 0 ektìc apì thn tetrimmènh perÐptwsh pou p = 0. Sunep¸c, jètwntac c−1 =∑m
i=1 vi, kai q = c−1v èqoume qT R = cpT . Aut  eÐnai h perÐptwsh (ii) tou jewr matoc.

An den isqÔei h pr¸th enallaktik  dunatìthta tìte upoqrewtik� ja up�rqei x tètoio
¸ste xT RT ≥ 0 kai xT p < 0, dhlad  up�rqei qartoful�kio tou opoÐou to kìstoc eÐnai
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arnhtikì (afoÔ xT p < 0) all� h apìdoseic eÐnai mh arnhtikèc se k�je sen�rio (afoÔ
Rx ≥ 0).
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