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Περίληψη 

Όπως χαρακτηριστικά αναφέρει ο Press (1989) η Μπεϋζιανή συµπερασµατολογία 

είναι µια µεθοδολογική προσέγγιση η οποία συνθέτει τη θεωρητική ή εµπειρική 

αντίληψη µιας τυχαίας δοκιµασίας, µε τα παρατηρηθέντα δεδοµένα. ∆ηλαδή, είναι η 

διαδικασία κατά την οποία βελτιώνεται η εκ των προτέρων γνώση που έχουµε για µια 

παράµετρο, µέσω της πιθανοφάνειας στην εκ των υστέρων γνώση που θα έχουµε για 

αυτή. Τα τελευταία χρόνια, όλο µεγαλύτερες είναι οι αναφορές της βιβλιογραφία στη 

χρήση των Μπεϋζιανών προσεγγίσεων για την επιλογή του κατάλληλου µοντέλου 

δεδοµένου ότι έχουν ξεπεραστεί παλαιότερες δυσκολίες και ότι είναι γνωστά τα 

µειονεκτήµατα της κλασικής στατιστικής στον τοµέα αυτό.  

Στην ερευνητική εργασία που εκτίθεται γίνεται λεπτοµερής ανασκόπηση των 

Μπεϋζιανών προσεγγίσεων για τον έλεγχο βασικών υποθέσεων. Συγκεκριµένα, οι 

υποθέσεις που ελέγχθηκαν είναι εκείνες της ισότητας του µέσου κανονικού πληθυσµού 

µε µια συγκεκριµένη τιµή, της ισότητας των µέσων δύο κανονικών πληθυσµών µε ίσες ή 

άνισες διασπορές καθώς και ο έλεγχος της ισότητας των διασπορών. Επίσης, έγινε 

διαχωρισµός στις περιπτώσεις όπου οι πληθυσµοί είναι εξαρτηµένοι ή ανεξάρτητοι. Για 

κάθε έλεγχο υποθέσεων υπολογίστηκε η ποσότητα που χρησιµοποιείται για τη σύγκριση 

των µοντέλων, ο παράγοντας Bayes (Bayes Factor), η εκ των υστέρων κατανοµή κάθε 

άγνωστης παραµέτρου (Posterior Distribution), η εκ των υστέρων πιθανότητα του 

µοντέλου της µηδενικής  υπόθεσης (Posterior Probability) καθώς και τα διαστήµατα 

αξιοπιστίας για κάθε υπό εκτίµηση παράµετρο. Επιπλέον, έχουν αναπτυχθεί ρουτίνες στο 

στατιστικό πακέτο S-PLUS όπου υπολογίζονται οι παραπάνω ποσότητες. Για κάθε µία 

από τις παραπάνω περιπτώσεις ελέγχων υποθέσεων παρουσιάζονται αντίστοιχα 

παραδείγµατα µε Ιατρικά δεδοµένα.  

Σηµαντικό κοµµάτι της Μπεϋζιανής και ιδιαίτερου ενδιαφέροντος είναι η επιλογή 

της εκ των προτέρων κατανοµής κάθε φορά. Έχει γίνει µια σύντοµη συζήτηση για αυτό 

το θέµα ενώ στα παραδείγµατα που παρατίθενται χρησιµοποιήθηκαν οι κατανοµές 

εκείνες που υπολογίστηκαν µε τη χρήση πλασµατικών δεδοµένων. Οι επιπλέον ρουτίνες 

που έχουν κατασκευαστεί παριστάνουν γραφικά την ευαισθησία του παράγοντα Bayes, 

του λογαρίθµου του ή της εκ των υστέρων πιθανότητας του µοντέλου της µηδενικής 

υπόθεσης σε σχέση µε τις τιµές που λαµβάνει η εκ των προτέρων διασπορά των 
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παραµέτρων που περιλαµβάνονται στις υποθέσεις ελέγχου. Ακόµη, έχουν εφαρµοστεί 

αντίστοιχες ρουτίνες ως προς τις τιµές της σταθεράς µε την οποία συγκρίνεται η µέση 

τιµή στις περιπτώσεις του ενός πληθυσµού. Τέλος, έχει γίνει σύγκριση των 

αποτελεσµάτων των Μπεϋζιανών τεστ και των τεστ σηµαντικότητας για κάθε ένα από τα 

παραπάνω παραδείγµατα. 

 

Abstract 

Bayesian Statistics makes statistical inference for a parameter of interest using the 

posterior distribution which combines available prior information and information 

provided by the data. Recently, the publications referring or using the Bayesian approach 

in Model Selection or comparison problems are increasing. 

This dissertation includes a detailed review of Bayesian approaches on hypothesis 

testing. Specifically, the hypotheses which were tested are: the equality of mean of a 

normal population with a specified constant, the equality of means of two normal 

populations with the same or different variances and the equality of variances of two 

normal populations. Also, there has been a distinction between paired and unpaired 

populations. For every hypothesis testing we calculated the quantity which was used for 

the model comparison, Bayes Factor, the posterior distribution for each unknown 

parameter and the posterior probability of model of null hypothesis, as well as the 

credible intervals for unknown parameters. Moreover, we have constructed S-PLUS 

functions for computing the above quantities. For every of the above cases we present 

respectively examples in Medical data.  

A sort discussion on the choice of the prior distributions and a comparison 

between the results of significance tests and posterior probabilities is also included. In the 

examples presented, we have used the imaginary data approach in order to construct 

plausible prior distributions. Additionally, we have constructed S-plus functions to access 

graphically the sensitivity of Bayes Factor (and its logarithm or the posterior probability 

of the null hypothesis) on different choices – values of the prior variance of the 

parameters which were involved in the hypothesis testing. Finally, similar graphs have 

been used to access the sensitivity of Bayes Factors on different values of the hypothesis 

tested. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1                                                                                         

Εισαγωγή Στη Στατιστική Θεωρία Του Bayes 

 
 
 
1.1 Ιστορική αναδροµή 

 
Ο Thomas Bayes ήταν κληρικός και ερασιτέχνης µαθηµατικός που έζησε στην 

Αγγλία τον 18ο αιώνα (Press, 1989). ∆εν είναι γνωστή η ηµεροµηνία γέννησης του 

Thomas Bayes. Σύµφωνα όµως, µε την επιγραφή στον τάφο του η ηµεροµηνία θανάτου 

του είναι στις 7 Απριλίου 1761 σε ηλικία 59 ετών, οπότε υπολογίζεται ότι γεννήθηκε το 

1702, (Bernardo και Smith, 1994) 

Σύµφωνα µε τον Press (1989), υπάρχουν αµφιβολίες σχετικά µε τον πραγµατικό 

συγγραφέα της επιστηµονική δηµοσίευσης που αποδίδεται στον Bayes (Stigler, 1983) 

καθώς και τι ακριβώς λέει το θεώρηµά αυτό (Stigler, 1982). Σύµφωνα µε την ιστορική 

έρευνα του τελευταίου, πιθανός συγγραφέας της εργασίας φέρεται ένας διακεκριµένος 

τυφλός καθηγητής µαθηµατικών στο Cambridge, ο Saunderson.  Η εργασία του Bayes 

παρουσιάζει µία µεθοδολογία στατιστικής συµπερασµατολογίας, για τις παραµέτρους 

διωνυµικής κατανοµής µε δεδοµένες έναν αριθµό παρατηρήσεων που προέρχονται από 

αυτή την κατανοµή. Στην εργασία αυτή, βασίζεται το θεώρηµα του Bayes και σήµερα 

έχει γενικευτεί και για άλλες κατανοµές, γεγονός που φαίνεται να γνώριζε ο Bayes αλλά 

προτίµησε να περιοριστεί στη δυωνυµική κατανοµή.  

Ο Laplace (1774) παρουσίασε το θεώρηµα του Bayes στη γενική µορφή, ο οποίος 

σύµφωνα µε τον Stigler (1986) πιθανών να µην επηρεάστηκε από τον Bayes, αφού 

εργαζόταν στην Γαλλία ενώ ο Bayes στην Αγγλία και το θεώρηµα του δεν ήταν γνωστό. 

Ο Jeffreys (1939) επανεµφάνισε την εργασία του Laplace. Επίσης, ο James Bernoulli είχε 

περιγράψει ιδέες σχετικές µε το θεώρηµα του Bayes το 1713 στο βιβλίο του “Ars 

Conjectandi”. Σε αυτό το βιβλίο o Bernoulli ανέπτυξε το δυωνυµικό θεώρηµα και 

περιέγραψε κανόνες σχετικούς µε µεταθέσεις και συνδυασµούς. Επιπλέον, διατύπωσε το 
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πρόβληµα των αντίστροφων πιθανοτήτων 50 χρόνια νωρίτερα από τον Bayes χωρίς 

ωστόσο να δώσει καµία µαθηµατική σχέση ή θεώρηµα (Press, 1989). 

Τα κύρια χαρακτηριστικά της Μπεϋζιανής θεωρίας είναι η εκ των προτέρων 

(prior) κατανοµή και η συνάρτηση πιθανοφάνειας (likelihood) που δίνουν την εκ των 

υστέρων (posterior) κατανοµή. Η εκ των προτέρων κατανοµή αντιπροσωπεύει την 

προηγούµενη γνώση που έχουµε για την παράµετρο, πριν την εφαρµογή των δεδοµένων. 

Αυτό που επιτυγχάνεται µε το θεώρηµα του Bayes, είναι η βελτίωση της εκ των 

προτέρων γνώσης που έχουµε για την παράµετρο, σύµφωνα µε την καινούρια γνώση που 

µας δίνει το παρατηρηθέν δείγµα εκφρασµένη µέσω της πιθανοφάνειας. Ο συνδυασµός 

της εκ των προτέρων και της δειγµατικής πληροφορίας, µας δίνει την εκ των υστέρων 

πληροφορία που εκφράζεται µέσω της εκ των υστέρων κατανοµής. Είναι λοιπόν, µια 

µεθοδολογική προσέγγιση που συνθέτει τη θεωρητική ή εµπειρική αντίληψη µιας 

τυχαίας δοκιµασίας, µε τα παρατηρηθέντα δεδοµένα. 

 

 

1.2 Συµπερασµατολογία κατά Bayes  

Έστω ένα τυχαίο δείγµα ( )1,...,
T

ny y=y  µε ( )|if y θ  συνάρτηση κατανοµής ή 

πυκνότητας που περιγράφει τις τυχαίες µεταβλητές 1,..., ny y  και θ είναι η υπό εκτίµηση 

παράµετρος. Η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι ( )
1

( | ) |
n

i
i

f f yθ θ
=

=∏y , η οποία 

καθορίζει την πιθανότητα παρατήρησης διαφορετικών iy  κάτω από διαφορετικές τιµές 

της παραµέτρου θ .  Η διαφορά της Μπεϋζιανής από την κλασική στατιστική έγκειται 

στο γεγονός ότι η παράµετρος θ  δε θεωρείται σταθερός αριθµός, αλλά τυχαία ποσότητα 

στην οποία προσδίδεται µια εκ των προτέρων κατανοµή ( )f θ  (∆ελλαπόρτας, 1998). Η 

εκ των προτέρων κατανοµή βασίζεται στις πληροφορίες που έχουµε από προηγούµενες 

έρευνες ή στις πεποιθήσεις µας τη δεδοµένη στιγµή. Το αποτέλεσµα του θεωρήµατος 

Bayes αφορά την εκ των υστέρων κατανοµή της παραµέτρου ( )|f θ y , δηλαδή την 

πληροφορία που έχουµε για την παράµετρο µετά την εφαρµογή των δεδοµένων και 

δίνεται από τον τύπο: 
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 ( ) ( ) ( | )|
( ) ( | )
f ff

f f d
θ θθ
θ θ θ

=
∫

yy
y

 (1.1) 

Σηµειώνουµε, ότι όταν η παράµετρος είναι διακριτή, τότε ο παρονοµαστής 

αντικαθιστάται από το άθροισµα ( ) ( | )i if f yθ θ∑ . 

Το αποτέλεσµα του παραπάνω ολοκληρώµατος είναι συνάρτηση µόνο του y , 

αφού ολοκληρώνεται ως προς θ, οπότε ένας εναλλακτικός τρόπος παρουσίασης του 

θεωρήµατος Bayes είναι:  

 ( | ) ( ) ( | )f f fθ θ θ∝ ⋅y y  (1.2) 

δηλαδή η εκ των υστέρων κατανοµή είναι ανάλογη της εκ των προτέρων κατανοµής 

πολλαπλασιαζόµενης µε τη συνάρτηση πιθανοφάνειας. Βέβαια, η εκ των προτέρων και η 

εκ των υστέρων κατανοµή είναι έννοιες σχετικές, καθώς η κατανοµή που είναι σήµερα 

εκ των υστέρων, αύριο µπορεί να είναι εκ των προτέρων, (∆ελλαπόρτας, 1998). Αυτό 

γιατί το θεώρηµα του Bayes βρίσκει εφαρµογή και όταν έχουµε διαδοχική συλλογή 

δεδοµένων µιας µεταβλητής. Έτσι όταν έχουµε δύο ανεξάρτητα δείγµατα 1y , 2y , τότε 

 

( )

1 2 1 2

1 1 2 2

1 2 2

( | , ) ( ) ( , | )
( ) ( | ) ( | )

| ( | )

f f f
f f f
f f

θ θ θ
θ θ θ
θ θ

∝ ⋅
= ⋅ ⋅

∝

y y y y
y y

y y
 (1.3) 

∆ηλαδή, µπορούµε να αναθεωρήσουµε την πληροφορία που έχουµε για την παράµετρο, 

υπολογίζοντας την εκ των υστέρων κατανοµή του πρώτου δείγµατος ( )1|f θ y  και 

χρησιµοποιώντας την ως εκ των προτέρων κατανοµή για το δεύτερο δείγµα δεδοµένων. 

Αυτή η διαδικασία είναι ιδιαίτερα εύχρηστη για την βελτίωση της εκ των υστέρων 

πληροφορίας όταν τα δεδοµένα συλλέγονται διαδοχικά µε το πέρας του χρόνου, όπως 

γίνεται στις κλινικές δοκιµές ή ίσως σε επιχειρησιακά ή οικονοµικά δεδοµένα (για 

περισσότερες πληροφορίες βλέπε Carlin και Louis, 1998, σελ. 24-25). 

 

Παράδειγµα 1.1 

Θεωρούµε ένα τυχαίο δείγµα 1,..., ny y  από µια κανονική κατανοµή 2( , )N µ σ  µε 

µέση τιµή µ  και γνωστή διακύµανση 2σ . Οπότε η συνάρτηση πυκνότητας για τα iy  
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είναι ( ) ( )2

2
1| exp

22
i

i

y
f y

µ
µ

σπσ

⎧ ⎫−⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 και η αντίστοιχη συνάρτηση πιθανοφάνειας  

( )2

1
2( | ) exp

2

n

i
i

y
f

µ
µ

σ
=

⎧ ⎫
−⎪ ⎪⎪ ⎪∝ −⎨ ⎬

⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑
y . 

Επιλέγουµε την εκ των προτέρων κατανοµή για την παράµετρο µ , την κανονική 

κατανοµή, δηλαδή ( )2
0~ ,N mµ τ

%
. Με βάση τη διατύπωση (1.2)  του θεωρήµατος Bayes 

έχουµε: 

 ( | ) ( ) ( | )f f fµ µ µ∝ ⋅y y  

 ( ) ( )2
2

1
2 2
0

( | ) exp exp
2 2

n

i
i

ym
f

µµ
µ

τ σ
=

⎧ ⎫
−⎪ ⎪⎛ ⎞− ⎪ ⎪⎜ ⎟∝ − −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎪ ⎪⎝ ⎠

⎪ ⎪⎩ ⎭

∑
y %  

 ( ) ( )2
2

1
2 2
0

1exp
2 2

n

i
i

ym µµ
τ σ

=

⎧ ⎫⎡ ⎤
−⎪ ⎪⎢ ⎥−⎪ ⎪⎢ ⎥= − +⎨ ⎬

⎢ ⎥⎪ ⎪
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∑
%  

 

2

2 2
0

2 2
0

2 2
0

1 1exp 12

m yn
n

n
τ σθ

τ σ
τ σ

⎧ ⎫⎛ ⎞+⎪ ⎪⎜ ⎟⎛ ⎞⎪ ⎪⎜ ⎟= − ⋅ + ⋅ −⎨ ⎬⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪+⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

%
 (1.4) 

Άρα η εκ των υστέρων κατανοµή για την παράµετρο µ  θα έχει τη µορφή:  

 
2 2
0

2 2 2 2
0 0

1
1| ~ ,1 1

nm y
N n n

τ σµ

τ σ τ σ

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

y  (1.5) 

 

Εφαρµογή 1.1 

Έστω ένα τυχαίο δείγµα 100 παρατηρήσεων, 1,..., ny y  κανονικής κατανοµής µε 

µέση τιµή 0 και τυπική απόκλιση 20. Η συνάρτηση πυκνότητας για τα iy  είναι 
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( ) ( )201| exp
2 40020 2

i
i

y
f y µ

π

⎧ ⎫−⎪ ⎪= −⎨ ⎬⋅⎪ ⎪⎩ ⎭
 και η συνάρτηση πιθανοφάνειας  

( )2

1
0

( | ) exp
2 400

n

i
i

y
f µ =

⎧ ⎫
−⎪ ⎪⎪ ⎪∝ −⎨ ⎬⋅⎪ ⎪

⎪ ⎪⎩ ⎭

∑
y . Επιλέγουµε για την εκ των προτέρων κατανοµή για την 

παράµετρο µ , την κανονική κατανοµή ( )~ 0,100Nµ , οπότε υπολογίζεται η εκ των 

υστέρων κατανοµή της παραµέτρου ( )| ~ 0.72,3.846Nµ y . Στο διάγραµµα 1.1, 

παρουσιάζονται γραφικά οι εκ των προτέρων και εκ των υστέρων κατανοµές της 

παραµέτρου. 

 

∆ιάγραµµα 1.1: Εκ των προτέρων και εκ των υστέρων κατανοµές της παραµέτρου µ 

 
 

1.3 Εκ των προτέρων κατανοµή 

Κατά την εφαρµογή των µεθόδων της Μπεϋζιανής συµπερασµατολογίας, για την 

υπό εκτίµηση παράµετρο χρησιµοποιείται η προηγούµενη πληροφορία που έχουµε για 

την τιµή της, δηλαδή αυτή που έχουµε πριν γίνει η εφαρµογή στα δεδοµένα του παρόντος 
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προβλήµατος. Σε αυτό ακριβώς το σηµείο έγκειται η βασική διαφορά της Μπεϋζιανής 

από την κλασική στατιστική, στη χρήση της εκ των προτέρων κατανοµής, αφού η 

παράµετρος θεωρείται τυχαία µεταβλητή. 

Κάθε πρόβληµα είναι ξεχωριστό και έχει το δικό του περιεχόµενο, από όπου 

πηγάζουν οι εκ των προτέρων πληροφορίες. Χαρακτηριστικό είναι το παράδειγµα που 

αναφέρουν οι Carlin και Louis (1998, σελ. 26-27). Έστω θ η πιθανότητα επιτυχίας µιας 

καινούργιας χειρουργικής επέµβασης, τότε η εκ των προτέρων πληροφορία που θα 

έχουµε για το θ θα δίνεται από τις επιτυχίες που έχουν σηµειωθεί κατά την ανεξάρτητη 

επανάληψη επεµβάσεων. Αντίθετα, αν θ είναι το ποσοστό των Ελλήνων αντρών που 

είναι HIV θετικοί, τότε δε µπορούµε να έχουµε επαρκή πληροφόρηση για την τιµή του θ. 

Επίσης, το θ δε µπορεί να υπολογιστεί ακριβώς αφού µία ακριβής καταγραφή όλων των 

αντρών και του αποτελέσµατος HIV δεν είναι εφικτή. Συνεπώς, εδώ το θ θα είναι τυχαίο 

αφού είναι άγνωστο, ωστόσο υπάρχουν κάποιες πεποιθήσεις, όπως ότι το θ=0.05 είναι 

πιο πιθανό από το θ=0.5. Η Μπεϋζιανή στατιστική βασίζεται στην υποκειµενική 

πιθανότητα, τις πεποιθήσεις, τις γνώσεις που έχουµε πριν αναλύσουµε τα δεδοµένα τα 

οποία εκφράζονται µε την εκ των προτέρων πληροφορία. Μέσω του θεωρήµατος του 

Bayes η πληροφορία αναβαθµίζεται στην εκ των υστέρων πληροφορία όπου συνδυάζεται 

η εκ των προτέρων και η πληροφορία από τα δεδοµένα. 

 

 

1.3.1  Συζυγείς εκ των προτέρων κατανοµές 

Κατά την εφαρµογή του θεωρήµατος Bayes, κάποιες επιλογές εκ των προτέρων 

κατανοµών, εµφανίζουν υπολογιστικές δυσκολίες. Για το λόγο αυτό για αρκετό διάστηµα 

η Μπεϋζιανή θεωρία περιορίστηκε σε κατανοµές που διευκόλυναν τον υπολογισµό των 

εκ των υστέρων κατανοµών, τέτοιες κατανοµές είναι οι συζυγείς εκ των προτέρων 

κατανοµές. Ως συζυγείς ορίζονται οι εκ των προτέρων κατανοµές οι οποίες 

εφαρµόζοντας το θεώρηµα του Bayes καταλήγουν σε εκ των υστέρων κατανοµές που 

ανήκούν στην ίδια οικογένεια κατανοµών µε την εκ των προτέρων κατανοµή. 

Είναι σηµαντικό, να σηµειωθεί ότι η χρήση των συζυγών εκ των προτέρων 

κατανοµών δε γίνεται µόνο για λόγους ευκολίας. Θα ήταν λάθος να εννοηθεί ότι ο µόνος 
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λόγος χρήσης τους είναι η απλοποίηση των υπολογισµών που προσφέρουν. 

Χρησιµοποιούµε τις κατανοµές αυτές όταν είναι συµβατές µε τις πεποιθήσεις µας, όταν 

περιγράφουν την προηγούµενη γνώση που έχουµε για την παράµετρο. 

Σύµφωνα µε τον ∆ελλαπόρτα (1998, σελ. 32-33), δηµιουργείται το ερώτηµα, σε 

ποιες περιπτώσεις µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε ή να εντοπίσουµε µία οικογένεια 

συζυγών κατανοµών. Η µόνη περίπτωση στην οποία οι συζυγείς κατανοµές προκύπτουν 

εύκολα, είναι για τα υποδείγµατα που ανήκουν στην εκθετική οικογένεια κατανοµών. 

∆ηλαδή, όταν η συνάρτηση πυκνότητας ή πιθανότητας  των παρατηρήσεων του 

δείγµατος εκφράζεται µε τη µορφή: 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }( | ) expf h g t cθ θ θ=y y y  (1.6) 

Όπου h, t είναι συναρτήσεις των παρατηρήσεων y και g, c συναρτήσεις της 

παραµέτρου θ, ενώ για τις συναρτήσεις h, g, t και c ισχύει: 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }( | ) exp 1f d g h t c dθ θ θ= =∫ ∫y y y y y  (1.7) 

Η εκθετική οικογένεια κατανοµών περιλαµβάνει µια σειρά από κατανοµές όπως η 

εκθετική, η Poisson, η Γάµµα µε µία παράµετρο, η δυωνυµική και η κανονική µε γνωστή 

διακύµανση, µε αποτέλεσµα να καθιστά τοπ προηγούµενο αποτέλεσµα εφαρµόσιµο σε 

πολλές περιπτώσεις. Ας δούµε ένα γενικευµένο παράδειγµα. Έστω δεδοµένα y που 

ανήκουν στην οικογένεια εκθετικών κατανοµών, η συνάρτηση πυκνότητας ή 

πιθανότητας θα έχει τη µορφή της 1.4 και εφαρµόζουµε το θεώρηµα του Bayes 

 ( | ) ( ) ( | )f f fθ θ θ∝ ⋅y y  

 ( ){ } ( ) ( ) ( )
11

( ) exp
n n

n
i i

ii
f h y g t y cθ θ θ

==

⎧ ⎫
= ⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑∏  

 ( ) ( ) ( )
1

( ) exp
n

n
i

i
f g t y cθ θ θ

=

⎧ ⎫
∝ ⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑  

Θεωρώντας την εκ των προτέρων κατανοµή ( ) ( ){ }( ) expdf g bcθ θ θ∝  , όπου d, 

b είναι γνωστές σταθερές. Οπότε προκύπτει η a-posteriori κατανοµή 

( ) ( ) ( )
1

( | ) exp
n

n d
i

i
p g c t y bθ θ θ+

=

⎧ ⎫⎡ ⎤
∝ +⎨ ⎬⎢ ⎥

⎣ ⎦⎩ ⎭
∑y  = ( ) ( ){ }expdg bcθ θ

% %  
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όπου d n d= +%  και ( )
1

n

i
i

b t y b
=

= +∑% , η οποία ανήκει στην ίδια οικογένεια κατανοµών µε 

την εκ των προτέρων κατανοµή, αλλά µε προσαρµοσµένες παραµέτρους (∆ελλαπόρτας 

1998). 

 
 
Παράδειγµα 1.2 

Έστω y ο αριθµός των υπερτασικών που εισάγονται ηµερησίως για θεραπεία σε 

ένα συγκεκριµένο νοσοκοµείο. Η µεταβλητή y είναι διακριτή µεταβλητή και επιλέγουµε 

την Poisson µε µέσο θ κατανοµή για την περιγραφή του αριθµού προσέλευσης  

( | )
!

yef y
y

θθθ
−

=  

Έστω ότι έχουµε ένα τυχαίο δείγµα από n ηµέρες, τότε y= ( )1,...,
T

ny y  και το 

µοντέλο πιθανοφάνειας είναι 1( | )

n

i
i

y
nf e θθ θ =−

∑
∝y . Επιλέγουµε εκ των προτέρων 

κατανοµή τη Γάµµα µε µέσο a
β

, ( )~ ,θ α βΓ  οπότε: 

( ) ( )
1 , 0, 0, 0f e

α
α βθβθ θ θ α β

α
− −= > > >

Γ
 

εφαρµόζοντας το θεώρηµα του Bayes:  

( ) ( )1 1
1

1( | ) ( ) ( | )

n n

i i
i i

y y
nnf f f e e e

α
θ βα βθ θθ θ θ θ θ θ= =

+ −
− +− − −

⎛ ⎞∑ ∑⎜ ⎟∝ ⋅ ∝ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

y y  

⇒  
1

| ~ ,
n

i
i

y nθ α β
=

⎛ ⎞
Γ + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑y   ή  ( )| ~ ,yθ α β′ ′Γ  

Συνεπώς, η εκ των υστέρων κατανοµή του θ  είναι η Γάµµα µε παραµέτρους 

1

n

i
i

yα
=

+∑  και nβ + , δηλαδή ανήκει στην ίδια οικογένεια κατανοµών µε την εκ των 

προτέρων κατανοµή. Η Γάµµα κατανοµή είναι η συζυγής εκ των προτέρων κατανοµή για 

το µοντέλο της Poisson κατανοµής.  
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Εφαρµογή 1.2 

Έστω ότι παίρνουµε τυχαίο δείγµα 50 ηµερών, και ο συνολικός αριθµός 

υπερτασικών που έφτασαν στο νοσοκοµείο είναι 400, θέλουµε να εκτιµήσουµε το µέσο 

αριθµό υπερτασικών που φτάνουν στο νοσοκοµείο ηµερησίως. Θεωρούµε ότι η εκ των 

προτέρων πληροφορία για την παράµετρο ακολουθεί την κατανοµή Γάµµα µέση τιµή 1, 

( )~ 1,1θ Γ . Μέσω του θεωρήµατος του Bayes υπολογίζουµε την εκ των υστέρων 

πληροφορία για την παράµετρο ( )| ~ 401,51θ Γy . Στο διάγραµµα 2.1, παρουσιάζονται 

γραφικά η εκ των προτέρων και εκ των υστέρων κατανοµές. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∆ιάγραµµα 1.2: Εκ των προτέρων και εκ των υστέρων κατανοµές της παραµέτρου θ 

 
 
 
1.3.2 Ακατάλληλες εκ των προτέρων κατανοµές 

Όπως αναφέρθηκε στην παράγραφο 1.3, υπάρχουν περιπτώσεις όπου είναι πιθανό 

να µην έχουµε επαρκή εκ των προτέρων πληροφορία για την παράµετρο, δηλαδή η εκ 

των προτέρων πεποιθήσεις µας να µην είναι αντικειµενικές ή αξιόπιστες απέναντι στα 

δεδοµένα. Τότε, θέλουµε να επιλέξουµε εκ των προτέρων κατανοµές που να επηρεάζουν 

όσο το δυνατό λιγότερο τις εκ των υστέρων κατανοµές. Σε αυτές τις περιπτώσεις, 

δηµιουργείται το ερώτηµα, αν  είναι εφαρµόσιµη η Μπεϋσιανή συµπερασµατολογία και 
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η απάντηση εισαγάγει την έννοια των µη πληροφοριακών (noninformative) εκ των 

προτέρων κατανοµών. Σύµφωνα µε τον Gelman et al (1998), η αιτιολογία για τη χρήση 

µη πληροφοριακών εκ των προτέρων κατανοµών αναφέρει “ας αφήσουµε τα δεδοµένα 

να µιλήσουν µόνα τους” οπότε η συµπερασµατολογία δεν επηρεάζεται από τις 

εξωτερικές πληροφορίες των παρόντων δεδοµένων. 

Ανακαλούµε το παράδειγµα, (βλέπε επίσης ∆ελλαπόρτα, 1998 σελ.35-36 και 

Gelman etal, 1998 σελ. 52-53) της εκτίµησης του µέσου µ κανονικής κατανοµής µε 

γνωστή διακύµανση και κανονική εκ των προτέρων κατανοµή ( )2
0,N m τ

%
. Αν οι 

πληροφορίες µας για την παράµετρο είναι ασαφείς, τότε η ακρίβεια της εκ των προτέρων 

κατανοµής, η οποία είναι ίση µε 2
0

1
τ

, πρέπει είναι µικρή ( )2
0τ →∞  οπότε και η εκ των 

υστέρων κατανοµή να είναι προσεγγιστικά ίση µε 
2

| ~ ,N y
n
σθ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

y . 

Με τον τρόπο αυτό βρήκαµε µια εκ των προτέρων κατανοµή, η οποία όµως 

παρουσιάζει ένα σοβαρό πρόβληµα. Καθώς 2
0τ →∞  η εκ των προτέρων κατανοµή 

( )2
0,N m τ

%
 γίνεται επίπεδη µε αποτέλεσµα το ολοκλήρωµα ( )f dθ θ∫

R

 να απειρίζεται, 

παραβιάζοντας έτσι την προϋπόθεση του ορισµού της συνάρτησης πυκνότητας 

πιθανότητας όπου το ολοκλήρωµα πρέπει να είναι ίσο µε τη µονάδα. Οι Gelman et al 

(1998), καλούν την εκ των προτέρων κατανοµή ( )f θ  γνήσια (proper) αν δεν εξαρτάται 

από τα δεδοµένα και ολοκληρώνει στη µονάδα. Αντίθετα, αν το ολοκλήρωµα της prior 

ολοκληρώνει σε µια θετική πεπερασµένη τιµή τότε ονοµάζεται µη κανονικοποιηµένη 

πυκνότητα (unnormalized density) και κανονικοποιείται, πολλαπλασιαζόµενη µε την 

αντίστοιχη σταθερά ώστε να ολοκληρώνει στη µονάδα. 

Στο παραπάνω παράδειγµα, χρησιµοποιώντας το θεώρηµα του Bayes καταλήξαµε 

σε µια γνήσια εκ των υστέρων κατανοµή παρόλο που δεν χρησιµοποιήσαµε µια γνήσια 

εκ των προτέρων κατανοµή. Αυτό όµως δε συµβαίνει πάντα. Το ερώτηµα που τίθεται 

είναι κατά πόσο είναι σωστό να επιλέγουµε µια µη γνήσια εκ των προτέρων κατανοµή, 

που δείχνει την ανεπαρκή γνώση για µια παράµετρο, για να υπολογίσουµε την εκ των 

υστέρων κατανοµή. Ο ∆ελλαπόρτας (1998) αναφέρει ότι γενικά η χρήση “µη γνήσιων” 
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εκ των προτέρων κατανοµή είναι αποδεκτή, γιατί αν επιλέξουµε για αυτή την εκ των 

προτέρων κατανοµή, ακρίβεια διάφορη του µηδενός, θα έχουµε µια αποδεκτή εκ των 

προτέρων κατανοµή και δεν θα υπάρχουν αµφιβολίες για την ορθότητα των επιλογών 

µας. Επίσης, θα µπορούσαµε να επιλέξουµε τιµή για την εκ των προτέρων ακρίβεια πολύ 

κοντά στο µηδέν και έτσι θα υπολογίσουµε την εκ των υστέρων κατανοµή, η οποία θα 

είναι πολύ κοντά (όµοια) µε αυτή που βρήκαµε χρησιµοποιώντας τη µη γνήσια εκ των 

προτέρων κατανοµή. Σηµειώνουµε βέβαια, ότι οι εκ των υστέρων κατανοµές που 

προέρχονται από µη γνήσιες εκ των προτέρων πρέπει να ερµηνεύονται µε µεγάλη 

προσοχή. 

Μία µέθοδος για τον καθορισµό των µη γνήσιων εκ των προτέρων κατανοµών 

είναι η ιδέα του Jeffreys που βασίζεται στην πληροφορία του Fisher, (∆ελλαπόρτας, 

1998)  

 ( ) ( ) ( ) 22

2

log | log |d f y d f y
I E E

d d
θ θ

θ
θ θ

⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎛ ⎞⎪ ⎪ ⎪ ⎪= − =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪ ⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎪ ⎪⎩ ⎭

 (1.8) 

Η εκ των προτέρων κατανοµή του Jeffreys γενικά ορίζεται ως ( ) ( ) 1 2
0f θ θ∝ Ι  

 
 
 
 
Παράδειγµα 1.3 

Ανακαλούµε το παράδειγµα 1.1, όπου έχουµε ένα τυχαίο δείγµα 1,..., ny y  

κανονικής κατανοµής 2( , )N µ σ  και 2σ  γνωστό. Θα υπολογίσουµε την εκ των προτέρων 

κατανοµή του Jeffreys ( )0f µ . 

( )2

1
2( | ) exp

2

n

i
i

y
f

µ
µ

σ
=

⎧ ⎫
−⎪ ⎪⎪ ⎪∝ −⎨ ⎬

⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑
y ⇒ ( )( )

( )2

1
2log |

2

n

i
i

y
f

µ
µ

σ
=

−
= −
∑

y  
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Οπότε η πληροφορία του Fisher είναι ( ) ( )2

2

log |d f y
I E

d
µ

µ
µ

⎧ ⎫⎪ ⎪= − ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 = 2
n
σ

 και η 

εκ των προτέρων κατανοµή του Jeffreys ( )0 1f µ ∝  που είναι µια γνήσια εκ των 

προτέρων κατανοµή. 

 

 

Παράδειγµα 1.4 

Θα υπολογίσουµε την εκ των προτέρων κατανοµή του Jeffreys ( )0f θ , για τυχαίο 

δείγµα Poisson κατανοµής (παράδειγµα 1.2).  

1( | )

n

i
i

y
nf e θθ θ =−

∑
∝y ⇒ ( ) ( )

1
log ( | ) log

n

i
i

f n yθ θ θ
=

= − + ∑y  

Οπότε η πληροφορία του Fisher είναι ( ) ( )2

2

log |d f y
I E

d
θ

θ
θ

⎧ ⎫⎪ ⎪= − ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 = n
θ

 και η εκ 

των προτέρων κατανοµή του Jeffreys ( )0 1 2
1f θ
θ

∝  που είναι µια γνήσια εκ των 

προτέρων κατανοµή. 

 

 

 

 
1.3.3 Κατασκευή της εκ των προτέρων κατανοµής µε τη χρήση Πλασµατικών δεδοµένων 

Θα χρησιµοποιήσουµε πλασµατικά δεδοµένα και το θεώρηµα του Bayes για να 

κατασκευάσουµε λογικές εκ των προτέρων κατανοµές. Η ιδιαιτερότητα των 

υπολογισµών στο σηµείο αυτό έγκειται στο γεγονός ότι εφοδιάζουµε την πιθανοφάνεια 

µε µία σταθερά C η οποία ελέγχει το βαθµό που πιστεύουµε και εµπιστευόµαστε τα 

πλασµατικά µας δεδοµένα. Η λογική αυτή συµφωνεί και µε την προσέγγιση των Ibrahim 

και Chen (2000) και τις εκ-των-προτέρων κατανοµές δύναµης 1/C (power priors) που 

εισήγαγαν στην Μπεϋζιανή βιβλιογραφία. Τις εκ των προτέρων κατανοµές που 

υπολογίζονται µε τη µέθοδο αυτή θα χρησιµοποιήσουµε για τους ελέγχους υποθέσεων 
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του κεφαλαίου 3 και 4. Ο υπολογισµός τους παρουσιάζεται αναλυτικά στο Παράρτηµα 

Α. Παρακάτω, παρουσιάζεται ο υπολογισµός της εκ των προτέρων κατανοµής µόνο για 

την περίπτωση του ενός δείγµατος. 

Έστω ότι έχουµε µια οµάδα πλασµατικών παρατηρήσεων 
1

* * * *
1 11 12 1( , , , )T

ny y y=y L  

πλήθους n1
*. Θεωρούµε κανονική κατανοµή ( )* 1~ ,i N µ τ −y  για το σύνολο των 

πλασµατικών παρατηρήσεων µε µέση τιµή µ και ακρίβεια τ γνωστή και επιλέγουµε την 

εκ των προτέρων κατανοµή για την µέση τιµή ( )2 1
0 0~ ,N mµ σ τ − . Η σταθερά 2

0σ  

εµπεριέχεται στην εκ των προτέρων διασπορά της µέσης τιµής οπότε θα λαµβάνει 

αρκετά µεγάλες τιµές δεδοµένου ότι επιθυµούµε µη πληροφοριακή εκ των προτέρων 

κατανοµή. Έτσι θα υπολογίσουµε την εκ των υστέρων κατανοµή της µέσης τιµής από τη 

σχέση 

1

* *

1

( , | ) ( | , ) ( , )
n C

i
i

f f y fµ τ µ τ µ τ
=

⎧ ⎫
∝ ⎨ ⎬
⎩ ⎭
∏y , όπου οι πιθανές τιµές της παραµέτρου 

C=1,…,n1
*. Αν επιλέξουµε C=n1

* είναι σαν να δίδουµε βάρος στα πλασµατικά δεδοµένα 

ίσο µε µία παρατήρηση. Συνεπώς, η εκ των υστέρων κατανοµή που υπολογίζεται για 

2
0σ →∞  είναι *( | )f µ ∝y * 1

*, CN y
n
τ −⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Στο εξής η εκ των προτέρων κατανοµή που θα χρησιµοποιούµε για τη µέση τιµή 

δείγµατος που προέρχεται από κανονική κατανοµή γνωστής διασποράς σ2 δίνεται από τη 

σχέση (1.9).  

 ( )f µ ∝ 2, CN m
n
σ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠%

 (1.9) 

Επίσης, ορίζουµε τις ποσότητες: 
*nN

C
= : ο αριθµό των “ενεργών” εκ των προτέρων στοιχείων των δεδοµένων (effective 

prior points) και 

*
NN

n N
′ =

+
: το ποσοστό των εκ των προτέρων σηµείων. 

Επιπλέον, η σταθερά C ρυθµίζει πόσο επίπεδη είναι η κατανοµή, όσο αυξάνεται 

το C τόσο πιο επίπεδη γίνεται. Κατά την αριθµητική εφαρµογή, αντικαθίσταται µε το 
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µέγεθος του δείγµατος n, ώστε να αντανακλά όσο το δυνατό λιγότερη πληροφορία από 

τα πλασµατικά δεδοµένα που χρησιµοποιήσαµε. 

Στην περίπτωση, της άγνωστης ακρίβειας οι εκ των πρότερων κατανοµές που θα 

χρησιµοποιούνται θα είναι: 

 1~ , CN m
n

µ τ −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠%

, ~ ( , )Gamma a bτ  (1.10) 

δεδοµένου ότι η εκ των προτέρων που επιλέγουµε για την άγνωστη παράµετρο τ-1 δεν 

επηρεάζει σηµαντικά την εκ των υστέρων κατανοµή όταν τα α, b λαµβάνουν πολύ µικρές 

τιµές. (Kass and Raftery, 1995). 

 

 

 

1.4 Πολυπαραµετρικά προβλήµατα 

Τα παραπάνω παραδείγµατα αναφέρονταν σε µοντέλα µίας άγνωστης 

παραµέτρου. Συνήθως όµως, καλούµαστε να εκτιµήσουµε περισσότερες από µια 

άγνωστες παραµέτρους. Στην κλασική στατιστική, η αντιµετώπιση πολυπαραµετρικών 

προβληµάτων απαιτεί επιπλέον επιστηµονική γνώση. Αντίθετα, στη Μπευζιανή 

στατιστική τα προβλήµατα αυτά δεν απαιτούν επιπλέον γνώση, εφαρµόζονται οι ίδιες 

µέθοδοι µε τα µοντέλα µίας παραµέτρου. 

Έστω ένα τυχαίο δείγµα y, µε p παραµέτρους, δηλαδή 1( , , )pθ θ=θ K . Επιλέγεται 

η εκ των προτέρων κατανοµή ( )f θ  και συνδυαζόµενη µε το µοντέλο πιθανοφάνειας 

( | )f y θ  υπολογίζεται η εκ των υστέρων κατανοµή του θ  µέσω του θεωρήµατος Bayes. 

 ( ) ( ) ( | )|
( ) ( | )

f ff
f f d

=
∫

θ y θθ y
θ y θ θ

 (1.13) 

Όταν το ενδιαφέρον επικεντρώνεται σε µια µόνο από τις p παραµέτρους ή σε µια 

υποοµάδα αυτών, υπολογίζεται η περιθώρια εκ των υστέρων κατανοµή της υποοµάδας 

αυτής ολοκληρώνοντας την από κοινού εκ των υστέρων κατανοµή ως προς τις υπόλοιπες 

παραµέτρους, οι παράµετροι αυτές αναφέρονται ως ενοχλητικοί παράµετροι (nuisance 
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parameters) από τους Bernardo και Smith (1994). Συγκεκριµένα, η περιθώρια εκ των 

υστέρων κατανοµή της παραµέτρου 1θ  θα είναι: 

 ( ) ( )
2

1 2| |
n

np p d d
θ θ

θ θ θ∝ ∫ ∫y θ yK K  (1.14) 

Τα προβλήµατα που δηµιουργούνται κατά τη γενίκευση των προβληµάτων στις 

pδιαστάσεις έγκειται στον καθορισµό των εκ των προτέρων κατανοµών, τον υπολογισµό 

και την ερµηνεία των εκ των υστέρων κατανοµών, (∆ελλαπόρτας, 1998 σελ. 43). Οι εκ 

των προτέρων κατανοµές τώρα είναι πολυδιάστατες κατανοµές οπότε πρέπει να 

αντιπροσωπεύουν την εκ των προτέρων πληροφορία µας για κάθε µια παράµετρο 

χωριστά, αλλά και τις συσχετίσεις ανάµεσα σε συνδυασµούς παραµέτρων. Οπότε η 

επιλογή κατάλληλων εκ των προτέρων κατανοµών αλλά και ο συνδυασµός των εκ των 

προτέρων πληροφοριών είναι πιο δύσκολο πρόβληµα. Επίσης, τα υπολογιστικά 

προβλήµατα που εµφανίζονται είναι πιο έντονα, γεγονός που κάνει τη χρήση των 

συζυγών κατανοµών χρήσιµη. Τέλος, η εκ των υστέρων κατανοµή έχει τόσες διαστάσεις 

όσες η παράµετρος θ , οπότε η ερµηνεία της είναι πολύπλοκη και µπορεί να απαιτείται 

συγκεκριµένη υλικοτεχνική υποδοµή ώστε να δίνεται έµφαση στις πιο σηµαντικές 

σχέσεις που περιλαµβάνει. 

 

 

Παράδειγµα 1.5 

Έστω ένα τυχαίο δείγµα 1,..., ny y  κανονικής κατανοµής 2( , )N µ σ  µε µέση τιµή 

µ  και άγνωστη διακύµανση 2σ . Στην περίπτωση αυτή, καλούµαστε να εκτιµήσουµε δύο 

παραµέτρους και η µέθοδος που θα χρησιµοποιήσουµε δε θα είναι διαφορετική από αυτή 

του παραδείγµατος 1.1. Η συνάρτηση πυκνότητας για τα iy  είναι 

( ) ( )2

2
1| exp

22
i

i

y
f y

µ
µ

σπσ

⎧ ⎫−⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 και η αντίστοιχη συνάρτηση πιθανοφάνειας  

( )2

2
1( | ) exp

2
i

n

y
f

µ
µ

σ σ

⎛ ⎞−
⎜ ⎟∝ −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑y .  
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Για κάθε άγνωστη παράµετρο επιλέγουµε τις εκ των προτέρων κατανοµές  

 ( )2
0~ ,N mµ τ

%
⇒ ( ) ( )2

2 2
1 exp

2
m

f
c

µ
µ

σ σ

⎛ ⎞−
⎜ ⎟∝ −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

%  

 2 ~ ( , )IG a bσ ⇒ ( ) ( )2 12
2expf α βσ σ

σ
− + ⎛ ⎞∝ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Χρησιµοποιώντας το θεώρηµα του Bayes θα υπολογίσουµε την από κοινού εκ 

των υστέρων κατανοµή.  

 2 2 2( , | ) ( | , ) ( , )f f fµ σ µ σ µ σ∝y y  
 = 2 2 2( | , ) ( | ) ( )f f fµ σ µ σ σy  

 = ( ) ( ) ( )2 2
2 1 1

2 2 2 2exp
2 2

n iy m
c

α µ µ βσ
σ σ σ

− + − −
⎛ ⎞− −
⎜ ⎟− − −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
%  

Η εκ των υστέρων κατανοµή κάθε παραµέτρου είναι 

( | )f xµ  = 2 2( , | )f dµ σ σ
+∞

−∞
∫ y  ⇒  

( ) ( )

( )( )

2 22
2 2

2 2 2

2
1| ~ ,

1 1 2

i

a n

nc y y y m b
m ync ncy t

c n c n a n
µ +

⎛ ⎞⎛ ⎞− + − +⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟+ + +
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
%  

 
2( | )f σ y  = 2( , | )f dµ σ µ

+∞

−∞
∫ y  ⇒  

( ) ( )2 2
22

2
1| ~ ,

2 2

i
ny y y mn ncIG

β
σ α

⎛ ⎞− + − +⎜ ⎟++⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
y %  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2                                                                                        

Έλεγχος Υποθέσεων 

 
 
 
2.1 Εκ των Υστέρων Λόγος Πιθανοτήτων και ο Παράγοντας Bayes 

Η ανάγκη της σύγκρισης εκτιµήσεων οδήγησε στον έλεγχο υποθέσεων. Στην 

κλασική στατιστική ο έλεγχος υποθέσεων βασίζεται στις θεωρήσεις των Fisher, 

Neyman και Pearson, όπου διατυπώνεται η αρχική υπόθεση (Η0) -αυτό που 

πραγµατικά πιστεύει ο ερευνητής ή θέλει να αποδείξει- και η εναλλακτική υπόθεση 

(Η1). Υπολογίζεται το παρατηρούµενο επίπεδο σηµαντικότητα (p-value) και 

συγκρίνεται µε το επίπεδο στατιστικής σηµαντικότητας που έχουµε ορίσει, (Carlin 

και Louis 1998).  

Ο έλεγχος υποθέσεων στην κλασική στατιστική, παρουσιάζει κάποια 

µειονεκτήµατα (Carlin και Louis, 1998 και Douglas Johnson, 1999). Εφαρµόζεται 

µόνο στην περίπτωση που συγκρίνεται ένα µοντέλο µε ένα υπο-µοντέλο του, γεγονός 

που περιορίζει τον ερευνητή. Επίσης, δε µπορούµε ποτέ να αποδείξουµε την αρχική 

υπόθεση. Αυτό, γιατί στην περίπτωση των µικρών τιµών της παρατηρούµενης 

σηµαντικότητας έχουµε ένδειξη ότι δεν ισχύει η αρχική υπόθεση (την απορρίπτουµε), 

ενώ στην περίπτωση των µεγάλων τιµών δεν απορρίπτουµε την αρχική υπόθεση, 

αλλά δε µπορούµε να πούµε και ότι ισχύει.  

Η παρατηρούµενη σηµαντικότητα δεν εξαρτάται µόνο από τα δεδοµένα της 

έρευνας αλλά και από τον σχεδιασµό της, κυρίως το µέγεθος του δείγµατος. Όσο 

µεγαλύτερο είναι το µέγεθος του δείγµατος, τόσο µικρότερη είναι η τιµή της 

παρατηρούµενης σηµαντικότητας, καταδεικνύοντας ένδειξη υπέρ της εναλλακτικής 

υπόθεσης, χωρίς να ισχύει στην πραγµατικότητα, δηµιουργώντας αληθοφανή 

αποτελέσµατα. 

Τέλος, ενώ τα συµπεράσµατα µας βασίζονται στο παρατηρούµενο επίπεδο 

σηµαντικότητας, αυτό δεν έχει στατιστική ερµηνεία. ∆ιάφορες ερµηνείες του έχουν 

αποδοθεί από ερευνητές και συγγράµµατα, όπως ότι είναι η πιθανότητα τα ευρήµατα 

να είναι τυχαία, ή η πιθανότητα να είναι σωστή η αρχική υπόθεση. Ακόµη, η τιµή 1-
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p_value έχει θεωρηθεί ως η πιθανότητα να πάρουµε τα ίδια αποτελέσµατα αν η 

έρευνα επαναληφθεί. Οι ερµηνείες αυτές είναι λανθασµένες, δηµιουργώντας σύγχυση 

και άγνοια στους µη εξοικειωµένους αναγνώστες, (Carlin και Louis 1998, σελ. 45-

46). 

Η προσέγγιση των ελέγχων υποθέσεων στην Μπεϋζιανή στατιστική, σύµφωνα 

µε τον Jeffreys (1961), είναι πιο απλή και αποφεύγονται τα µειονεκτήµατα της 

κλασικής στατιστικής. Η ποσότητα εκείνη που υπολογίζεται και χρησιµοποιείται για 

τη σύγκριση µοντέλων είναι ο παράγοντας Bayes (Bayes factor), που είναι ο λόγος 

των εκ των υστέρων συµπληρωµατικών πιθανοτήτων προς τις εκ των προτέρων 

συµπληρωµατικές πιθανότητες. Ας δούµε πως υπολογίζεται.    

Έστω m1 , m2 τα µοντέλα που θα συγκρίνουµε για τα δεδοµένα y , όπου m1 το 

µοντέλο τη αρχικής υπόθεσης µε παραµέτρους το διάνυσµα 1θ  και m2 το µοντέλο της 

εναλλακτικής υπόθεσης µε παραµέτρους το διάνυσµα 2θ . Επιλέγουµε τις κατανοµές 

που επεξηγούν τις εκ των προτέρων πληροφορίες για τις παραµέτρους, ( ) , 1, 2i if i =θ .  

Εφαρµόζοντας το θεώρηµα του Bayes υπολογίζονται οι εκ των υστέρων 

πιθανότητες ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 1

1 2

1

|
|

|i i
i

f m f m
f m

f m f m
=

=

∑

y
y

y
 και ( ) ( )2 1| 1 |f m f m= −y y  για τα δύο 

µοντέλα. Συνοψίζοντας τα αποτελέσµατα, υπολογίζεται ο λόγος των εκ των υστέρων 

συµπληρωµατικών πιθανοτήτων των δύο µοντέλων (posterior odds), PO= ( )
( )

1

2

|
|

f m
f m

y
y

 

καθώς και ο παράγοντας Bayes του µοντέλου 1m  έναντι του 2m . 

BF   = ( ) ( )
( ) ( )
1 2

1 2

| / |
/

f m f m
f m f m

y y
  

       = 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 2 2
2 2

1 1

1 2

| |

| |

/

i i i i
i i

f m f m f m f m

f m f m f m f m

f m f m
= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑

y y

y y
 

       = ( )
( )

1

2

|
|

f m
f m

y
y

 (2.1) 

όπου ( )| if my  είναι η περιθωριακή κατανοµή του y  για κάθε µοντέλο και 

υπολογίζεται ολοκληρώνοντας ως προς τις παραµέτρους κάθε µοντέλου. 



 
 

19

 ( ) ( ) ( )| | , , 1, 2i i i i i if m f m f d i= =∫y y θ θ θ  (2.2) 

Η τιµή του παράγοντα Bayes καθορίζει αν θα απορρίψουµε την αρχική 

υπόθεση. Μεγάλες τιµές του παράγοντα Bayes (µεγαλύτερες της µονάδας), 

καταδεικνύουν ένδειξη υπέρ του µοντέλου της αρχικής υπόθεσης. Σηµειώνουµε, ότι 

εδώ παρουσιάσαµε τον παράγοντα Bayes του µοντέλου 1m  έναντι του 2m , ισοδύναµα 

θα µπορούσαµε να υπολογίσουµε τον παράγοντα Bayes του µοντέλου 2m  έναντι του 

1m  µε τα αντίστοιχα συµπεράσµατα. Οι Kass και Raftery (1995), έδωσαν την πιθανή 

ερµηνεία του παράγοντα Bayes για τη σύγκριση των µοντέλων, πίνακας 2.1 (Kass και 

Raftery, 1995). 

 

2log(BF10) BF10 
Ένδειξη έναντι του µοντέλου 

της αρχικής υπόθεσης 
0 έως 2 1 έως 3 ∆εν είναι άξια αναφοράς 
2 έως 6 3 έως 20 Θετική 
6 έως 10 20 έως 150 Ισχυρή 

> 10 >150 Κατηγορηµατική 
Πίνακας 2.1: Ερµηνεία του παράγοντα Bayes σύµφωνα µε τους Kass και Raftery 

 όπου Bf10: ο παράγοντας Bayes του µοντέλου m2 έναντι του m1 και lof(BF10): ο φυσικός του λογάριθµος. 
 

 

 

 

2.2 Επιλογή µοντέλου 

Η επιλογή του κατάλληλου µοντέλου, αυτό που κάνει όσο το δυνατό 

καλύτερη εφαρµογή στα δεδοµένα, είναι σηµαντικό κεφάλαιο της στατιστικής. 

Μεγάλο µέρος της βιβλιογραφίας και των επιστηµονικών δηµοσιεύσεων αναφέρεται 

στις µεθόδους της επιλογής µοντέλου. Στο κεφάλαιο αυτό θα γίνει µια περιληπτική 

αναφορά στο θέµα, βασισµένη στην εκτενή προσέγγιση του θέµατος από τους 

Bernado και Smith (1994), George και McCulloch (1996), Raftery (1996), Carlin και 

Louis (1998), Ntzoufras (1999) και Lopes (2002). 
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2.2.1  Σύγκριση µοντέλων 

Κριτήρια Επιλογής Μοντέλων 

Κατά κύριο λόγο, η Μπεϋζιανή βιβλιογραφία για τη σύγκριση µοντέλων 

απαιτεί τον υπολογισµό των εκ των υστέρων πιθανοτήτων και των εκ των υστέρων 

συµπληρωµατικών πιθανοτήτων ή τον παράγοντα Bayes. Επιλέγεται το µοντέλο που 

έχει τη µεγαλύτερη εκ των υστέρων πιθανότητα ως το κατάλληλο µοντέλο, δηλαδή 

αυτό που εφαρµόζει καλύτερα στα δεδοµένα. Το πρώτο πρόβληµα στη σύγκριση 

µοντέλων, βρίσκει εφαρµογή στην περίπτωση της µη επαρκούς πληροφορίας για την 

εκ των προτέρων κατανοµή των παραµέτρων. Τότε, ο παράγοντας Bayes που 

υπολογίζεται δεν έχει καλή ερµηνεία και δηµιουργείται η ανάγκη να βρεθούν 

εναλλακτικοί τρόποι που να υπολογίζουν προσεγγιστικά τον παράγοντα Bayes χωρίς 

τη χρήση των εκ των προτέρων κατανοµών. Τέτοια κριτήρια είναι τα BIC (Bayesian 

Information Criterion ή Shwartz Criterion) και το AIC (Akaike Information 

Criterion),  

Το κριτήριο BIC, παρουσιάστηκε από τον Schwarz (1978), εφαρµόζεται όταν 

το µέγεθος του δείγµατος n είναι πολύ µεγάλο και υπολογίζει προσεγγιστικά τον 

παράγοντα Bayes, χωρίς την επιλογή εκ των προτέρων κατανοµών.  

( )
( ) ( )1

2

2 1

sup |
2 log log

sup |
m

m

f
BIC p p n

f
⎡ ⎤

∆ = − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

y θ
y θ

 

όπου BIC∆  είναι η διαφορά της πληροφορίας µεταξύ των δύο µοντέλων. Το πρώτο 

µέρος της σχέσης είναι ο λόγος των πιθανοφανειών των δύο µοντέλων και 2 1p p−  

είναι η διαφορά των παραµέτρων των µοντέλων, m2 συµβολίζουµε το µεγαλύτερο 

µοντέλο και m1 το µικρότερο. Προσεγγιστικά υπολογίζεται ο παράγοντας Bayes  

1exp
2

Bf BIC⎛ ⎞= − ∆⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Το κριτήριο AIC, του Akaike (1973) εφαρµόζεται όταν το µέγεθος του 

δείγµατος και ο αριθµός των παραµέτρων είναι πολύ µεγάλα. 

( )
( ) ( )1

2

2 1

sup |
2 log 2

sup |
m

m

f
AIC p p

f
⎡ ⎤

∆ = − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

y θ
y θ

 

Ο υπολογισµός του παράγοντας Bayes, 1exp
2

ABIC⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

, προϋποθέτει η 

πληροφορία της εκ των προτέρων κατανοµής να αυξάνει µε τον ίδιο ρυθµό µε την 
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πιθανοφάνεια, σχεδόν να αδύνατο να ισχύει. Ακόµη, αυτό το κριτήριο τείνει να 

υποστηρίζει τα µεγάλα µοντέλα, Carlin και Louis (1998 σελ. 48-50). 

 

Monte Carlo εκτίµηση του Παράγοντα Bayes 

Τα ολοκληρώµατα που πρέπει να επιλυθούν για τον υπολογισµό των εκ των 

υστέρων πιθανοτήτων και εκ των υστέρων συµπληρωµατικών πιθανοτήτων, πολλές 

φορές παρουσιάζουν µεγάλη δυσκολία. Πιθανόν να µην είναι δυνατή η χρήση 

συζυγών εκ των προτέρων κατανοµών, οπότε στις περιπτώσεις αυτές 

χρησιµοποιούνται ασυµπτωτικές προσεγγίσεις για τον υπολογισµό των εκ των 

υστέρων πιθανοτήτων, όπως η µέθοδος Laplace, (βλέπε Kass και Raftery, 1995). Τα 

τελευταία χρόνια, χρησιµοποιούνται τεχνικές βασισµένες σε µεθόδους Markov Chain 

Monte Carlo (MCMC). Με τις µεθόδους MCMC προσοµοιώνονται παρατηρήσεις 

από την εκ των υστέρων κατανοµή. Για κάθε παρατήρηση κατασκευάζεται µια 

αλυσίδα Markov. Η ιδιότητες των τιµών της Μαρκοβιανής αλυσίδας δίνει τη 

δυνατότητα στην επόµενη τιµή κάθε παρατήρησης να εξαρτάται από την παρούσα 

τιµή, όχι όµως από την προηγούµενη. Το πλεονέκτηµα αυτής της µεθόδου, είναι ότι 

όταν ο αλγόριθµος της προσοµοίωσης επαναλαµβάνεται πολλές φορές, η προσέγγιση 

της εκ των υστέρων κατανοµής βελτιώνεται σε κάθε βήµα. Έτσι, δίνεται η ικανότητα 

στους Μπεϋζιανούς να εκτιµούν µε ακρίβεια τις εκ των υστέρων κατανοµές. Οι πιο 

δηµοφιλείς µέθοδοι MCMC, είναι ο αλγόριθµος Metropolis-Hastings, και ο Gibbs 

sampler. Περισσότερες λεπτοµέρειες από τους George και McCulloch (1993, 1996), 

Bernado και Smith (1994), Green (1995), Gelman et al (1998), Ntzoufras (1999), 

Lopes (2002) 

  Επιπλέον, οι µέθοδοι Monte Carlo χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό του 

παράγοντα Bayes όταν το ολοκλήρωµα της σχέσης 2.2 είναι δύσκολο να υπολογιστεί. 

Έστω ένα δείγµα ( ){ }, 1,...,j
i j t=θ  µεγέθους t της εκ των προτέρων κατανοµής 

( )|i if mθ , όπου iθ  είναι το διάνυσµα των παραµέτρων για το µοντέλο i και 

{ },im i I∈  είναι το σύνολο των µοντέλων. Μία τέτοια µέθοδος που εκτιµά την 

περιθώρια κατανοµή του y για κάθε µοντέλο δίνεται από τη σχέση 

( ) ( )( )
1

1ˆ | |
t

j
i i

j
f m f

t =

= ∑y y θ  
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που είναι η στάθµιση της πιθανοφάνειας για κάθε τιµή του δείγµατος. Η παραπάνω 

εκτίµηση δεν είναι καλή, όταν η πιθανοφάνεια έχει πολύ µικρότερη διασπορά από την 

εκ των προτέρων κατανοµή. Καλύτερες εκτιµήσεις δίνει η µέθοδος Monte Carlo που 

βασίζεται στην προσοµοίωση ενός δείγµατος ( ){ }, 1,..., 'j
i j t=θ  από µια αυθαίρετη 

κατανοµή ( )|i ig mθ  

( )
( )( )

1

1

| ,
ˆ |

t
k

k i i
k

i t

k
k

w f m
f m

w

=

=

=
∑

∑

y θ
y  

όπου 
( )
( )

|

|

k
i i

k k
i i

f m
w

g m
=

θ

θ
. Εναλλακτικά θα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε στη θέση 

της αυθαίρετης συνάρτησης g, την εκ των υστέρων κατανοµή. Λεπτοµέρειες για τις 

µεθόδους Monte Carlo από τους Kass και Raftery (1995) και Ntzoufras (1999). 

 

Επιλογή µε Θεώρηµα Απόρριψης 

Έως εδώ είδαµε τη σύγκριση των µοντέλων ως ένα τρόπο να επιλέξουµε µέσα 

από ένα σύνολο υποψήφιων µοντέλων, αυτό που κάνει καλύτερη εφαρµογή στα 

δεδοµένα. Με τον τρόπο αυτό, επιλέγοντας µόνο ένα µοντέλο αγνοείται η 

αβεβαιότητα (uncertainty) του µοντέλου µε αποτέλεσµα να υποεκτιµάται η 

αβεβαιότητα για τις παραµέτρους ενδιαφέροντος. Θα ήταν ίσως προτιµότερο η 

επιλογή του µοντέλου να γινόταν µε τέτοιο τρόπο, ώστε να µπορούσαµε να 

υπολογίζαµε τη χρησιµότητα (ή εναλλακτικά την απώλεια) που έχουµε όταν 

επιλέγουµε ένα µοντέλο έναντι κάποιου άλλου. Ας δούµε τη θεωρία αποφάσεων 

(decision theory) στη Μπεϋζιανή στατιστική . 

Έστω ότι θέλουµε να επιλέξουµε ή να συγκρίνουµε µοντέλα µέσα από ένα 

σύνολο { },iM m i I= ∈ . Τότε η συνάρτηση χρησιµότητας είναι ( ),iu m w , όπου w 

είναι το άγνωστο που θέλουµε να εκτιµήσουµε, στη συγκεκριµένη περίπτωση το 

µοντέλο που θα επιλέξουµε. ∆ηλαδή η συνάρτηση χρησιµότητας ( ),Tu m m  εκφράζει 

την ωφέλεια όταν το σωστό µοντέλο είναι το Tm  και εµείς επιλέγουµε το m . Σκοπός 

µας είναι να επιλέξουµε το µοντέλο που µεγιστοποιεί την αναµενόµενη συνάρτηση 

απώλειας, δηλαδή  



 
 

23

( ) ( ) ( )| , |i iu m y u m w p w y dw= ∫ ,      i I∈  

Οι πιο συνηθισµένες συναρτήσεις απώλειας που χρησιµοποιούνται για την 

επιλογή µοντέλου, είναι οι παρακάτω 

o ( ), 1u m m =  και ( ), ' 0u m m = , για κάθε 'm m≠ , m M∈  

o ( ),k l klu m m u= − , όπου klu−  είναι σταθερή θετική τιµή. 

o Kullback-Leibler ασυµφωνία των εκ των υστέρων κατανοµών των υποψήφιων 

µοντέλων. ∆ηλαδή η απόσταση των δύο κατανοµών. 

( ), log fK f g fd
g

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ y  

Αναλυτική προσέγγιση του θέµατος από τους Bernado και Smith (1994), 

Ntzoufras (1999).  

 

 

 

2.2.2  Μπεϋζιανή Στάθµιση µοντέλων 

Στην προηγούµενη παράγραφο, περιγράψαµε την επιλογή του καλύτερου 

µοντέλου συγκρίνοντας τα υποψήφια µοντέλα. Υπάρχουν περιπτώσεις όπου µπορεί 

να υπάρχει ένα εναλλακτικό µοντέλο, το οποίο να κάνει εξίσου καλή εφαρµογή στα 

δεδοµένα αλλά να µην υπάρχει ισχυρή ένδειξη για ένα εκ των δύο µοντέλων. Τότε, 

προτιµάται η µέθοδος της στάθµισης των µοντέλων (Bayesian Model Averaging, 

BMA). 

Έστω ∆ η παράµετρος ενδιαφέροντος, τότε η εκ των υστέρων κατανοµή θα 

είναι 

 ( ) ( ) ( )| | , |i i
i I

f f m f m
∈

∆ = ∆∑y y y  (2.3) 

όπου ,im i I∈  είναι τα υποψήφια µοντέλα, ( )| ,if m∆ y  είναι η εκ των υστέρων 

κατανοµή της ∆ για κάθε µοντέλο im  και ( )|if m y  η εκ των υστέρων πιθανότητα 

του µοντέλου. Περισσότερες λεπτοµέρειες από τους Kass και Raftery (1995), Carlin 

και Louis (1998), Hoeting και Raftery, (1999), Ntzoufras, (1999). 

Η στάθµιση των µοντέλων παρουσίασε κάποιες δυσκολίες κατά την εφαρµογή 

του, όπως ότι ο αριθµός των συγκρινόµενων µοντέλων κάποιες φορές είναι πολύ 

µεγάλος δηµιουργώντας πρόβληµα στους υπολογισµούς. Μια λύση στο πρόβληµα 
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αυτό δόθηκε από τους Madigan και Raftery (1994) µε τη µέθοδο Occam’s Window 

(βλ. Ntzoufras,1999), όπου υπολογίζεται ο µέσος όρος των πιο φειδωλών µόνο 

µοντέλων (όσο το δυνατό λιγότερες παραµέτρους) που υποστηρίζονται από τα 

δεδοµένα. Αυτό επιτυγχάνεται µε µια διπλή διαδικασία, αρχικά απορρίπτονται τα 

µοντέλα που είναι πιο µακριά (ως προς τις εκτιµήσεις) από το καλύτερο µοντέλο 

(σύνολο Α’). 

( ){ }
( )

*max |
' :

|
l

i
i

f m
A m

f m
κ

⎧ ⎫⎪ ⎪= ≤⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

y
y

 

Στη συνέχεια αποκλείονται τα µοντέλα mi για τα οποία υπάρχουν πιο απλά, 

εγγεγραµµένα σε αυτά µοντέλα, που έχουν µεγαλύτερη εκ των υστέρων πιθανότητα 

(σύνολο Β). 

( )
( )

|
: ', , 1

|
l

i l l i
i

f m
B m m A m m

f m
⎧ ⎫⎪ ⎪= ∃ ∈ ⊂ >⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

y
y

 

Τελικά υπολογίζουµε το µέσο όρο των µοντέλων που ανήκουν στο '\A A B=  και η 

σχέση 2.3 γίνεται: 

 ( ) ( ) ( )| | , |
i

i i
m A

f f m f m
∈

∆ = ∆∑y y y  (2.4) 

Εναλλακτικός τρόπος για την αντιµετώπιση του παραπάνω εµποδίου για τη 

στάθµιση των µοντέλων είναι των αλγόριθµων MC3 που βασίζονται σε µεθόδους 

MCMC, βλέπε Kass και Raftery (1995), Hoeting και Raftery (1999), Ntzoufras 

(1999). 

Άλλα προβλήµατα που παρουσιάζονται κατά την υλοποίηση της στάθµισης 

των µοντέλων, είναι οι υπολογιστικές δυσκολίες λόγω των ολοκληρωµάτων που 

περιέχονται στους αλγόριθµους. Κάποιες από αυτές έχουν ξεπεραστεί µε τη χρήση 

µεθόδων MCMC. Επίσης χρειάζεται µεγάλη προσοχή κατά την επιλογή των εκ των 

προτέρων κατανοµών για κάθε υποψήφιο µοντέλο. Τέλος, αφού ξεπεραστούν οι 

δυσκολίες η επιλογή του κατάλληλου υποσυνόλου µοντέλων στο οποίο θα γίνει η 

στάθµιση είναι πολύ βασικό σηµείο. Περισσότερες πληροφορίες από τους Hoeting 

και Raftery (1999). 
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2.2.3  Το παράδοξο του Lindley 

Θεωρούµε ένα τυχαίο δείγµα κανονικής κατανοµής 2~ ( , )iy N θ σ , µε γνωστή 

διασπορά 2σ  και θέλουµε να ελέγξουµε την 0 0:H θ θ=  έναντι της 0:AH θ θ≠ . 

Επιλέγουµε την οµοιόµορφη για την εκ των προτέρων κατανοµή της παραµέτρου, 

εντός ενός διαστήµατος που περιέχει την 0θ , µε εκ των προτέρων πιθανότητα του 

µοντέλου της µηδενικής υπόθεσης, ( )0f H p=  και αντίστοιχη πιθανότητα για την 

εναλλακτική υπόθεση ( )1 1f H p= − . Ο λόγος των εκ των υστέρων 

συµπληρωµατικών πιθανοτήτων θα είναι: 

( )
( )

1

2

|
|

f m
PO

f m
=

y
y

= ( ) ( )
( ) ( )

1 1

2 2

|
|

f m f m
f m f m

y
y

= ( ){ }2
02exp

1 22
p n n y

p
θ

σπσ
− −

−
 

Ο Lindley (1957), παρατήρησε ότι όταν το µέγεθος του δείγµατος n 

αυξάνεται, επίσης αυξάνεται και ο λόγος των εκ των υστέρων συµπληρωµατικών 

πιθανοτήτων. Γεγονός που οδηγεί σε παράδοξο αφού για µεγάλα δείγµατα αυξάνεται 

και η εκ των υστέρων πιθανότητα του µοντέλου της αρχικής υπόθεσης. Ο Bartlett 

(1957) παρατήρησε ότι το παράδοξο του Lindley σχετίζεται και µε τη διασπορά της 

εκ των προτέρων κατανοµής, συγκεκριµένα όσο µεγαλύτερη είναι η διασπορά της, 

τόσο αυξάνεται και ο παράγοντας Bayes. Με άλλα λόγια επιλέγοντας εκ των 

προτέρων κατανοµές µε µεγάλη διασπορά καταλήγουµε σε ένδειξη υπέρ του 

µοντέλου της αρχικής υπόθεσης. Υπενθυµίζουµε ότι επιλέγουµε µεγάλες διασπορές 

στις εκ των προτέρων κατανοµές, όταν θέλουµε να δείξουµε τη µη επαρκή γνώση για 

την παράµετρο. Για το λόγο αυτό, είναι προτιµότερο να αποφεύγονται οι χρήσεις µη 

γνήσιων εκ των προτέρων κατανοµών. Το παράδοξο του Lindley οδήγησε σε µια 

σειρά δηµοσιεύσεων που παρουσίαζαν διάφορες παραλλαγές του παράγοντα Bayes, 

µε στόχο τη λύση αυτό του προβλήµατος, βλέπε Carlin και Louis (1998), Ntzoufras 

(1999). 

 
 
2.2.4 Παραλλαγές του παράγοντα Bayes 

Η χρήση των µη πληροφοριακών εκ των προτέρων κατανοµών οδήγησε στην 

κατασκευή παραλλαγών του παράγοντα Bayes όπως ο εκ των υστέρων (Posterior 

BF), ο κλασµατικός (Fractional BF) και ο ενδογενής παράγοντας Bayes (Intrinsic BF) 
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(Ντζούφρας, 1999). Οι δύο πρώτοι δεν έγιναν ιδιαίτερα αποδεκτοί, ενώ επικράτησε 

κυρίως ο τελευταίος. 

Ο εκ των υστέρων παράγοντας Bayes (Aitkin, 1991), υπολογίζεται µέσω της 

εκ των υστέρων κατανοµής και όχι της εκ των προτέρων, δηλαδή 

 
( ) ( )
( ) ( )

1 0 1 0 1

2 1 1 2

| , | ,

| , | ,

f m f m d
PBF

f m f m d
= ∫
∫

y θ θ y θ

y θ θ y θ
 (2.5) 

Συνεπώς είναι δυνατή η χρήση µη γνήσιων εκ των προτέρων κατανοµών µε τη 

µέθοδο αυτή. Το κύριο µειονέκτηµα του είναι το γεγονός ότι η πληροφορία των 

δεδοµένων χρησιµοποιείται δύο φορές. 

Ο κλασµατικός παράγοντας Bayes, ήταν πρόταση του O’Hagan (1995) 

συνιστά τη χρήση ενός µέρους της πιθανοφάνειας για εκτίµηση και το υπόλοιπο για 

την επιλογή µοντέλου. ∆ηλαδή, 

 ( ) ( )
( )

1

2

, |
, |b

f b m
FBF

f b m
=

y
y

y
 και ( )

( ) ( )
( ) ( )

| ,
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| ,
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i i i i i

f m f d
f b m

f m f d
= ∫
∫

y θ θ θ
y

y θ θ θ
, (2.6) 

όπου b=n1/n, το n1 είναι θεωρείται το ελάχιστο δυνατό δείγµα που οδηγεί σε 

κατάλληλη εκ των υστέρων κατανοµή, οπότε το b είναι µικρό και θετικό. Είναι ένας 

καλός τρόπος υπολογισµού του παράγοντα Bayes, όµως δε θεωρήθηκε ως καθαρά 

Μπεϋζιανή προσέγγιση (Ντζούφρας, 1999). 

Οι Berger και Pericchi, (1996) πρότειναν τον ενδογενή παράγοντα Bayes. Τα 

δεδοµένα διαιρούνται σε δύο µέρη, υπολογίζονται οι εκ των υστέρων κατανοµές για 

το πρώτο µέρος και αυτές χρησιµοποιούνται ως εκ των προτέρων πληροφορίες για το 

δεύτερο µέρος. Η διαίρεση γίνεται µε τέτοιο τρόπο ώστε το πρώτο µέρος να είναι το 

ελάχιστο δυνατό και να καταλήγει σε κατάλληλη εκ των υστέρων κατανοµή. 

 ( ) ( )
( )

2 1 1
2 1

2 1 2

| ,
|

| ,
f m

IBF
f m

=
y y

y y
y y

 (2.7) 

Το µειονέκτηµα είναι ότι µπορούµε να παράγουµε πολλούς τέτοιους παράγοντες από 

ένα δείγµα και για το λόγο αυτό οι συγγραφείς πρότειναν τη χρήση του µέσου ή του 

διάµεσου όλων των ενδογενών παραγόντων Bayes που υπολογίζονται από ένα 

δείγµα. Σε αυτή την περίπτωση µειονέκτηµα είναι η δυσκολία υπολογισµού καθώς 

επίσης και ότι τα δύο αποτελέσµατα µπορεί να µην συµπίπτουν. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3                                                                                       

Έλεγχοι Υποθέσεων ενός Πληθυσµού 

 
 
 
3.1 Έλεγχος υποθέσεων για το µέσο ενός πληθυσµού 

 
3.1.1 Πληθυσµός κανονικής κατανοµής µε σ2 γνωστό 

Θεωρούµε τυχαίο δείγµα κανονικής κατανοµής 2~ ( , )iy N µ σ , πλήθους n και 

γνωστής διασποράς 2σ . Καλούµαστε να ελέγξουµε την ισότητα της µέσης τιµής του 

δείγµατος µε µια συγκεκριµένη τιµή 0µ : 

 0 0:H µ µ=  έναντι της 1 0:H µ µ≠ . (3.1) 

Τα αντίστοιχα µοντέλα που αντιπροσωπεύουν τις παραπάνω υποθέσεις είναι:  

 ( )2
0 0: ~ ,im y N µ σ    και    ( )2

1 : ~ ,im y N µ σ  (3.2) 

Στο µοντέλο 0m , δεν υπάρχει άγνωστη παράµετρος προς εκτίµηση και η 

συνάρτηση πιθανοφάνειας δίνεται από τον τύπο: 

 ( )0 0 0
1

( | , ) |
n

i
i

f m f yµ µ
=

=∏y
( )

( )2
0

2
1 exp

22
i

n

y µ
σπσ

⎛ ⎞−
⎜ ⎟= ⋅ −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  (3.3) 

Στο µοντέλο 1m , η παράµετρος προς εκτίµηση είναι το µ, θα εκφράσουµε την 

εκ των προτέρων πληροφορία της παραµέτρου, όπως υπολογίστηκε στο κεφάλαιο 1 

(παρ. 1.3.3), µε την κανονική κατανοµή µέσης τιµής m
%

 και διασποράς 2C
n
σ . 

Επιλέξαµε την εκ των προτέρων διασπορά έτσι ώστε να είναι ανάλογη της διασποράς 

του δείγµατος και της σταθεράς C (είναι ο βαθµός που πιστεύουµε ή εµπιστευόµαστε 

τα πλασµατικά δεδοµένα) και αντιστρόφως ανάλογη του µεγέθους του δείγµατος. 

∆ηλαδή, 2~ , CN m
n

µ σ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠%

 ενώ η πιθανοφάνεια του µοντέλου δίνεται από τον τύπο: 
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⎜ ⎟
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∑y  (3.4) 

Εφαρµόζοντας το θεώρηµα του Bayes, ( | ) ( | ) ( )f f fµ µ µ∝y y  υπολογίζεται 

η εκ των υστέρων κατανοµή για την παράµετρο 
( )

2

| ~ ,
1 1

m yC CN
C n C

σµ
⎛ ⎞+
⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

y %  ή 

εναλλακτικά παρουσιάζεται ως σταθµισµένος µέσος του δειγµατικού και του εκ των 

προτέρων µέσου, δηλαδή 
21| ~ ,

1 1 1
C CN m y

C C C n
σµ

⎛ ⎞
+⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

y
%

 

 ή ( )
2

| ~ 1 ,N w m w y w
n
σµ

⎛ ⎞
− + ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
y

%
, µε βάρος 

1
Cw

C
=

+
. Ένα 100(1-q)% διάστηµα 

αξιοπιστίας (credibility interval) της παραµέτρου µ είναι το 

( )
2

21 1q
m yC Cz

C C n
σ+

±
+ +

% .  

 

Παράγοντας Bayes: 
 

Εφαρµόζοντας τον τύπο (2.2) υπολογίζεται ο παράγοντας Bayes για τη 

σύγκριση του µοντέλου m0 έναντι του m1: 

 

( )
( )

0

1

|
|

f m
f m

y
y

 = 
( ) ( ) ( )2 2 2

0
2exp 1

2 1
i iy y y y mn C
n n C
µ
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⎧ ⎫⎡ ⎤− − −⎪ ⎪⎢ ⎥− − − +⎨ ⎬+⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∑ ∑
%  (3.5) 

Ο παράγοντας Bayes εξαρτάται από 

• τη µέση τετραγωνική απόσταση των δεδοµένων από το µέσο της µηδενικής 

υπόθεσης 

• τη µέση τετραγωνική απόσταση των δεδοµένων από τον δειγµατικό µέσο και 

• την τετραγωνική απόσταση της εκτίµησης µέγιστης πιθανοφάνειας από τον εκ 

των προτέρων µέσο. 

Επιπλέον, παρατηρούµε ότι η τιµή του παράγοντα Bayes εξαρτάται από το µέγεθος 

του δείγµατος που έχουµε επιλέξει για την ανάλυση µας, καθώς και από την τιµή της 

σταθεράς C, δηλαδή τη διασπορά που επιλέξαµε για την εκ των προτέρων κατανοµή. 

Στην περίπτωση που το µέγεθος του δείγµατος είναι πολύ µεγάλο ( n →∞ ), τότε ο 
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αντίστοιχος παράγοντας Bayes παίρνει πολύ µεγάλες τιµές και τείνει ασυµπτωτικά 

στο άπειρο. ∆ηλαδή όσο µεγαλύτερο δείγµα επιλέγουµε για την ανάλυση µας, τόσο  

αυξάνεται η εκ των υστέρων πιθανότητα του µοντέλου της µηδενικής υπόθεσης. 

Γεγονός που οδηγεί σε διαφωνία της Μπευζιανης και των τεστ σηµαντικότητας αφού 

υποστηρίζουν διαφορετικές υποθέσεις για µεγάλα δείγµατα (Lindley’s paradox, 

1957). 

Στην περίπτωση που θεωρήσουµε µεγάλη τιµή για το C, δηλαδή 

εµπιστευόµαστε πολύ λίγο τα πλασµατικά δεδοµένα, επιτυγχάνουµε µεγάλη εκ των 

προτέρων διασπορά. Τότε υπολογίζεται τιµή του παράγοντα Bayes πολύ µεγάλη, 

τείνει δηλαδή υποστηρίζει το µοντέλο της µηδενικής υπόθεση, (καθώς 

C BF→∞⇒ →∞ ). Η παρατήρηση αυτή έγινε από τον Shafer το 1982 σχετικά µε 

το παράδοξο του Lindley όπου ανέφερε ότι όταν η εκ των προτέρων διασπορά είναι 

πολύ µεγαλύτερη της διασποράς του δείγµατος η Μπεϋζιανή ανάλυση οδηγεί σε 

ένδειξη υπέρ της µηδενικής υπόθεσης σε αντίθεση µε τα τεστ σηµαντικότητας που 

δείχνουν ένδειξη έναντι σε αυτή (Shafer, 1982).  

Ατνίθετα, όταν η τιµή του C γίνει πολύ µικρή ( 0C → ), δηλαδή λαµβάνουµε 

υπόψη µεγάλη πληροφορία από τα πλασµατικά δεδοµένα και αντίστοιχα µικρή εκ 

των προτέρων διασπορά, τότε ο παράγοντας Bayes παίρνει την τιµή  

BF = ( ) ( )2 2
02exp

2
n y y mµ
σ

⎧ ⎫⎡ ⎤− − − −⎨ ⎬⎣ ⎦⎩ ⎭%
. 

Εποµένως, στην περίπτωση αυτή ο παράγοντας Bayes εξαρτάται από την 

τετραγωνική απόσταση της εκτίµησης µέγιστης πιθανοφάνειας από το µέσο της 

µηδενική υπόθεσης και τον εκ των προτέρων µέσο. Όπως θα δούµε στα επόµενα 

παραδείγµατα την τιµή του εκ των προτέρων µέσου την αντικαθιστούµε µε την τιµή 

της µηδενικής υπόθεσης αφού αυτή θεωρούµε ως λογική τιµή, οπότε σε αυτή την 

περίπτωση ο παράγοντας Bayes παίρνει τιµές πολύ κοντά στη µονάδα. ∆ηλαδή, όταν 

η εκ των προτέρων διασπορά είναι πολύ µικρή (τείνει στο µηδέν) τότε η ένδειξη που 

θα πάρουµε προς οποιοδήποτε µοντέλο δε θα είναι άξια αναφοράς. 
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Παράδειγµα 3.1: Προσοµοιωµένα δεδοµένα (1)  

Προσοµοιώνουµε 1000 παρατηρήσεις ( )iy  που προέρχονται από κανονική 

κατανοµή µε µέση τιµή 15 και τυπική απόκλιση 4. Στο διάγραµµα 3.1 παρουσιάζεται 

το ιστόγραµµα των παρατηρήσεων, θα ελέγξουµε αν η µέση τιµή του δείγµατος 

διαφέρει σηµαντικά από την τιµή 15.  

H0 : 15µ =   έναντι της HΑ : 15µ ≠  

Συγκρίνουµε τα µοντέλα ( )0 : ~ 15,16im y N  και ( )1 : ~ ,16im y N µ . Για την 

άγνωστη παράµετρο µ επιλέγουµε την εκ των προτέρων κατανοµή 2~ , CN m
n

µ σ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠%

. 

Θεωρούµε ότι m
%

 = 15 διότι αν πιστεύουµε ότι η υπόθεση Η0 : µ=15 αξίζει να 

ελεγχθεί, τότε έχουµε ισχυρές πεποιθήσεις ότι αυτή είναι η πραγµατική του τιµή και 

C=1000 (ίσο µε το µέγεθος του δείγµατος) ως αρκετά µεγάλη τιµή ώστε να 

εξασφαλίσουµε µικρή πληροφορία από τα πλασµατικά δεδοµένα ή αντίστοιχα µεγάλη 

εκ των προτέρων διασπορά της παραµέτρου µ, συνεπώς ( )~ 15,16Nµ . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
∆ιάγραµµα 3.1: Ιστόγραµµα των παρατηρήσεων yi για το παράδειγµα 3.1. 

 

Στον πίνακα 3.1 (σελ. 37), παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του παραπάνω 

ελέγχου, όπως υπολογίστηκαν από την εφαρµογή της ρουτίνας bayesnormal.mean1 

στο S-Plus (βλ. παράρτηµα σελ. 149). Ο παράγοντας Bayes είναι BF = ( )
( )

0

1

|
|

f m
f m

y
y

 = 
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23.23 > 1 άρα υπάρχει ισχυρή ένδειξη ότι υποστηρίζεται το µοντέλο της µηδενικής 

υπόθεσης, δηλαδή η µέση τιµή της κατανοµής δε διαφέρει από το 15. Η εκ των 

υστέρων κατανοµή που δίνεται από το θεώρηµα του Bayes είναι 

( )| ~ 15.09,0.016Nµ y . Ένα 95% διάστηµα αξιοπιστίας της παραµέτρου µ είναι το 

[14.85 , 15.35]. Οι κατανοµές πυκνότητας πιθανότητας της εκ των προτέρων και της 

εκ των υστέρων πληροφορίας αντίστοιχα, παρουσιάζονται γραφικά στο διάγραµµα 

3.2. 

Στον παραπάνω έλεγχο, για τη σταθερά C επιλέξαµε µια αρκετά µεγάλη τιµή, 

C=n=1000. Επιπλέον, θα εξετάσουµε την ευαισθησία του παράγοντα Bayes όταν το C 

παίρνει τιµές πολύ µικρότερες ή πολύ µεγαλύτερες από το µέγεθος του δείγµατος ή 

ισοδύναµα όταν επιλέγουµε πολύ µικρή ή πολύ µεγάλη εκ των προτέρων διασπορά. 

Στο διάγραµµα 3.3, παρουσιάζονται οι γραφικές παραστάσεις του παράγοντα Bayes 

και του λογάριθµου του για τιµές του C  από 1 ως 106 (δηλαδή από 1 εώς n2), για τον 

έλεγχο της υπόθεσης Η0: µ0=15. Προφανώς θεωρούµε ότι η εκ των προτέρων 

διασπορά παίρνει τιµές από 
2

n
σ  έως 2nσ . Παρατηρούµε, το εύρος των τιµών του 

παράγοντα Bayes είναι (1.21 , 733.97) και του λογάριθµου (0.19 , 6.59). Όλες οι τιµές 

του παράγοντα Bayes είναι µεγαλύτερες της µονάδας (αντίστοιχα, του λογάριθµου 

µεγαλύτερες του µηδενός) οπότε, υπάρχει ένδειξη υπέρ της µηδενικής υπόθεσης για 

όλες τις τιµές του C που ελέγξαµε. Τα γραφήµατα καθώς και το εύρος τιµών των 

αντίστοιχων ποσοτήτων κατασκευάστηκαν µε την εφαρµογή της ρουτίνας plotbf1 στο 

S-PLUS (βλέπε παράρτηµα σελ. 150) 

Τέλος, εξετάσαµε γραφικά την ευαισθησία του παράγοντα Bayes για διάφορες 

τιµές του µ0. Στο διάγραµµα 3.4, παρουσιάζονται οι γραφικές παραστάσεις του 

λογάριθµου του παράγοντα Bayes και της εκ των υστέρων πιθανότητας του µοντέλου 

m0 για τιµές του µ0  από 12 ως 18 και C=1000. Τα γραφήµατα κατασκευάστηκαν µε 

την εφαρµογή της ρουτίνας plotm01 στο S-PLUS (βλέπε παράρτηµα σελ. 151). 

Σηµειώνουµε ότι για κάθε τιµή µ0 για την οποία ελέγχουµε την ισότητα της µε τη 

µέση τιµή του δείγµατος, θεωρούµε για τον εκ των προτέρων µέσο 0m µ=
%

. Το εύρος 

των τιµών του λογάριθµου είναι (-296.46 , 3.45) και της εκ των  υστέρων  

πιθανότητας  του  m0  (0 , 0.97).  Το διάστηµα  τιµών  του  µ0   [14.77, 15.43] είναι το 

διάστηµα όπου υποστηρίζεται η µηδενική υπόθεση, δηλαδή εκείνο που αντιστοιχεί σε 

θετικές τιµές του λογάριθµου. Το διάστηµα αυτό των τιµών του µ0, θα το ορίσουµε 
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ως διάστηµα µη απόρριψης της µηδενικής υπόθεσης υπό την εκ των προτέρων 

κατανοµή. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 
 

 
 

∆ιάγραµµα 3.2: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της εκ των προτέρων και της εκ των υστέρων 
κατανοµής του µέσου 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 
 

 
 

∆ιάγραµµα 3.3: ∆ιαγράµµατα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του (α) BF και (β) του log-BF σε σχέση µε 
το C ( 1 < C < 106). 

 
 

C

Ba
ye

s 
fa

ct
or

0 2*10^5 4*10^5 6*10^5 8*10^5 10^6

0
20

0
40

0
60

0

(α)(α)
C

 N
at

ur
al

 lo
g 

of
 B

ay
es

 fa
ct

or

0 2*10^5 4*10^5 6*10^5 8*10^5 10^6

0
1

2
3

4
5

6

(β)

µ

D
en

si
ty

5 10 15 20 25

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

3.
0



 33

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 

 
 

∆ιάγραµµα 3.4: ∆ιαγράµµατα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του (α) log-BF και (β) της εκ των υστέρων 
πιθανότητας µοντέλου m0  για διαφορετικές υποθέσεις που αφορούν τον µέσο (12<µ<18). 

 
 
 
 
 
 
Παράδειγµα 3.2: Προσοµοιωµένα δεδοµένα (2)  

Προσοµοιώνουµε 300 τιµές ( )iy  που προέρχονται από κανονική κατανοµή µε 

µέση τιµή 0, τυπική απόκλιση 6. Στο διάγραµµα 3.5 παρουσιάζεται το ιστόγραµµα 

των παρατηρήσεων, θα ελέγξουµε αν η µέση τιµή των παρατηρήσεων του δείγµατος 

διαφέρει σηµαντικά από την τιµή 10.  

H0 : 10µ =   έναντι της H1 : 10µ ≠ . 

Συγκρίνουµε τα µοντέλα ( )0 : ~ 10,36im y N  και ( )1 : ~ ,36im y N µ . Για 

την άγνωστη παράµετρο µ επιλέγουµε για την εκ των προτέρων κατανοµή την 

κανονική µε µέση τιµή m
%

=10 αφού πιστεύουµε ισχυρά ότι αυτή είναι η τιµή της 

µέσης τιµής του δείγµατος και διασπορά 2C
n
σ  όπου C επιλέγουµε την τιµή 300 ως 

αρκετά µεγάλη τιµή, δηλαδή ( )~ 10,36Nµ . 

 

 

mu0

P
os

te
rio

r p
ro

ba
bi

lit
y 

f(m
0|

y)
12 13 14 15 16 17 18

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

(β)
mu0

 N
at

ur
al

 lo
g 

of
 B

ay
es

 fa
ct

or

12 13 14 15 16 17 18

-3
00

-2
50

-2
00

-1
50

-1
00

-5
0

0

(α)



 34

-20 -10 0 10 20

0
20

40
60

80
10

0

y2

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

∆ιάγραµµα 3.5: Ιστόγραµµα των παρατηρήσεων yi του παραδείγµατος 3.2 

 

 

 

Στον πίνακα 3.1 (σελ. 37) παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα των παραπάνω 

ελέγχων, όπως υπολογίστηκαν από τη ρουτίνα bayesnormal.mean1 στο S-Plus (βλ. 

παράρτηµα σελ 149). Ο παράγοντας Bayes είναι BF = ( )
( )

0

1

|
|

f m
f m

y
y

 = 3.57 ⋅10-172 < 1, 

άρα η ένδειξη έναντι της µηδενικής υπόθεσης είναι κατηγορηµατική, δηλαδή 

υποστηρίζεται το εναλλακτικό µοντέλο, η µέση τιµή διαφέρει από την τιµή 10. Η εκ των 

υστέρων κατανοµή που δίνεται από το θεώρηµα  του  Bayes  είναι  

( )| ~ 0.25,0.12Nµ y  µε  95% διάστηµα  αξιοπιστίας  [-0.43 , 0.92]. Στο διάγραµµα 

3.6 εµφανίζονται οι κατανοµές πυκνότητας πιθανότητας της εκ των προτέρων και της 

εκ των υστέρων πληροφορίας, αντίστοιχα. 

Στη συνέχεια, εξετάσαµε την ευαισθησία του παράγοντα Bayes για διάφορες 

τιµές του C. ∆εδοµένου ότι προηγούµενα επιλέξαµε C=n=300, τώρα θα θεωρήσουµε 

ότι η σταθερά C παίρνει τιµές πολύ µικρότερες ή πολύ µεγαλύτερες του n. Στο 

διάγραµµα 3.7 παρουσιάζεται η γραφική παράσταση του λογάριθµου του παράγοντα 

Bayes για τιµές του C από 50 ως 49 10⋅  (δηλαδή από 50 έως n2). Με τον τρόπο αυτό 

ελέγχουµε που κυµαίνονται οι τιµές του παράγοντα Bayes όταν η εκ των προτέρων 

διασπορά παίρνει τιµές από 20.17 σ⋅  έως 2300 σ⋅ . Παρατηρούµε ότι το εύρος των 

τιµών του λογάριθµου είναι (-395.11 , -389.16) οπότε, υποστηρίζεται το µοντέλο της 
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αρχικής υπόθεσης για όλες τις τιµές του C που µελετήσαµε (εφαρµόστηκε η ρουτίνα 

plotbf1, βλέπε παράρτηµα σελ. 150).  

Στη συνέχεια, µε τη βοήθεια της ρουτίνας plotm01 (βλέπε παράρτηµα σελ. 

151) παραστήσαµε γραφικά την ευαισθησία του λογάριθµου του παράγοντα Bayes 

και της εκ των υστέρων πιθανότητας του µοντέλου m0 για τιµές του µ0 από -5 ως 5 

και C=300, διάγραµµα 3.8. ∆ιαπιστώνουµε ότι το εύρος των τιµών του λογάριθµου 

είναι  (-110.08 , 2.85) και της εκ των υστέρων πιθανότητας του µοντέλου m0 (0 , 

0.95). Το διάστηµα τιµών του µ0 [-0.61 , 1.04] είναι το διάστηµα µη απόρριψης της 

µηδενικής υπόθεσης, δηλαδή το διάστηµα όπου για όλες τις τιµές του µ0 

υποστηρίζεται η µηδενική υπόθεση. Σηµειώνουµε ότι έχουµε θεωρήσει 0m µ=
%

 για 

κάθε έλεγχο της ισότητας της µ0 µε τη µέση τιµή. 

 

 

  

 

 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 
 
 

 
 
 

 
 

 
 

∆ιάγραµµα 3.6: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της εκ των προτέρων και της εκ των υστέρων 
κατανοµής του µέσου 
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∆ιάγραµµα 3.7: ∆ιαγράµµατα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του log-BF  σε σχέση µε το C         

(50<C< 9*104). 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 

 
 

 
∆ιάγραµµα 3.8: ∆ιαγράµµατα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του (α) log-BF και (β) της εκ των υστέρων 

πιθανότητας µοντέλου m0  για διαφορετικές υποθέσεις που αφορούν τον µέσο (-5<µ<5). 
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Πίνακας 3.1: Συνοπτικός πίνακας εκ των υστέρων ανάλυσης για τα παρ. 3.1, 3.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3.1.2 Πληθυσµός κανονικής κατανοµής µε σ2 άγνωστο 

Θεωρούµε τυχαίο δείγµα κανονικής κατανοµής 2~ ( , )iy N µ σ  πλήθους n και 

άγνωστης διασποράς σ2. Θα γίνει ο έλεγχος της ισότητας της µέσης τιµής του 

δείγµατος µε µια συγκεκριµένη τιµή 0µ , όπως στην ενότητα 3.1.1. Τα µοντέλα που 

αντιπροσωπεύουν τις υποθέσεις µας θα είναι όµοια µε προηγούµενα, (βλέπε τύπους 

3.1, 3.2) µε τη διάφορά ότι το σ2 είναι άγνωστη (προς εκτίµηση) παράµετρος.  

 Έτσι, στο µοντέλο 0m  για την παράµετρο σ2 επιλέγουµε (σύµφωνα µε την 

παράγραφο 1.3.3) αντίστροφη γάµµα εκ των προτέρων κατανοµή µε παραµέτρους α, 

b, 2 ~ ( , )IG a bσ  ή ισοδύναµα γάµµα κατανοµή µε µέσο α/b για την παράµετρο της 

ακρίβειας 2τ σ −= , τ~G(α,b). Η πιθανοφάνεια παραµένει η ίδια όπως στην 

προηγούµενη ενότητα και δίνεται από τον τύπο 3.3. Εφαρµόζοντας το θεώρηµα του 

Bayes, 2 2 2( | ) ( | ) ( )f f fσ σ σ∝y y , υπολογίζεται η εκ των υστέρων κατανοµή της 

παραµέτρου  

( )2
02

0| , ~ ,
2 2

iynm IG a b
µ

σ
⎛ ⎞−
⎜ ⎟+ +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑y  

  Παρ. 3.1 Παρ. 3.2 
  µ0=15 µ0 = 10 
BF Παράγοντας Bayes 23.23
log(BF) Λογάριθµος του παρ. Bayes 3.15
f(m0|y) Εκ των υστέρων πιθ. του m0 0.958
E(µ|y) Εκ των υστερών µέσος 15.09
V(µ|y) Εκ των υστερών σταθ. απόκλ. 0.126

3.57*10-172 
-394.77 

3.57*10-172 
0.25 

0.346 

 Ένδειξη έναντι της Η1:  Ισχυρή  
 Ένδειξη έναντι της H0:  Κατηγορηµατική 
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Εναλλακτικά, µπορούµε να γράψουµε ( )2
0| , ~f mσ y ( ),IG a b′ ′ , όπου 

2
na a′ = +  και 

( )2
0

2
iy

b b
µ−

′ = +∑ . Ένα 100(1-q)% διάστηµα αξιοπιστίας για την 

παράµετρο σ2, είναι το διάστηµα ( )2
1 2 1P k k qσ≤ ≤ = − , όπου για τα 1 2,k k  ισχύουν  

( )
1

1 ', ' 1
2k

qGamma a b = −   και ( )
2

1 ', '
2k

qGamma a b = . 

Στο µοντέλο 1m , για τις άγνωστες παραµέτρους µ, σ2, επιλέγουµε τις εκ των 

προτέρων κατανοµές 
2

~ ,N m C
n
σµ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠%

, 2 ~ ( , )IG a bσ  (ή ισοδύναµα 

2
1 ~ ( , )G a bτ
σ

= ), ενώ η πιθανοφάνεια δίνεται από τον τύπο 3.4. Εφαρµόζοντας το 

θεώρηµα του Bayes, 2 2 2( , | ) ( | , ) ( , )f f fµ σ µ σ µ σ∝y y , υπολογίζονται οι εκ των 

υστέρων κατανοµές για τις παραµέτρους  

( ) ( )

( )( )

2 2

1 2

2
1| , ~ ,

1 2 1

i

a n

nC x x x m b
m xC Cm t

C n a n C
µ +

⎛ ⎞⎛ ⎞− + − +⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠⎜ ⎟
+ + +⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
y %

%  

 
( ) ( )2 2

2
1

2
1| , ~ ,

2 2

i
ny y y m bn Cm IG aσ

⎛ ⎞− + − +⎜ ⎟++⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
y % . 

 
Εναλλακτικά, µπορούµε να γράψουµε ( )2

2| ~ ,a ny t mµ σ+ ′% , όπου 

m% =
1

m xC
C

+
+

% , 
( ) ( )

( )( )

2 2

2
2

1
2 1

i
nC y y y m b
C

n a n C
σ

⎛ ⎞− + − +⎜ ⎟+⎝ ⎠′ =
+ +

∑
% , δηλαδή η εκ των υστέρων 

κατανοµή της µ ακολουθεί την Student-t κατανοµή µε 2a n+  βαθµούς ελευθερίας, 

µέση τιµή m%  και διασπορά 2σ ′ . Επίσης, γράφουµε ( )2 | ~ ,IG a bσ ′ ′y  όπου 

2
na a′ = +  και 

( ) ( )2 2

1
2

i
ny y y m
Cb b

− + −
+′ = +

∑
% . Ένα 100(1-q)% διάστηµα 
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αξιοπιστίας για την παράµετρο µ είναι το 2 , / 2 'a n qm t σ+±% , για την παράµετρο σ2 το 

( )2
1 2 1P k k qσ≤ ≤ = − , όπου ( )

1
1 ', ' 1

2k

qGamma a b = −  και ( )
2

1 ', '
2k

qGamma a b = .  

 
Παράγοντας Bayes  
 

Εφαρµόζοντας τον τύπο (2.2) υπολογίζεται ο παράγοντας Bayes για τη 

σύγκριση του µοντέλου m0 έναντι του m1: 

( )
( )

0

1

|
|

f m
f m

y
y

 = 

( ) ( )

( )

22 2

2
0

2 1
1

2

na

i

i

y y y mnb
n C

C
y

b
µ

+
⎛ ⎞⎛ ⎞− −⎜ ⎟⎜ ⎟+ +

⎜ ⎟+⎜ ⎟⎝ ⎠+ ⎜ ⎟
−⎜ ⎟

+⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑

%

 (3.6) 

 

Ο παράγοντας Bayes εξαρτάται από: 

• τη µέση τετραγωνική απόσταση των δεδοµένων από τον δειγµατικό µέσο 

• την τετραγωνική απόσταση της εκτίµησης µέγιστης πιθανοφάνειας από τον εκ 

των προτέρων µέσο και 

• την αντίστοιχη απόσταση των δεδοµένων από το µέσο της µηδενικής υπόθεσης. 

Επιπλέον, παρατηρούµε ότι η τιµή του παράγοντα Bayes εξαρτάται από το 

µέγεθος του δείγµατος που έχουµε επιλέξει για την ανάλυση µας, καθώς και από την 

τιµή της σταθεράς C, δηλαδή τη διασπορά που επιλέξαµε για την εκ των προτέρων 

κατανοµή της µέσης τιµής. Στην περίπτωση που επιλέγουµε µέγεθος δείγµατος πολύ 

µεγάλο τότε και ο παράγοντας Bayes που υπολογίζεται είναι µεγάλος, δηλαδή τείνει 

ασυµπτωτικά  (όταν n →∞ ) στο άπειρο. Παρατηρούµε ότι χρησιµοποιώντας µεγάλο 

δείγµα στη Μπεϋζιανή συµπερασµατολογία έχουµε ένδειξη υπέρ της µηδενικής 

υπόθεσης ενώ το αντίστοιχο τεστ σηµαντικότητας θα την απορρίψει, (Παράδοξο του 

Lindley, 1957). 

Στην περίπτωση που χρησιµοποιούµε µεγάλη τιµή για το C, δηλαδή µεγάλη 

διασπορά για την εκ των προτέρων κατανοµή, τότε αυξάνεται η τιµή του παράγοντα 

Bayes, τείνει δηλαδή να υποστηρίξει τη µηδενική υπόθεση (καθώς 

C BF→∞⇒ →∞ ). Το γεγονός ότι όταν η εκ των προτέρων διασπορά είναι πολύ 

µεγαλύτερη της διασποράς του δείγµατος η Μπεϋζιανή ανάλυση οδηγεί σε ένδειξη 
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υπέρ της µηδενικής υπόθεσης σε αντίθεση µε τα τεστ σηµαντικότητας, (παράδοξο του 

Bartlett, 1957). 

Όταν η σταθερά C παίρνει πολύ µικρές τιµές ( 0C → ) δηλαδή θεωρούµε 

σχεδόν µηδενική την εκ των προτέρων διασπορά της παραµέτρου µ, ο παράγοντας 

Bayes τείνει προς µια σταθερή τιµή.  

BF = 
( )
( )

2 2

2
0

2

2

na

i

i

b y m

b y µ

+
⎛ ⎞+ −
⎜ ⎟
⎜ ⎟+ −⎝ ⎠

∑
∑

% . 

∆εδοµένου όµως ότι κατά τον έλεγχο τον υποθέσεων, όπως θα δούµε στα 

επόµενα παραδείγµατα, την τιµή του εκ των προτέρων µέσου την αντικαθιστούµε µε 

την τιµή της µηδενικής υπόθεσης αφού αυτή θεωρούµε ως λογική τιµή, τότε ο 

παράγοντας Bayes παίρνει τιµές πολύ κοντά στη µονάδα. ∆ηλαδή, όταν η εκ των 

προτέρων διασπορά που επιλέγουµε για τις παραµέτρους των υποθέσεων είναι πολύ 

µικρή (τείνει στο µηδέν) τότε η ένδειξη που θα πάρουµε προς οποιοδήποτε µοντέλο 

δε θα είναι άξια αναφοράς. 

 

 

 

 

 

Παράδειγµα 3.3: ∆εδοµένα λευχαιµίας 

Σε µία έρευνα µετρήθηκαν οι τιµές λευκών αιµοσφαιρίων σε 7 ενήλικες 

άνδρες που έπασχαν από κάποια µορφή λευχαιµίας, (Τζώνου και Κατσουγιάννη, 

1997). Οι τιµές που βρέθηκαν είναι: 

19000 31000 1300 1500 43000 14000 14000 

Οι τιµές των λευκών αιµοσφαιρίων των ασθενών αυτών θα συγκριθούν µε την 

τιµή 10000, η οποία θεωρείται ως ανώτερη φυσιολογική. Στο διάγραµµα 3.9 

παρουσιάζεται το ιστόγραµµα και το Normal Q-Q plot των παρατηρήσεων, από τα 

οποία θεωρούµε την κατανοµή τους κανονική, 2~ ( , )iy N µ σ . 

Η µέση τιµή των λευκών αιµοσφαιρίων των ατόµων της έρευνας είναι 

17685.71. Θα ελέγξουµε αν η τιµή αυτή διαφέρει από την ανώτερη φυσιολογική, 
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δηλαδή αν τα άτοµα που πάσχουν από κάποια µορφή λευχαιµίας έχουν κατά µέσο 

όρο αριθµό λευκών αιµοσφαιρίων µεγαλύτερο από τη φυσιολογική τιµή.  

 
 
 
 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

∆ιάγραµµα 3.9: Το ιστόγραµµα και το normal Q-Q plot των παρατηρήσεων του παραδείγµατος 3.3 

 

 

H0 : 10000µ =   έναντι της H1 : 10000µ ≠  

Τα αντίστοιχα µοντέλα που αντιπροσωπεύουν οι παραπάνω υποθέσεις είναι:  

( )2
0 : ~ 10000,im y N σ  και ( )2

1 : ~ ,im y N µ σ  

Για την παράµετρο µ του µοντέλου της εναλλακτικής υπόθεσης επιλέγουµε 

την εκ των προτέρων κατανοµή ( )2~ 10000,Nµ σ , ενώ για την παράµετρο της 

διασποράς επιλέγουµε την 2 ~ (0.01,0.01)IGσ  και για τα δύο µοντέλα. Για την εκ 

των προτέρων µέση τιµή επιλέξαµε m
%

=10000 αφού έχουµε ισχυρές πεποιθήσεις ότι 

αυτή είναι η τιµή της µέσης τιµής δεδοµένου ότι ελέγχουµε την υπόθεση Η0: µ=10000 

και C=7 (ίσο µε το µέγεθος του δείγµατος) ως αρκετά µεγάλη τιµή. Επιπλέον για την 

παράµετρο σ2 επιλέξαµε µικρές τιµές των µε α, b ( 0.01a b= = ), ώστε να 

εξασφαλίσουµε µη πληροφοριακή κατανοµή (µεγάλη διασπορά). 

Στον πίνακα 3.2 (σελ. 54), παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του παραπάνω 

ελέγχου, όπως υπολογίστηκαν µε την εφαρµογή της ρουτίνα bayesnormal.mean2 (βλ. 
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παράρτηµα σελ. 152) στο S-Plus. Ο παράγοντας Bayes είναι BF = ( )
( )

0

1

|
|

f m
f m

y
y

 = 1.28 

> 1 (αντίστοιχα εκ των υστέρων πιθανότητα του µοντέλου m0 0.56) άρα υπάρχει 

µικρή ένδειξη υπέρ του µοντέλου της µηδενικής υπόθεσης, η οποία δεν αξίζει παρά µια 

απλή αναφορά.  

Σε αυτό το σηµείο είναι χρήσιµο να εξετάσουµε την ευαισθησία των τιµών 

του παράγοντα Bayes για διαφορετικές τιµές του C, αυτό θα γίνει µε τη βοήθεια της 

ρουτίνας plotbf2 (βλ. παράρτηµα σελ. 154). Στο διάγραµµα 3.10, παρουσιάζονται οι 

γραφικές παραστάσεις του λογάριθµου του παράγοντα Bayes και της εκ των υστέρων 

πιθανότητας του µοντέλου m0 για τιµές του C από 1 ως 100 (δηλαδή από 1 έως 2n2) 

και για τον έλεγχο της υπόθεσης Η0: µ0=10000. Το εύρος των τιµών του λογάριθµου 

είναι (-0.08 , 1.39) και της εκ των υστέρων πιθανότητας του m0 (0.48 , 0.80). 

Παρατηρούµε ότι για τιµές του C από 1 έως 2, υποστηρίζεται το µοντέλο της 

εναλλακτικής υπόθεσης, ενώ για τιµές του C µεγαλύτερες ή ίσες του 3 υποστηρίζεται 

το µοντέλο της µηδενικής υπόθεσης. ∆ηλαδή, όσο αυξάνονται οι τιµές του C 

(συνεπώς θεωρούµε µεγαλύτερη διασπορά της εκ των προτέρων κατανοµής), οµοίως 

αυξάνονται οι τιµές του παράγοντα Bayes. ∆εδοµένου ότι επιδιώκουµε την επιλογή 

µη πληροφοριακών εκ των προτέρων κατανοµών (µεγάλων τιµών του C), 

συµπεραίνουµε ότι τα άτοµα που πάσχουν από κάποιες µορφές λευχαιµίας δεν 

εµφανίζουν τιµές λευκών αιµοσφαιρίων πέραν των φυσιολογικών. 

Η εκ των υστέρων κατανοµή που δίνεται από το θεώρηµα του Bayes (βλ. 

πίνακα 3.3, σελ 54) για την παράµετρο σ2 είναι η 2 | ~ (3.51,895470000)IGσ y , µε 

95% διάστηµα αξιοπιστίας [111629727 , 1053912120]. Στο διάγραµµα 3.11 

εµφανίζονται οι κατανοµές πυκνότητας πιθανότητας της εκ των προτέρων και της εκ 

των υστέρων πληροφορίας. 

Στο διάγραµµα 3.12 παρουσιάζονται οι γραφικές παραστάσεις του παράγοντα 

Bayes και της εκ των υστέρων πιθανότητας του µοντέλου m0 για τιµές του µ0  από 1 

ως 35000, C=7 και 0m µ=
%

 για κάθε έλεγχο. Παρατηρούµε ότι το εύρος των τιµών 

του λογάριθµου είναι (-1.66 , 1.04) και της εκ των υστέρων πιθανότητας του m0 (0.16 

, 0.74). Το διάστηµα τιµών του µ0 [8656 , 26716] είναι το διάστηµα µη απόρριψης της 

µηδενικής υπόθεσης. ∆ηλαδή εκείνο που αντιστοιχεί σε τιµές του λογάριθµου του 

παράγοντα Bayes µεγαλύτερες του µηδενός. Στο σηµείο αυτό χρησιµοποιήθηκε η 

ρουτίνα plotm02 (βλ. παράρτηµα σελ. 154). 
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∆ιάγραµµα 3.10:  ∆ιαγράµµατα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του (α) log-BF και (β) της εκ των 

υστέρων πιθανότητας µοντέλου m0  σε σχέση µε το C ( 1< C < 100). 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 

 
 
 

 
 

∆ιάγραµµα 3.11: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της α) εκ των προτέρων και β) της εκ των 
υστέρων κατανοµής του µέσου 
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∆ιάγραµµα 3.12: ∆ιαγράµµατα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του (α) log-BF και (β) της εκ των 
υστέρων πιθανότητας µοντέλου m0  για διαφορετικές υποθέσεις που αφορούν τον µέσο (1<µ0<35000). 

 
 
 
 
 
Παράδειγµα 3.4: Ταχύτητα φωτός 

Το 1876, ο Γάλλος φυσικός Cornu υπολόγισε την ταχύτητα του φωτός ίση µε 

299990 km/sec. Τρία χρόνια αργότερα, το 1879 ο Αµερικανός φυσικός 

A.A.Michelson πραγµατοποίησε µια σειρά πειραµάτων, προκειµένου να επιβεβαιώσει 

και να βελτιώσει την τιµή του Cornu (Mathsoft, 1997). Οι ακόλουθες 20 

παρατηρήσεις προέρχονται από τα πειράµατα του Michelson και θα εξετάσουµε κατά 

πόσο συµπίπτουν οι τιµές των δύο ερευνητών για την ταχύτητα του φωτός. Για να 

µετατρέψουµε τις τιµές σε km/sec αρκεί να προσθέσουµε σε κάθε µια από αυτές την 

τιµή 299000 km/sec.  
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∆ιάγραµµα 3.13: Το ιστόγραµµα και το normal q-q plot των παρατηρήσεων του παραδείγµατος 3.4 

 

Θα ελέγξουµε αν η µέση τιµή των παρατηρήσεων του Michelson, 299909 
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Cornu.  Οι εκ των υστέρων κατανοµές για τις άγνωστες παραµέτρους που δίνονται 

από το θεώρηµα του Bayes (βλ. πίνακα 3.3, σελ 54) είναι 

( )20.02| ~ 299912.9,  512.4tµ y , µε 95% διάστηµα αξιοπιστίας [299865.6 , 299960.1] 

και 2 | ~ (10.01,107714.3)IGσ y  µε 95% διάστηµα αξιοπιστίας [6299.8 , 22429.9]. 

Η εκ των προτέρων κατανοµή που επιλέξαµε για την παράµετρο µ είναι 

δεσµευµένη ως προς σ2, 
2

~ ,N m C
n
σµ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠%

. Αν ολοκληρώσουµε την από κοινού εκ 

των προτέρων κατανοµή των δύο παραµέτρων ( )2,f µ σ  ως προς σ2, καταλήγουµε 

στην εκ των προτέρων κατανοµή της µ που είναι ανεξάρτητη του σ2, δηλαδή 

καταλήγουµε στην κατανοµή 2~ ,a
C bt m
n a

µ ⎛ ⎞⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠%

 σύµφωνα µε την οποία η εκ των 

προτέρων κατανοµή της µέσης τιµής (που είναι ανεξάρτητη της διασποράς σ2) 

ακολουθεί την Student-t κατανοµή µε 2α βαθµούς ελευθερίας µέση τιµή m
%

 και 

διασπορά C b
n a
⋅ .  

Στο διάγραµµα 3.14 παρουσιάζεται η πυκνότητα πιθανότητας της εκ των 

προτέρων ( )0.02~ 299990,1tµ  (θέτουµε όπου m
%

=299990, C=20, α=b=0.01) και της 

εκ των υστέρων κατανοµής της µ, ( )20.02| ~ 299912.9,  512.4tµ y . Εναλλακτικά, 

παρουσιάζουµε το διάγραµµα 3.15, όπου φαίνεται το γράφηµα της από κοινού εκ των 

προτέρων κατανοµής των παραµέτρων µ και σ2. Στο διάγραµµα 3.16, εµφανίζονται οι 

κατανοµές πυκνότητας πιθανότητας της εκ των προτέρων και της εκ των υστέρων 

πληροφορίας για την παράµετρο σ2, αντίστοιχα. 

Στη συνέχεια, θα εξετάσουµε την ευαισθησία του παράγοντα Bayes όταν το C 

παίρνει τιµές πολύ µικρότερες ή πολύ µεγαλύτερες από το µέγεθος του δείγµατος ή 

ισοδύναµα όταν επιλέγουµε πολύ µικρή ή πολύ µεγάλη εκ των προτέρων διασπορά, 

θα χρησιµοποιήσουµε τη ρουτίνα plotbf2 (βλ. παράρτηµα σελ. 154). Στο διάγραµµα 

3.17, παρουσιάζεται η γραφική παράσταση του λογάριθµου του παράγοντα Bayes για 

τιµές του C από 1 ως 400 (δηλαδή από 1 έως n2) για τον έλεγχο της υπόθεσης Η0: 

µ0=299990. Παρατηρούµε  ότι  το  εύρος  των  τιµών  του  λογάριθµου  είναι  (-3.12 , 

-1.79). Ο λογάριθµος είναι µικρότερος του µηδενός, οπότε υποστηρίζεται το µοντέλο 

της εναλλακτικής υπόθεσης για όλες τις τιµές του C. Παρατηρούµε ότι όσο το η τιµή 
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της σταθεράς C αυξάνεται, υποστηρίζεται πιο ισχυρά το µοντέλο της µηδενικής 

υπόθεσης. 

Στο διάγραµµα 3.18 παρουσιάζονται οι γραφικές παραστάσεις του 

λογάριθµου του παράγοντα Bayes και της εκ των υστέρων πιθανότητας του µοντέλου 

m0 για τιµές του µ0  από 299700 ως 300100 και C=20. Παρατηρούµε ότι το εύρος των 

τιµών του λογάριθµου είναι  (-13.12 , 1.52) και της εκ των υστέρων πιθανότητας του 

m0 (0 , 0.82). Το διάστηµα τιµών του µ0 [299867 , 299951] είναι το διάστηµα µη 

απόρριψης της µηδενικής υπόθεσης, δηλαδή εκείνο που αντιστοιχεί σε θετικές τιµές 

του λογάριθµου. Για την κατασκευή των γραφηµάτων χρησιµοποιήθηκε η ρουτίνα 

plotm02 (βλ. παράρτηµα σελ. 154). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∆ιάγραµµα 3.14: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της εκ των προτέρων και εκ των υστέρων 
κατανοµής του µέσου µ 
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∆ιάγραµµα 3.15: Από κοινού εκ των προτέρων κατανοµή των παραµέτρων µ, σ2. 

  
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

∆ιάγραµµα 3.16:  Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της α) εκ των προτέρων και β) της εκ των 
υστέρων κατανοµής της διασποράς σ2. 
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∆ιάγραµµα 3.17: ∆ιάγραµµα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του log-BF σε σχέση µε τη σταθερά C         
(1 <C < 400). 
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∆ιάγραµµα 3.18: ∆ιαγράµµατα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του (α) log-BF και (β) της εκ των 

υστέρων πιθανότητας µοντέλου m0  για διαφορετικές υποθέσεις  που αφορούν τον µέσο  (299700<µ< 
300100). 
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Παράδειγµα 3.5: Μετρήσεις γλυκόζης 

Σε µια έρευνα µετρήθηκαν οι τιµές της γλυκόζης του αίµατος 36 ατόµων που 

έπασχαν από µια νόσο. Βρέθηκε ότι η µέση τιµή της γλυκόζης για αυτή την οµάδα 

ασθενών είναι 1.3 gr/l και η σταθερή απόκλιση 0.3 gr/l. Σκοπός της έρευνας είναι να 

ελεγχθεί αν η µέση τιµή της γλυκόζης των ασθενών διαφέρει από τη φυσιολογική 

τιµή γλυκόζης του αίµατος 1.1 gr/l (Τζώνου και Κατσουγιάννη, 1997). Θεωρούµε την 

κατανοµή των παρατηρήσεων κανονική, 2~ ( , )iy N µ σ . 

H0 : 1.1µ =   έναντι της H1 : 1.1µ ≠  

Τα αντίστοιχα µοντέλα που αντιπροσωπεύουν οι παραπάνω υποθέσεις είναι:  

( )2
0 : ~ 1.1,im y N σ  και ( )2

1 : ~ ,im y N µ σ . 

Όµοια µε το παράδειγµα 3.3, για την εκ των προτέρων κατανοµή της 

διασποράς θεωρούµε την αντίστροφη Γάµµα κατανοµή µε µικρές τιµές των 

παραµέτρων α, b ( 0.01a b= = ), δηλαδή 2 ~ (0.01,0.01)IGσ . Για την παράµετρο της 

µέσης τιµής µ επιλέγουµε την εκ των προτέρων κατανοµή ( )2~ 1.1,Nµ σ , δηλαδή 

m
%

=1.1 αφού έχουµε ισχυρές πεποιθήσεις ότι αυτή είναι η τιµή της εκ των προτέρων 

µέσης τιµής και για τη σταθερά C θεωρούµε ως αρκετά µεγάλη τιµή αυτή του 

µεγέθους του δείγµατος, C=n=36. 

Στον πίνακα 3.2, παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του παραπάνω ελέγχου, 

όπως υπολογίστηκαν από την ρουτίνα bayesnormal.mean2 (βλ. παράρτηµα σελ. 152) 

στο S-Plus. Ο παράγοντας Bayes είναι Bf = 
( )
( )

0

1

|
|

f m
f m

y
y

 = 0.009 < 1, άρα υπάρχει 

ισχυρή ένδειξη υπέρ του µοντέλου της εναλλακτικής υπόθεσης, η µέση τιµή της 

κατανοµής διαφέρει από τη φυσιολογική τιµή 1.1 gr/l. Οι εκ των υστέρων κατανοµές 

που δίνονται από το θεώρηµα του Bayes για τις άγνωστες παραµέτρους (βλ. πίνακα 

3.3, σελ 54) είναι ( )36.02| ~ 1.29,  0.0024tµ y , µε 95% διάστηµα αξιοπιστίας [1.19 , 

1.39] και  2 | ~ (18.01,1.6)IGσ y , µε 95% διάστηµα αξιοπιστίας [0.06 , 0.15].  

Για να παραστήσουµε γραφικά την εκ των προτέρων κατανοµή της µέσης 

τιµής θα χρησιµοποιήσουµε την κατανοµή 2~ ,a
C bt m
n a

µ ⎛ ⎞⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠%

 που υπολογίσαµε στο 

προηγούµενο παράδειγµα (διαφέρει στο γεγονός ότι η κατανοµή αυτή είναι 
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ανεξάρτητη της διασποράς). Στο γράφηµα 3.19, βλέπουµε το γράφηµα της εκ των 

προτέρων ( )0.02~ 1.1,1tµ  (όπου m
%

=1.1, C=36, α=b=0.01)  και εκ των υστέρων 

( )36.02| ~ 1.29,  0.0024tµ y  κατανοµής της µ, αντιστοίχως. Εναλλακτικά, 

παρουσιάζουµε το διάγραµµα 3.19, όπου φαίνεται το γράφηµα της από κοινού εκ των 

προτέρων κατανοµής των παραµέτρων µ και σ2. Στο διάγραµµα 3.20, εµφανίζονται οι 

κατανοµές πυκνότητας πιθανότητας της εκ των προτέρων και της εκ των υστέρων 

πληροφορίας για την παράµετρο σ2. 

Επιπλέον εξετάσαµε την ευαισθησία του παράγοντα Bayes σε σχέση µε τις 

τιµές της σταθεράς C ή µε άλλα λόγια σε σχέση µε την εκ των προτέρων διασπορά 

που επιλέξαµε, αυτό θα γίνει µε την εφαρµογή της ρουτίνας plotbf2 (βλ. παράρτηµα 

σελ. 154).  Στο διάγραµµα 3.21, παρουσιάζεται η γραφική παράσταση του 

λογάριθµου του παράγοντα Bayes και της εκ των υστέρων πιθανότητας του µοντέλου 

m0 για τιµές του C από 1 ως 1300 (δηλαδή από 1 έως n2) και για τον έλεγχο της 

υπόθεσης Η0: µ0=1.1. Παρατηρούµε ότι το εύρος των τιµών του λογάριθµου είναι (-

4.85 , -2.71) και της εκ των υστέρων πιθανότητας του m0 (0.008 , 0.062). Ο 

λογάριθµος είναι µικρότερος του µηδενός (αντίστοιχα, η εκ των υστέρων πιθανότητα 

του µοντέλου m0 µικρότερη του 0.5), οπότε υποστηρίζεται το µοντέλο της 

εναλλακτικής υπόθεσης για όλες τις τιµές του C που εξετάσαµε.  

Στο διάγραµµα 3.22 παρουσιάζονται οι γραφικές παραστάσεις του 

λογάριθµου του παράγοντα Bayes και της εκ των υστέρων πιθανότητας του µοντέλου 

m0 για τιµές του µ0  από 1 ως 1.6 και C=36. Παρατηρούµε ότι το εύρος των τιµών του 

λογάριθµου είναι (-10.38 , 1.81) και της εκ των υστέρων πιθανότητας του m0 (0,0.86). 

Το διάστηµα που αντιστοιχεί στις θετικές τιµές του λογάριθµου, είναι το διάστηµα µη 

απόρριψης της µηδενικής υπόθεσης και είναι το [1.21 , 1.39], (εφαρµογή της 

ρουτίνας plotm02, βλ. παράρτηµα σελ. 154) 
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∆ιάγραµµα 3.19: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της εκ των προτέρων και εκ των υστέρων 
κατανοµής α) του µέσου µ και β) της διασποράς σ2 

 

 

 
 
  
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

∆ιάγραµµα 3.20: Από κοινού εκ των προτέρων κατανοµή των παραµέτρων µ, σ2. 
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∆ιάγραµµα 3.21: ∆ιαγράµµατα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του (α) log-BF και (β) της εκ των 

υστέρων πιθανότητας µοντέλου m0  σε σχέση µε το C ( 1< C < 1300). 
 

 
 
  
 
 
 
 
 

 

 

  

 

 
 

 

 

 

 

 

 

∆ιάγραµµα 3.22: ∆ιαγράµµατα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του (α) log-BF και (β) της εκ των 
υστέρων πιθανότητας µοντέλου m0  για διαφορετικές υποθέσεις  που αφορούν τον µέσο  (1<µ<1.6). 
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     Ένδειξη έναντι της 
 BF01 log(BF01) 1/ BF01 f(m0|y) Η1 Η0 
Παρ. 3.3 1.28 0.25 0.78 0.562 Μικρή  
Παρ. 3.4 0.05 -3.06 21.27 0.045  Ισχυρή 
Παρ. 3.5 0.009 -4.72 112.11 0.009  Ισχυρή 

Πίνακας 3.2: Συνοπτικός πίνακας εκ των υστέρων ανάλυσης για τα παρ. 3.3- 3.5 
BF: Παράγοντας Bayes για τη σύγκριση του m0 έναντι του m1, log(BF01): Λογάριθµος του παράγοντα 

Bayes, 1/BF: Παράγοντας Bayes για τη σύγκριση του m1 έναντι του m0, f(m0|y): Εκ των υστέρων 
πιθανότητα του µοντέλου, µικρή: ένδειξη που δεν αξίζει παρά µια αναφορά 

 

 
 

 µ σ2|m0 σ2|m1 
 m%  σ' α' b' α' b' 
Παρ. 3.3 16725 5044.5 3.51 895470000 3.51 714567500 
Παρ. 3.4 299912.9 22.64 10.1 170200 10.01 107714.3 
Παρ. 3.5 1.29 0.049 18.01 2.3 18.01 1.6 

Πίνακας 3.3: Εκτιµήσεις των παραµέτρων των παρ. 3.3 - 3.5 
m% , σ' εκ των υστέρων µέσος και σταθερή απόκλιση της παραµέτρου µ, 

α', b': παράµετροι της εκ των υστέρων γάµµα κατανοµής της παραµέτρου τ=1/σ2. 

 

 

 

 

3.2 Έλεγχοι υποθέσεων για δύο συσχετιζόµενους πληθυσµούς. 

 
3.1.3 Έλεγχος υποθέσεων ισότητας των µέσων τιµών δύο εξαρτηµένων δειγµάτων 

κανονικής κατανοµής µε γνωστές διασπορές. 

Μερικές φορές, κατά τη σύγκριση των µέσων τιµών δύο πληθυσµών, οι δύο 

οµάδες παρατηρήσεων παρουσιάζουν ατοµική αντιστοιχία και οι συγκρίσεις µπορούν 

να γίνονται ανά ζεύγη (paired comparisons). Για παράδειγµα, στην περίπτωση που 

συγκρίνεται η αποτελεσµατικότητα δύο αναλγητικών, είναι προτιµότερο οι 

παρατηρήσεις να γίνονται στους ίδιους ασθενείς, σε διαφορετικό χρόνο, και έτσι να 

εξετάζεται η διαφορά αποτελεσµατικότητας των φαρµάκων στον ίδιο ασθενή. Για τη 

σύγκριση των µέσων τιµών δύο πληθυσµών 11 1,..., ny y  και 21 2,..., ny y  που 
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συσχετίζονται µεταξύ τους, θα υπολογίσουµε τις διαφορές των παρατηρήσεων 1iy  και 

2iy  => 1 2i i id y y= −  και έτσι το πρόβληµα ανάγετε σε πρόβληµα ενός πληθυσµού, 

πλήθους n. 

Θεωρούµε ότι οι παρατηρήσεις id  ακολουθούν κανονική κατανοµή 

( )2~ ,i dd N µ σ , οπότε θα γίνει ο έλεγχος της ισότητας της µέσης τιµής του δείγµατος 

µε την τιµή του µηδενός. 

 0 : 0dH µ =  έναντι της 1 : 0dH µ ≠ . (3.7) 

Τα µοντέλα που αντιπροσωπεύουν τις παραπάνω υποθέσεις καθώς και οι 

αντίστοιχες συναρτήσεις πιθανοφάνειας δίνονται από τους τύπους 3.2, 3.3 και 3.4 της 

ενότητας 3.1.1 για 0 0µ = . Για την εκ των προτέρων κατανοµή της παραµέτρου µd 

επιλέγουµε την κανονική κατανοµή, οµοίως µε την ενότητα 3.1.1 (βλ σελ. 1), 
2

~ ,d N m C
n
σµ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠%

 και υπολογίζεται η εκ των υστέρων πληροφορία για την 

παράµετρο, 
( )

2

| ~ ,
1 1d

m dC CN
C n C

σµ
⎛ ⎞+
⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

d % . Ένα 100(1-q)% διάστηµα αξιοπιστίας της 

παραµέτρου µd είναι το 
( )

2

21 1q
m dC Cz

C n C
σ+

±
+ +

% . 

 
 
Παράγοντας Bayes:  
 

Εφαρµόζοντας τον τύπο (2.2) υπολογίζεται ο παράγοντας Bayes για τη 

σύγκριση του µοντέλου m0 έναντι του m1 

( )
( )

0

1

|
|

f m
f m

d
d

 = ( )22
2

11 exp
2 1

nC d d m
Cσ

⎧ ⎫⎛ ⎞+ − − −⎨ ⎬⎜ ⎟+⎝ ⎠⎩ ⎭%
 (3.8) 

Ο παράγοντας Bayes εξαρτάται από 

• το τετράγωνο του δειγµατικού µέσου και 

• την τετραγωνική απόσταση της εκτίµησης µέγιστης πιθανοφάνειας από τον µέσο 

της εκ των προτέρων κατανοµής. 
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Επιπλέον, παρατηρούµε ότι η τιµή του παράγοντα Bayes εξαρτάται από το µέγεθος 

του δείγµατος που έχουµε επιλέξει για την ανάλυσή µας, καθώς και από την τιµή της 

σταθεράς C, δηλαδή τη διασπορά που επιλέξαµε για την εκ των προτέρων κατανοµή.  

∆ιερευνώντας τις τιµές του παράγοντα Bayes σε σχέση µε τις τιµές τις 

σταθεράς C, παρατηρούµε ότι ισχύει ότι και στο προηγούµενο παράδειγµα. Στην 

περίπτωση που χρησιµοποιούµε µεγάλη τιµή για το C δηλαδή µεγάλη διασπορά για 

την εκ των προτέρων κατανοµή, συνεπάγεται αύξηση στην τιµή του παράγοντα 

Bayes, δηλαδή υποστηρίζεται το µοντέλο της µηδενικής υπόθεση πιο ισχυρά, 

(Παράδοξο του Lindley, 1957). 

Όµοια, όταν η τιµή του C γίνει πολύ µικρή ( 0C → ), δηλαδή θεωρούµε πολύ 

µικρή εκ των προτέρων διασπορά, ο παράγοντας Bayes παίρνει την τιµή  

BF = ( )( )22
2exp

2
n d d m
σ

⎧ ⎫− − −⎨ ⎬
⎩ ⎭%

 

Τότε, η ένδειξη που θα έχουµε υπέρ κάποιου µοντέλο δε θα είναι άξια αναφοράς και 

αυτό γιατί τα συγκρινόµενα µοντέλα γίνονται ίδια. 

 

 

 

 

3.1.4  Έλεγχος υποθέσεων ισότητας των µέσων τιµών δύο εξαρτηµένων δειγµάτων 

κανονικής κατανοµής µε άγνωστες διασπορές. 

Έστω, δύο πληθυσµοί  
11,..., ny y  και 

21,..., ny y  που συσχετίζονται µεταξύ τους 

και οι διασπορές τους είναι άγνωστες. Θεωρούµε ότι οι παρατηρήσεις 1 2i i id y y= −  

ακολουθούν κανονική κατανοµή ( )2~ ,i dd N µ σ . Θα γίνει ο έλεγχος της ισότητας 

της µέσης τιµής των παρατηρήσεων di µε τη τιµή µηδέν. Ο έλεγχος υποθέσεων είναι 

ανάλογος µε αυτόν της ενότητας 3.1.2, καθώς και οι τύποι που χρησιµοποιούνται 

αντίστοιχοι για µ0=0. 

Στο µοντέλο 0m , για την παράµετρο σ2 επιλέγουµε την εκ των προτέρων 

κατανοµή 2 ~ ( , )IG a bσ  δηλαδή αντίστροφη γάµµα κατανοµή µε παραµέτρους α, b ή 

ισοδύναµα γάµµα κατανοµή µε µέσο α/b (δηλ. τ~G(α,b)) για την παράµετρο της 

ακρίβειας 2τ σ −= . Η εκ των υστέρων κατανοµή της παραµέτρου υπολογίζεται: 
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2
2

0| , ~ ,
2 2

idnm IG a bσ
⎛ ⎞

+ +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑d  

Εναλλακτικά µπορούµε να γράψουµε ( )2
0| , ~f mσ y ( ),IG a b′ ′ , όπου 

2
na a′ = +  και 

2

2
id

b b′ = +∑ . Ένα 100(1-q)% διάστηµα αξιοπιστίας για την 

παράµετρο σ2, είναι το διάστηµα ( )2
1 2 1P k k qσ≤ ≤ = − , όπου για τα 1 2,k k  ισχύουν  

( )
1

1 ', ' 1
2k

qGamma a b = −   και ( )
2

1 ', '
2k

qGamma a b = . 

Στο µοντέλο της εναλλακτικής υπόθεσης, για τις άγνωστες παραµέτρους µ, σ2, 

επιλέγουµε τις εκ των προτέρων κατανοµές 
2

~ ,d N m C
n
σµ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠%

, 2 ~ ( , )IG a bσ  και 

υπολογίζονται οι εκ των υστέρων κατανοµές:  

 
( ) ( )

( )( )

2 2

1 2

2
1| , ~ ,

1 1 2

i

d a n

nC d d d m b
m dC Cm t

C n C a n
µ +

⎛ ⎞⎛ ⎞− + − +⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠⎜ ⎟
+ + +⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
d %

%  

 
( ) ( )2 2

2
1

2
1| , ~ ,

2 2

i
nd d d m bn Cm IGσ α

⎛ ⎞− + − +⎜ ⎟++⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
d %   

Εναλλακτικά, µπορούµε να γράψουµε ( )2
1 2| , ~ ,d a nm t mµ σ+ ′d % , όπου 

m% =
1

m dC
C

+
+

% , 
( ) ( )

( )( )

2 2

2
2

1
1 2

i
nC d d d m b
C

n C a n
σ

⎛ ⎞− + − +⎜ ⎟+⎝ ⎠′ =
+ +

∑
% , δηλαδή η εκ των υστέρων 

κατανοµή της µ ακολουθεί την Student-t κατανοµή µε 2a n+  βαθµούς ελευθερίας, 

µέση τιµή m%  και διασπορά 2σ ′ . Επίσης, γράφουµε ( )2
1| , ~ ,m IG a bσ ′ ′d  όπου 

2
na a′ = +  και 

( ) ( )2 2

1
2

i
nd d d m
Cb b

− + −
+′ = +

∑
% . Ένα 100(1-q)% διάστηµα 

αξιοπιστίας για την παράµετρο µd είναι το 2 , / 2a n qm t σ+ ′±%  και για την παράµετρο σ2 το 

( )2
1 2 1P k k qσ≤ ≤ = − , όπου ( )

1
1 , 1

2k

qGamma a b′ ′ = −  και ( )
2

1 ,
2k

qGamma a b′ ′ = . 
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Παράγοντας Bayes: 

Εφαρµόζοντας τον τύπο (2.2) υπολογίζεται ο παράγοντας Bayes για τη 

σύγκριση του µοντέλου m0 έναντι του m1: 

( )
( )

0

1

|
|

f m
f m

d
d

 =

( ) ( ) 22 2

2

2 1
1

2

na

i

i

d d d mnb
n C

C
d

b

+
⎡ ⎤⎛ ⎞− −⎢ ⎥⎜ ⎟+ +
⎢ ⎥⎜ ⎟+

⎝ ⎠⎢ ⎥+
⎢ ⎥

+⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

∑

%

 (3.9) 

Ο παράγοντας Bayes εξαρτάται από: 

• τη µέση τετραγωνική απόσταση της διαφοράς των δεδοµένων d από τον 

δειγµατικό µέσο 

• την αντίστοιχη απόσταση της εκτίµησης µέγιστης πιθανοφάνειας από τον µέσο 

της εκ των προτέρων κατανοµής και 

• το τετράγωνο της διαφοράς των δεδοµένων. 

Επιπλέον, παρατηρούµε ότι η τιµή του παράγοντα Bayes εξαρτάται από το 

µέγεθος του δείγµατος που έχουµε επιλέξει για την ανάλυση µας, καθώς και από την 

τιµή της σταθεράς C, δηλαδή τη διασπορά που επιλέξαµε για την εκ των προτέρων 

κατανοµή της µέσης τιµής. Όταν το µέγεθος του δείγµατος είναι πολύ µεγάλο τότε η 

τιµή του παράγοντα Bayes παίρνει πολύ µεγάλες τιµές, δηλαδή τείνει ασυµπτωτικά  

(όταν n →∞ ) στο άπειρο, παράδοξο του Lindley (Lindley, 1957).Στην περίπτωση 

που χρησιµοποιούµε µεγάλη τιµή για το C, δηλαδή µεγάλη διασπορά για την εκ των 

προτέρων κατανοµή, τότε αυξάνεται η εκ των υστέρων πιθανότητα του µοντέλου της 

µηδενικής υπόθεσης, (όταν C BF→∞⇒ →∞ ), (Bartlett, 1957) 

Όταν η σταθερά C παίρνει πολύ µικρές τιµές ( 0C → ) δηλαδή θεωρούµε 

σχεδόν µηδενική την εκ των προτέρων διασπορά της παραµέτρου µ, ο παράγοντας 

Bayes τείνει προς µια σταθερή τιµή.  

BF =
( )2 2

2

2
2

na

i

i

b d m
b d

+
⎡ ⎤+ −
⎢ ⎥

+⎢ ⎥⎣ ⎦

∑
∑

%  
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Παράδειγµα 3.6: Αποτελεσµατικότητα δυο ειδών ασπιρίνης 

Μια έρευνα διεξήχθη για τον έλεγχο της αποτελεσµατικότητας δύο 

διαφορετικών τύπων ασπιρίνης (Α και Β).  Σε µια οµάδα ασθενών, χορηγήθηκε ο 

ένας τύπος ασπιρίνης και µια εβδοµάδα αργότερα, όπου η πρώτη ασπιρίνη έχει 

πιθανώς αποβληθεί από τον οργανισµό, χορηγείται η ίδια δόση της άλλης ασπιρίνης. 

Μια ώρα µετά τη λήψη της κάθε ασπιρίνης µετριέται η συγκέντρωση των ούρων. 

Επειδή η σειρά µε την οποία λαµβάνονται τα φάρµακα, µπορεί να επηρεάζουν τα 

αποτελέσµατα, αποφασίστηκε τυχαία ποιος τύπος ασπιρίνης θα ληφθεί πρώτος. Τα 

πειραµατικά αποτελέσµατα µετά την εφαρµογή σε 10 άτοµα δίνονται στον πίνακα 

3.4, (Rosner, 1995). 

 

 

Person 
Aspirin A 1-hour 

concentration 
(mg%)  

Aspirin B 1-hour 
concentration 

(mg%) 

1 15 13 

2 26 20 

3 13 10 

4 28 21 

5 17 17 

6 20 22 

7 7 5 

8 36 30 

9 12 7 

10 18 11 

Πίνακας 3.4: Συγκεντρώσεις ασπιρίνης σε δείγµατα ούρων 

 

Θέλουµε να ελέγξουµε αν οι µέσες τιµές των συγκεντρώσεων διαφέρουν µετά 

τη λήψη της ασπιρίνης Α σε σχέση µε την ασπιρίνη Β. Οι δύο οµάδες παρατηρήσεων, 

αναφέρονται στις ίδιες δειγµατικές µονάδες θα εφαρµοστεί το αντίστοιχο κατά ζεύγη 

τεστ της Μπεϋζιανής συµπερασµατολογίας. Στο διάγραµµα 3.23, εµφανίζεται το 

ιστόγραµµα και το q-q plot της διαφοράς d των παρατηρήσεων των δύο οµάδων. Από 

το q-q plot θεωρούµε κανονική την κατανοµή των διαφορών ( )2~ ,i dd N µ σ . Θα 

ελέγξουµε αν η µέση τιµή της διαφοράς των παρατηρήσεων διαφέρει από το µηδέν.  
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Τα µοντέλα που αντιπροσωπεύουν τον παραπάνω έλεγχο υποθέσεων δίνονται 

από τον τύπο 3.7. Για την παράµετρο µ του µοντέλου της εναλλακτικής υπόθεσης 

επιλέγουµε την εκ των προτέρων κατανοµή ( )2~ 0,Nµ σ , ενώ για την παράµετρο 

της διασποράς επιλέγουµε την 2 ~ (0.01,0.01)IGσ  και για τα δύο µοντέλα. Για την εκ 

των προτέρων µέση τιµή επιλέξαµε m% =0 αφού έχουµε ισχυρές πεποιθήσεις ότι αυτή 

είναι η τιµή της µέσης τιµής της διαφοράς των παρατηρήσεων Η0: µ=0 και C=10 (ίσο 

µε το µέγεθος του δείγµατος) ως αρκετά µεγάλη τιµή. Επιπλέον για την παράµετρο σ2 

επιλέξαµε µικρές τιµές των µε α, b ( 0.01a b= = ), ώστε να εξασφαλίσουµε µη 

πληροφοριακή κατανοµή (µεγάλη διασπορά). 

 
 

 

 

 

 

 

∆ιάγραµµα 3.23: Το ιστόγραµµα και το Normal Q-Q plot της διαφοράς των παρατηρήσεων του παρ. 
3.6. 

 

Τα αποτελέσµατα του ελέγχου, παρουσιάζονται στον πίνακα 3.7 όπως 

υπολογίστηκαν από τη ρουτίνα bayesnormal.pairedtest2 (βλ. παράρτηµα σελ. 157) 

στο S-Plus. Ο παράγοντας Bayes είναι 
( )
( )

0

1

|
|

f m
f m

y
y

 = 0.06 < 1 (αντίστοιχη εκ των 

υστέρων πιθανότητα του µοντέλου m0 0.06) άρα υπάρχει θετική ένδειξη υπέρ του 

µοντέλου της εναλλακτικής υπόθεσης m1. Άρα οι µέσες τιµές των συγκεντρώσεων των 

ασθενών µετά τη λήψη της ασπιρίνης Α, διαφέρουν από τις τιµές που παρατηρήθηκαν 

µετά τη λήψη της ασπιρίνης Β. Οι εκ των υστέρων κατανοµές που δίνονται από το 

θεώρηµα του Bayes (βλ. πίνακα 3.8) είναι ( )10.02| ~ 3.27,  0.944d tµ d , µε 95% 

Normal Q-Q Plot of D
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διάστηµα αξιοπιστίας [1.17 , 5.37] και 2 | ~ (5.01,49.1)IGσ d , µε 95% διάστηµα 

αξιοπιστίας [4.79 , 30.14].  
∆εδοµένου ότι η εκ των προτέρων κατανοµή που επιλέξαµε για την 

παράµετρο µd είναι δεσµευµένη ως προς την άγνωστη παράµετρο σ2, είναι 

προτιµότερο για τη γραφική της παράσταση να υπολογιστεί η αντίστοιχη κατανοµή 

που είναι ανεξάρτητη της διασποράς. Ολοκληρώνοντας την από κοινού εκ των 

προτέρων κατανοµή των δύο παραµέτρων ( )2,df µ σ  ως προς σ2, καταλήγουµε στην 

εκ των προτέρων κατανοµή της µ, 2~ ,d a
C bt m
n a

µ ⎛ ⎞⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠%

. Στο γράφηµα 3.24.α, 

παρουσιάζονται τα γραφήµατα της εκ των προτέρων ( )0.02~ 0,1d tµ  (θέτουµε m
%

=0, 

C=n=10, α=b=0.01) και εκ των υστέρων ( )10.02| ~ 3.27,  0.944d tµ d  κατανοµής της 

dµ  και στο 3.25.β, τα αντίστοιχα γραφήµατα για την παράµετρο σ2. Εναλλακτικά, 

παρουσιάζουµε το διάγραµµα 3.25, όπου φαίνεται το γράφηµα της από κοινού εκ των 

προτέρων κατανοµής των παραµέτρων µd και σ2. 

Στη συνέχεια, εξετάσαµε την ευαισθησία του παράγοντα Bayes για τιµές του 

C πολύ µικρότερες έως πολύ µεγαλύτερες του µεγέθους του δείγµατος, µε τη βοήθεια 

της ρουτίνας plotbf7 (βλ. παράρτηµα σελ. 159). Στο διάγραµµα 3.26, παρουσιάζεται 

το γράφηµα του λογάριθµου του παράγοντα Bayes και της εκ των υστέρων 

πιθανότητας του µοντέλου m0 για τις τιµές του C από 1 ως 100 (δηλαδή 1 έως n2). 

Παρατηρούµε, το εύρος των τιµών του  λογάριθµου είναι (-2.76 , -1.44) και της εκ 

των υστέρων πιθανότητας του m0 (0.06 , 0.19). Όλες οι τιµές του λογάριθµου είναι 

µικρότερες του µηδενός (αντίστοιχα, της εκ των υστέρων πιθανότητας του µοντέλου 

m0 µικρότερες του 0.5) οπότε, υποστηρίζεται το µοντέλο της εναλλακτικής υπόθεσης 

για όλες τις τιµές του C που δοκιµάσαµε. 
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∆ιάγραµµα 3.24: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της εκ των προτέρων και εκ των υστέρων 
κατανοµής α) του µέσου  β) της διασποράς, αντιστοίχως.  

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∆ιάγραµµα 3.25: Από κοινού εκ των προτέρων  κατανοµή των µd, σ2. 
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∆ιάγραµµα 3.26: ∆ιαγράµµατα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του (α) log-BF και (β) της εκ των 
υστέρων πιθανότητας µοντέλου m0  σε σχέση µε το C (1< C < 100). 

 
 
 
 
 
 

 

Παράδειγµα 3.7: Νάτριο και πίεση αίµατος 

Σκοπός µίας έρευνας ήταν να εξεταστεί αν η ελάττωση του νατρίου µπορεί να 

προκαλέσει µείωση της πίεσης του αίµατος. ∆εν είναι όµως εφικτός ο περιορισµός 

του νατρίου για µεγάλα χρονικά διαστήµατα, για αυτό χρησιµοποιείται µερικές φορές 

διαιτητική παρακολούθηση σε ειδικά γκρουπ. Μία οµάδα 8 ατόµων εισήχθη σε ένα 

τέτοιο γκρουπ και καταγράφηκαν οι συγκεντρώσεις του ουρικού νατρίου κατά την 

εισαγωγή τους, καθώς και µία εβδοµάδα αργότερα, (Rosner, 1995). Στον πίνακα 3.5, 

εµφανίζονται τα αποτελέσµατα του ουρικού νατρίου. 
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Person Week 0 

(baseline)  Week 1 

1 7.85 9.59 

2 12.03 34.50 

3 21.84 4.55 

4 13.94 20.78 

5 16.68 11.69 

6 41.78 32.51 

7 14.97 5.46 

8 12.07 12.95 

Πίνακας 3.5: Τα αποτελέσµατα ουρικού νατρίου 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 

∆ιάγραµµα 3.27: Το ιστόγραµµα και το Normal Q-Q plot της διαφοράς των παρατηρήσεων του παρ. 3.7 
 

 

Θέλουµε να εξετάσουµε αν οι µέσες τιµές των συγκεντρώσεων του ουρικού 

νατρίου διαφέρουν πριν και µετά τη διαιτητική παρακολούθηση µίας εβδοµάδας. Οι 

δύο οµάδες παρατηρήσεων, αναφέρονται στις ίδιες δειγµατικές µονάδες, οπότε θα 

εφαρµοστεί το αντίστοιχο κατά ζεύγη τεστ της Μπεϋζιανής συµπερασµατολογίας. 

Από το q-q plot και το ιστόγραµµα της διαφοράς των τιµών των δύο οµάδων 

παρατηρήσεων, του διαγράµµατος 3.27, θεωρούµε κανονική την κατανοµή των 
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διαφορών ( )2~ ,i dd N µ σ . Θα ελέγξουµε αν η µέση τιµή της διαφοράς των 

παρατηρήσεων διαφέρει από το µηδέν.  

Όµοια µε το προηγούµενο παράδειγµα, για την παράµετρο µd του µοντέλου 

της εναλλακτικής υπόθεσης επιλέγουµε την εκ των προτέρων κατανοµή 

( )2~ 0,d Nµ σ , δηλαδή θεωρήσαµε m
%

=0 (ως πιο πιθανή τιµή) και C=8 ως αρκετά 

µεγάλη τιµή. Για την παράµετρο της διασποράς επιλέγουµε µικρές τιµές για τις 

παραµέτρους α, b, 2 ~ (0.01,0.01)IGσ . 

Στον πίνακα 3.7, (σελ. 71) παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του παραπάνω 

ελέγχου, όπως υπολογίστηκαν από την ρουτίνα bayesnormal.pairedtest2 (βλ. 

παράρτηµα σελ. 157) στο S-Plus. Ο παράγοντας Bayes είναι 
( )
( )

0

1

|
|

f m
f m

y
y

 = 2.89 > 1, 

αντίστοιχα η εκ των υστέρων πιθανότητα του µοντέλου m0 είναι 0.74, άρα υπάρχει 

θετική ένδειξη υπέρ του µοντέλου της µηδενικής υπόθεσης. Οι µέσες τιµές των 

συγκεντρώσεων του ουρικού νατρίου δε διαφέρουν σηµαντικά πριν και µετά τη 

διαιτητική παρακολούθηση µίας εβδοµάδας. Εποµένως, η διαιτητική παρακολούθηση 

για µία εβδοµάδα δεν προκαλεί περιορισµό του νατρίου και κατ’ επέκταση µείωση 

της πίεσης του αίµατος. Η εκ των υστέρων κατανοµή για την παράµετρο σ2 που 

δίνεται από το θεώρηµα του Bayes (βλ. πίνακα 3.8) είναι 2 | ~ (4.01,527.86)IGσ d , 

95% διάστηµα αξιοπιστίας [60.11 , 482.09]. Στο διάγραµµα 3.28, εµφανίζονται οι 

κατανοµές πυκνότητας πιθανότητας της εκ των προτέρων και της εκ των υστέρων 

πληροφορίας. 

Στο διάγραµµα 3.29, παρουσιάζονται η διακύµανση των τιµών του 

λογάριθµου του παράγοντα Bayes και της εκ των υστέρων πιθανότητας του µοντέλου 

m0 για τις τιµές του C από 1 ως 100, έγινε εφαρµογή της ρουτίνας plotbf7 (βλ. 

παράρτηµα σελ. 159). Παρατηρούµε, το εύρος των τιµών του λογάριθµου είναι (0.33 

, 2.27) και της εκ των υστέρων πιθανότητας του m0 (0.58 , 0.91). Όλες οι τιµές του 

λογάριθµου είναι µεγαλύτερες του 0 (αντίστοιχα, της εκ των υστέρων πιθανότητας 

του µοντέλου m0 µεγαλύτερες του 0.5) οπότε, υποστηρίζεται το µοντέλο της αρχικής 

υπόθεσης για όλες τις τιµές του C.  

 

 



 66

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∆ιάγραµµα 3.28: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της εκ των προτέρων και εκ των υστέρων 
κατανοµής της διασποράς. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 

 
∆ιάγραµµα 3.29: ∆ιαγράµµατα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του (α) log-BF και (β) της εκ των 

υστέρων πιθανότητας µοντέλου m0  σε σχέση µε το C ( 1< C < 100). 
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Παράδειγµα 3.8: Συµφωνία γιατρών 

 

Σκοπός µίας προοπτικής έρευνας, ήταν να εξεταστεί η κλινική συµφωνία 

µεταξύ διαφορετικών γιατρών στη διάγνωση της λεµφαδενοπάθειας (generalized 

lymphadenopathy). Στην έρευνα συµµετέχουν 32 τυχαία επιλεγµένοι οµοφυλοφιλικοί 

άντρες που έχουν AIDS ή έχουν συσχετιστεί µε άτοµα που πάσχουν από AIDS, 

(Rosner, 1995). Ο συνολικός αριθµός των ψηλαφηθέντων λεµφοκυττάρων που 

διέγνωσαν 2 γιατροί, παρουσιάζονται στον πίνακα 3.6. 

 

 

 

Patient Doctor A  Doctor B Patient Doctor A Doctor B 

1 4 1 17 4 1 

2 17 9 18 12 9 

3 3 2 19 10 7 

4 11 13 20 9 11 

5 12 9 21 5 0 

6 5 2 22 3 0 

7 5 6 23 12 12 

8 6 3 24 5 1 

9 3 0 25 13 9 

10 5 0 26 12 6 

11 9 6 27 6 9 

12 1 1 28 19 9 

13 5 4 29 8 4 

14 8 4 30 15 9 

15 7 7 31 6 1 

16 8 6 32 5 4 

Πίνακας 3.6: Αριθµός των ψηλαφηθέντων λεµφοκυττάρων για κάθε γιατρό 
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∆ιάγραµµα 3.30: Το ιστόγραµµα και το Normal q-q plot της διαφοράς των παρατηρήσεων του παρ. 3.8. 

 

 

Θέλουµε να ελέγξουµε αν υπάρχει συστηµατική διαφορά ανάµεσα στις 

διαγνώσεις των δύο γιατρών. Οι δύο οµάδες παρατηρήσεων, αναφέρονται στις ίδιες 

δειγµατικές µονάδες, οπότε υπολογίζοντας τις διαφορές τους αναγάγετε σε πρόβληµα 

ενός πληθυσµού για τον οποίο θα ελέγξουµε αν η µέση τιµή του διαφέρει από το 

µηδέν. Από το q-q plot και το ιστόγραµµα της διαφοράς των τιµών των δύο οµάδων 

παρατηρήσεων, του διαγράµµατος 3.30, θεωρούµε κανονική την κατανοµή των 

διαφορών ( )2~ ,i dd N µ σ .  

Στο µοντέλο της µηδενικής υπόθεσης, για την παράµετρο σ2 επιλέγουµε την 

εκ των προτέρων κατανοµή 2 ~ (0.01,0.01)IGσ , ενώ στο µοντέλο της εναλλακτικής 

υπόθεσης, για τις παραµέτρους µd, σ2 επιλέγουµε τις εκ των προτέρων κατανοµές 

( )2~ 0,d Nµ σ  και 2 ~ (0.01,0.01)IGσ . Θεωρήσαµε m
%

=0 ως πιο πιθανή τιµή, C=32 

ως αρκετά µεγάλη τιµή και πολύ µικρές τιµές για τα α, b. 

Στον πίνακα 3.7 (σελ. 71), παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του παραπάνω 

ελέγχου, όπως υπολογίστηκαν από τη ρουτίνα bayesnormal.pairedtest2 (βλ. 

παράρτηµα σελ. 162) στο S-Plus. Ο παράγοντας Bayes είναι ( )
( )

0

1

|
|

f m
f m

y
y

 = 1.69 ⋅10-4 < 

1 άρα υπάρχει κατηγορηµατική ένδειξη ότι υποστηρίζεται το µοντέλο της 

εναλλακτικής υπόθεσης. Ο µέσος αριθµός των ψηλαφηθέντων λεµφοκυττάρων που 
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διέγνωσε ο γιατρός Α διαφέρει από αυτόν που διέγνωσε ο γιατρός Β. Συγκεκριµένα, 

στον πίνακα 3.8 παρατηρούµε ότι η εκ των υστέρων κατανοµή για τη µέση τιµή της 

διαφοράς των παρατηρήσεων των δύο γιατρών εκτιµάται ( )32.02| ~ 2.67,  0.242d tµ d , 

µε 95% διάστηµα αξιοπιστίας [1.66 , 3.67] και για τη διασπορά 
2 | ~ (16.01,127.68)IGσ d , µε 95% διάστηµα αξιοπιστίας [5.16 , 13.95].  

Στο διάγραµµα 3.31.α, παρουσιάζονται τα γραφήµατα της εκ των προτέρων 

( )0.02~ 0,1d tµ  και εκ των υστέρων κατανοµής της µd ( )32.02| ~ 2.67,  0.242d tµ d  και 

στο 3.31.β, τα αντίστοιχα γραφήµατα για την παράµετρο σ2. Εναλλακτικά, 

παρουσιάζουµε το διάγραµµα 3.32, όπου φαίνεται το γράφηµα της από κοινού εκ των 

προτέρων κατανοµής των παραµέτρων µd και σ2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

∆ιάγραµµα 3.31: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της εκ των προτέρων και εκ των υστέρων 
κατανοµής α) του µέσου  β) της διασποράς, αντιστοίχως. 

 

Επιπλέον, εξετάσαµε την ευαισθησία του παράγοντα Bayes για διάφορες τιµές 

του C, (ρουτίνα plotbf7 βλ. παράρτηµα σελ. 159). Στο διάγραµµα 3.33, 

παρουσιάζονται τα γραφήµατα του λογάριθµου του παράγοντα Bayes για τις τιµές 

του C από 1 ως 1000 (δηλαδή 1 έως n2). Παρατηρούµε, το εύρος των τιµών του 

λογάριθµου είναι (-8.688 , -4.194), δηλαδή σε όλες τις τιµές του C αντιστοιχούν 

αρνητικές τιµές του λογάριθµου οπότε, υποστηρίζεται το µοντέλο της εναλλακτικής 

υπόθεσης για κάθε τιµή.  
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∆ιάγραµµα 3.32: Από κοινού εκ των προτέρων  κατανοµή των µd, σ2. 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
∆ιάγραµµα 3.33: ∆ιάγραµµα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του  log-BF σε σχέση µε το C                      

( 1< C < 1000). 
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     Ένδειξη έναντι της 
 BF01 log(BF01) 1/ BF01 f(m0|y) Η1 Η0 
Παρ. 3.6 0.064 -2.75 15.65 0.06  Θετική
Παρ. 3.7 2.89 1.06 0.35 0.74 Θετική 
Παρ. 3.8 1.69 ⋅10-4 -8.69 5.93 ⋅103 1.69 ⋅10-4  Κατηγ.

Πίνακας 3.7: Συνοπτικός πίνακας εκ των υστέρων ανάλυσης για τα παρ. 3.6 - 3.8 
BF: Παράγοντας Bayes για τη σύγκριση του m0 έναντι του m1, log(BF): Λογάριθµος του παράγοντα 

Bayes, 1/BF: Παράγοντας Bayes για τη σύγκριση του m1 έναντι του m0, f(m0|y): Εκ των υστέρων 
πιθανότητα του µοντέλου 

 

 
 

 µd σ2|m0 σ2|m1 
 ′m%  σ' α' b' α' b' 
Παρ. 3.6 3.27 0.944 5.01 108.01 5.01 49.10 
Παρ. 3.7 1.01 3.81 4.01 527.86 4.01 523.23 
Παρ. 3.8 2.67 0.492 16.01 245.01 16.01 127.68 

Πίνακας 3.8: Εκτιµήσεις των παραµέτρων των παρ. 3.6 – 3.8 
′m% , σ' εκ των υστέρων µέσος και σταθερή απόκλιση της παραµέτρου µ, α', b': παράµετροι της εκ των 

υστέρων γάµµα κατανοµής της παραµέτρου τ=1/σ2. 
 
 

 
3.3 Σύγκριση αποτελεσµάτων στατιστικών τεστ και Μπεϋζιανών 

Θέλοντας να γίνει µια σύγκριση µεταξύ αποτελεσµάτων των τεστ 

σηµαντικότητας και των εκ των υστέρων πιθανοτήτων για τον έλεγχο υποθέσεων 

παρουσιάζεται ο πίνακας 3.4. Στον πίνακα αυτό συνοψίζονται οι τιµές του παράγοντα 

Bayes που υπολογίσαµε στα προηγούµενα παραδείγµατα και στη διπλανή στήλη 

βλέπουµε τα αποτελέσµατα που θα είχαµε αν είχαµε εργαστεί µε τα τεστ 

σηµαντικότητας. Παρατηρούµε ότι υπάρχει µια συµφωνία µεταξύ των 

αποτελεσµάτων των δύο τεστ. Επιπλέον, παρατηρούµε ότι στις περιπτώσεις που ο 

παράγοντας Bayes καταδεικνύει κατηγορηµατική ένδειξη έναντι του µοντέλου της 

µηδενικής υπόθεσης (παραδείγµατα 3.2 και 3.8) τότε το αντίστοιχο p-value που 

υπολογίζουν τα τεστ σηµαντικότητας είναι πολύ µικρό. Όταν ο παράγοντας Bayes 

παίρνει µικρότερες τιµές καταδεικνύοντας ισχυρή (παραδείγµατα 3.1, 3.4 και 3.5) ή 

θετική ένδειξη (παραδείγµατα 3.6 και 3.7) έναντι κάποιου µοντέλου τότε και οι τιµές 

του p-value υποστηρίζουν το ίδιο µοντέλο. Στο παράδειγµα 3.3 όπου BF=1.28 

συµπεραίνουµε ότι υπάρχει µια µικρή ένδειξη υπέρ του µοντέλου της µηδενικής 

υπόθεσης, αντίστοιχα υπολογίζεται p-value= 0.228. 
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 BF01 p-value
Παρ. 3.1 23.23 0.446
Παρ. 3.2 3.57 ⋅10-172 < 0.001
Παρ. 3.3 1.28 0.228
Παρ. 3.4 0.047 0.003
Παρ. 3.5 0.009 < 0.001
Παρ. 3.6 0.064 0.005
Παρ. 3.7 2.896 0.799
Παρ. 3.8 1.69 ⋅10-4 < 0.001

Πίνακας 3.9: Τα αποτελέσµατα των τεστ σηµαντικότητας και Μπεϋζιανών ελέγχων. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4                                                                                       

Έλεγχοι Υποθέσεων δύο Πληθυσµών 

 
 

4.1 Έλεγχοι υποθέσεων για δύο ανεξάρτητους πληθυσµούς. 
 

4.1.1 Έλεγχος υποθέσεων ισότητας διασπορών δύο πληθυσµών κανονικής κατανοµής 

Θεωρούµε δύο τυχαία δείγµατα κανονικής κατανοµής, 2
1 1 1~ ( , )iy N µ σ  και 

2
2 2 2~ ( , )iy N µ σ  πλήθους 1n  και 2n , αντίστοιχα για τα οποία θα ελέγξουµε την 

ισότητα των διασπορών τους. ∆ηλαδή: 

 H0 : 2 2 2
1 2σ σ σ= =   έναντι H1 : 2 2

1 2σ σ≠  (4.1) 

Τα µοντέλα που αντιστοιχούν σε κάθε υπόθεση του παραπάνω ελέγχου είναι: 

 0 :m ( )
( )

2
1 1

2
2 2

~ ,

~ ,

y N

y N

µ σ

µ σ
 και 1 :m ( )

( )

2
1 1 1

2
2 2 2

~ ,

~ ,

y N

y N

µ σ

µ σ
 (4.2) 

Οι εκ των προτέρων κατανοµές των παραµέτρων κάθε µοντέλου, επιλέγονται 

σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα των πλασµατικών δεδοµένων (Παράρτηµα Α, σελ 

143). Έτσι, στο µοντέλο της µηδενικής υπόθεσης, για την άγνωστη παράµετρο µ1 

επιλέγουµε  την κανονική κατανοµή για να περιγράψει την εκ των προτέρων 

πληροφορία, µε µέση τιµή 1m
%

 και διασπορά 2

1

C
n
σ  ανάλογη της διασποράς του 

δείγµατος σ2. Υπενθυµίζουµε ότι η σταθερά C δηλώνει το βαθµό που πιστεύουµε ή 

εµπιστευόµαστε τα πλασµατικά δεδοµένα και µπορεί να πάρει τιµές από 1,…,n1+n2. 

Όµοια επιλέγεται η αντίστοιχη κατανοµή για την µ2, οπότε 2
1 1

1

~ , CN m
n

µ σ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠%

, 

2
2 2

2

~ , CN m
n

µ σ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠%

. Για την παράµετρο σ2 επιλέγουµε την αντίστροφη γάµµα 

κατανοµή 
*2 *2

2 1 2 1 1 2 21~ ,
2 2 2

n n n S n SIG a b
C C

σ
⎛ ⎞+ +

+ + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ή ισοδύναµα επιλέγουµε για 
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την παράµετρο της ακρίβειας τ = σ-2 τη γάµµα κατανοµή. Όπου *2 *2
1 2,S S  είναι οι 

δειγµατικές διασπορές των πλασµατικών δεδοµένων, (βλ. παράρτηµα Α) Οι 

συναρτήσεις πιθανοφάνειας δίνονται από τον τύπο:  

 
( )2

2 1
0 2( | , , ) exp , 1, 2

2

jn

ji j
i

j j

y
f y m j

µ
µ σ

σ
=

⎛ ⎞
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⎜ ⎟∝ − =
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⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
  (4.3) 

Εφαρµόζοντας το θεώρηµα του Bayes, 
2 2 2( | ) ( | ) ( )f f fσ σ σ∝µ, y y µ, µ, , όπου µ=(µ1,µ2) υπολογίζονται οι εκ των 

υστερών πληροφορίες για τις παραµέτρους: 

( ) ( ) ( ) ( )

1 2
1 2

2 2 *2 *2
2 21 1 1 2 2 2 1 1 2 2
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Στο µοντέλο της εναλλακτικής υπόθεσης, για τις παραµέτρους µ1, µ2 

επιλέγουµε  τις εκ των προτέρων κατανοµές όµοιες µε αυτές που επιλέξαµε στο m0 µε 

τη διαφορά ότι η εκ των προτέρων διασπορά είναι ανάλογη της σ1
2 και σ2

2 

αντίστοιχα, δηλαδή 2
1 1 1

1

~ , CN m
n

µ σ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠%

, 2
2 2 2

2

~ , CN m
n

µ σ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠%

. Για τις παραµέτρους 

των διασπορών επιλέγουµε την αντίστροφη γάµµα κατανοµή για τις εκ των προτέρων 

κατανοµές, 
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. Οι 

συναρτήσεις πιθανοφάνεια του µοντέλου είναι: 
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Μέσω του θεωρήµατος του Bayes, ( | ) ( | ) ( )f f f∝2 2 2µ,σ y y µ,σ µ,σ , 

όπου µ=(µ1,µ2) και σ2=(σ1
2,σ2

2) υπολογίζονται οι εκ των υστερών πληροφορίες για τις 

παραµέτρους: 
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Παράγοντας Bayes:   
Εφαρµόζοντας τον τύπο (2.2) υπολογίζεται ο παράγοντας Bayes για τη 

σύγκριση του m0 έναντι του m1: 
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∆ιερευνώντας τον τύπο που υπολογίζει τον παράγοντα Bayes παρατηρούµε 

ότι εξαρτάται από: 

• την τετραγωνική απόσταση της εκτίµησης µέγιστης πιθανοφάνειας κάθε 

δείγµατος από τον αντίστοιχο εκ των προτέρων µέσο, χωριστά. 

• την τετραγωνική απόσταση των δεδοµένων από τον αντίστοιχο δειγµατικό µέσο. 
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Επιπλέον, παρατηρούµε ότι η τιµή του παράγοντα Bayes εξαρτάται από το µέγεθος 

του δείγµατος που έχουµε επιλέξει για την ανάλυση µας, καθώς και από τις τιµές των 

παραµέτρων C, α, b. δηλαδή τη διασπορά που επιλέξαµε για την εκ των προτέρων 

κατανοµή.  

Στην περίπτωση που χρησιµοποιούµε µεγάλη τιµή για το C και πολύ µικρές 

τιµές για τα α, b τότε αυξάνεται η τιµή του παράγοντα Bayes, δηλαδή να υποστηρίζει 

το µοντέλο της µηδενικής υπόθεση πιο ισχυρά, (καθώς C →∞  και 

, 0a b → BF⇒ →∞ ). Παρατηρούµε ότι θέτοντας C →∞  και , 0a b →  

επιτυγχάνουµε µεγάλη εκ των προτέρων διασπορά για τις παραµέτρους των 

υποθέσεων που ελέγχουµε, εδώ για τις διασπορές, µε αποτέλεσµα πολύ µεγάλη τιµή 

του παράγοντα Bayes. Αυτό αναφέρεται στη βιβλιογραφία ως το παράδοξο του 

Lindley-Bartlett αφού η Μπεϋζιανή ανάλυση οδηγεί σε ένδειξη υπέρ της µηδενικής 

υπόθεσης σε αντίθεση µε τα τεστ σηµαντικότητας που δείχνουν ένδειξη έναντι σε 

αυτή.  

 
 
 
 
 
Παράδειγµα 4.1: Προσοµοιωµένα δεδοµένα (3) 

Προσοµοιώνουµε 1000 παρατηρήσεις ( )1iy  κανονικής κατανοµής µε µέση 

τιµή 3, τυπική απόκλιση 8 και 800 παρατηρήσεις ( )2iy  µε µέση τιµή 7, τυπική 

απόκλιση 10. Θα γίνει ο έλεγχος της ισότητας των διασπορών των δύο δειγµάτων. 

Στο διάγραµµα 4.1, δίνονται τα διαγράµµατα πυκνότητας και τα ιστογράµµατα των 

µεταβλητών. Για κάθε σύνολο παρατηρήσεων θεωρούµε 2
1 1 1~ ( , )iy N µ σ , 

2
2 2 2~ ( , )iy N µ σ , οπότε: 

H0 : 2 2 2
1 2σ σ σ= =   έναντι H1 : 2 2

1 2σ σ≠  

Τα συγκρινόµενα µοντέλα δίνονται από τον τύπο 4.2. Στο µοντέλο m0, για 

άγνωστες παραµέτρους µ1, µ2, σ2, επιλέγουµε για την εκ των προτέρων πληροφορία 

τις κατανοµές ( )2
1 ~ 0,1.8Nµ σ⋅ , ( )2

2 ~ 0,2.25Nµ σ⋅ , ( )2 ~ 1.01,0.51IGσ . Όµοια 

στο µοντέλο m1, για τις άγνωστες παραµέτρους µ1, µ2, σ1
2, σ2

2, επιλέγουµε για την εκ 

των προτέρων πληροφορία τις κατανοµές ( )2
1 1~ 0,1.8Nµ σ⋅ , ( )2

2 2~ 0,2.25Nµ σ⋅ , 
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( )2
1 ~ 0.79,0.29IGσ , ( )2

2 ~ 0.73,0.23IGσ . Και στις δυο περιπτώσεις θεωρήσαµε 

1800C =  ως αρκετά µεγάλη τιµή, 0.01a b= =  ως αρκετά µικρές τιµές και αυθαίρετα 
*2 *2
1 2 1S S= =  όπως εξηγούµε στο Παράρτηµα Α. 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

   

 

 

 

 

 
 

 
 
 

 
 

 
 

 
 
 

 
 

∆ιάγραµµα 4.1: α) ∆ιαγράµµατα πυκνότητας β), γ) Ιστογράµµατα των 
παρατηρήσεων y1, y2 του παραδείγµατος 4.1 

 

Στον πίνακα 4.1, παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του ελέγχου, όπως 

υπολογίστηκαν από τη ρουτίνα bayesnormal.var στο S-Plus (βλ. παράρτηµα σελ. 

167). Ο παράγοντας Bayes είναι Bf = ( )
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 = 7.68 ⋅10-8 < 1 άρα υπάρχει 
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διασπορές των δύο κατανοµών δε µπορούν να θεωρηθούν ίσες. Οι εκ των υστέρων 

κατανοµές που δίνονται από το θεώρηµα του Bayes (βλ. πίνακα 4.2) είναι:  

( )-5
1  1001.6| ~ 3.05,2.07 10tµ ⋅y , ( )-5

2 801.5| ~ 6.66,3.31 10tµ ⋅y , ( )2
1 ~ 500.79,10.38IGσ  

και ( )2
2 ~ 400.73,10.60IGσ . 

 
 
 

 
 BF01 log(BF01) 1/ BF01 f(m0|y) Ε.ε.Η1 Ε.ε.Η0 
Παρ. 4.1 7.68*10-8 -16.38 1.3*107 7.68*10-8  Κατηγορηµατική

Πίνακας 4.1: Αποτελέσµατα του ελέγχου ισότητας διασπορών του παρ. 4.1 
BF01: Παράγοντας Bayes, log(BF01): Λογάριθµος του παράγοντα Bayes, 1/ BF01: Αντίστροφος του 

παράγοντα Bayes, f(m0|y): Εκ των υστέρων πιθανότητα του µοντέλου m0. 

 
 
 
 

 m0 m1 

 m' σ' m' σ' 
µ1 
µ2 

3.05 
5.33 

0.0035
0.0039

3.05 
6.66 

0.0045
0.0057

 α' b' 
σ2 
σ1

2 
σ2

2 

900.01 
500.79 
400.73 

11.19 
10.38 
10.60 

Πίνακας 4.2: Εκτιµήσεις των παραµέτρων του παρ. 4.1 
m': Εκ των υστερών µέσος του µ, σ': Εκ των υστερών σταθερή απόκλιση του µ, α': εκ των υστερών άλφα 

και b': εκ των υστέρων βήτα 

 

 

Στο διάγραµµα 4.2, εµφανίζονται οι κατανοµές πυκνότητας πιθανότητας της 

εκ των προτέρων και της εκ των υστέρων πληροφορίας των διασπορών των δύο 

κατανοµών. Στο διάγραµµα 4.3, παρουσιάζεται γραφικά η από κοινού εκ των 

προτέρων κατανοµή των παραµέτρων µ1, σ1
2 και µ2, σ2

2. 

Στη συνέχεια ελέγξαµε την ευαισθησία του παράγοντα Bayes για διάφορες 

τιµές των παραµέτρων α, b. Στο διάγραµµα 4.4, παρουσιάζεται η γραφική παράσταση 

του λογάριθµου του παράγοντα Bayes για τιµές των α, b από 10-10 εώς 6 και C=1800. 

Οι τιµές των α,b µικρότερες από 5.34, αντιστοιχούν σε τιµές του παράγοντα Bayes 

µικρότερες της µονάδας, δηλαδή είναι το διάστηµα απόρριψης της µηδενικής 
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υπόθεσης. Με άλλα λόγια για τιµές των α, b µεγαλύτερες του 5.34 δεν απορρίπτουµε 

τη µηδενική υπόθεση.  

Στο διάγραµµα 4.5 βλέπουµε πως κυµαίνονται οι τιµές του παράγοντα Bayes 

όταν η σταθερά C παίρνει τιµές πολύ µικρότερες έως πολύ µεγαλύτερες από το 

άθροισµα των µεγεθών των δειγµάτων (n1+n2). Έτσι θεωρούµε ότι το C παίρνει τιµές 

από 1 έως 21800C =  και ότι 1010a b −= = . Παρατηρούµε ότι και οι τιµές του 

παράγοντα Bayes τείνουν στο άπειρο, καθώς αυξάνονται οι τιµές του C. Το εύρος 

των τιµών του παράγοντα Bayes είναι (3.5 ⋅10-31 , 2.78 ⋅10-6) οπότε, υποστηρίζεται το 

µοντέλο της εναλλακτικής υπόθεσης για όλες τις τιµές του C, που δοκιµάσαµε. 

 

 

 

  

 

 

 

 

 
 
 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

∆ιάγραµµα 4.2: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της εκ των προτέρων και εκ των υστέρων 
κατανοµής α) της διασποράς σ1

2 και β) της σ2
2. 
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∆ιάγραµµα 4.3: Από κοινού εκ των προτέρων κατανοµή των α) µ1 , σ1

2 και β) µ2 , σ2
2 
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∆ιάγραµµα 4.4: ∆ιαγράµµατα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του α) BF και β) log-BF σε σχέση µε τις 
τιµές των α,b (10-10 < α,b < 6).  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

∆ιάγραµµα 4.5: ∆ιάγραµµα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του BF σε σχέση µε το C  
( 1<C<3.3 ⋅ 106 και α ,b=10-10). 
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4.1.2 Έλεγχος υποθέσεων ισότητας των µέσων τιµών δύο πληθυσµών κανονικής 
κατανοµής µε ίσες γνωστές διασπορές. 

 

Θεωρούµε τα τυχαία δείγµατα 
11 11 12 1( , , , )ny y y=y L  και 

22 21 22 2( , , , )ny y y=y L , µεγέθους 1n  και 2n  αντίστοιχα, τα οποία προέρχονται από 

κανονικές κατανοµές µε ίσες και γνωστές διασπορές. Καλούµαστε να ελέγξουµε την 

ισότητα των µέσων τιµών των δύο πληθυσµών. 

 H0 : 1 2µ µ µ= =   έναντι H1 : 1 2µ µ≠  (4.5) 

Τα αντίστοιχα µοντέλα που αντιπροσωπεύουν οι παραπάνω υποθέσεις είναι: 

 m0: 
2

1
2

2

~ ( , )

~ ( , )
i

i

y N

y N

µ σ

µ σ
  και   m1: 

2
1 1

2
2 2

~ ( , )

~ ( , )
i

i

y N

y N

µ σ

µ σ
 (4.6) 

Σύµφωνα µε το κεφάλαιο 1 (ενότητα 1.3.3), η εκ των προτέρων κατανοµή που 

επιλέγουµε για την παράµετρο µ είναι η 2

1 2

~ , CN m
n n

µ σ
⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎝ ⎠%

, όπου το C δηλώνει 

την αβεβαιότητα µας απέναντι στα πλασµατικά δεδοµένα για αυτό της δίνουµε πολύ 

µεγάλες τιµές. Οι αντίστοιχες συναρτήσεις πιθανοφάνειας είναι: 

 
( )2

2 1
0 2( | , , ) exp , 1,2

2

jn

ji
i

j

y
f y m j

µ
µ σ

σ
=

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎜ ⎟∝ − =
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
 (4.7) 

Εφαρµόζοντας το θεώρηµα του Bayes, ( | ) ( | ) ( )f f fµ µ µ∝y y  

υπολογίζεται η εκ των υστέρων πληροφορία της παραµέτρου 

| ~µ y
( )

( ) ( )

1 1 2 2
2

1 2

1 2

,
1 1

n y n y C
m

n n CN
C C n n

σ
+⎛ ⎞

+⎜ ⎟+⎜ ⎟
⎜ ⎟+ + +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

%  ή εναλλακτικά γράφουµε 

| ~µ y ( )2,N m σ ′% . 

Οµοίως οι εκ των προτέρων κατανοµές που επιλέγουµε για τις παραµέτρους 

µ1, µ2 (ενότητα 1.3.5) είναι οι 2
1 1

1

~ , CN m
n

µ σ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠%

 , 2
2 2

2

~ , CN m
n

µ σ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠%

 και οι 

συναρτήσεις πιθανοφάνειας: 
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( )2

2 1
1 2( | , , ) exp , 1,2

2

jn

ji j
i

j j

y
f y m j

µ
µ σ

σ
=

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎜ ⎟∝ − =
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
, (4.8) 

Μέσω του θεωρήµατος του Bayes,  

1 2 1 1 2 2 1 2( , | ) ( | ) ( | ) ( ) ( )f f f f fµ µ µ µ µ µ∝y y y  υπολογίζονται οι εκ των υστερών 

πληροφορίες για τις παραµέτρους:   

 
( )

2
1 1

1
1

| ~ ,
1 1

m y C CN
C C n

σµ
⎛ ⎞+
⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

1y % ,  
( )

2
2 2

2
2

| ~ ,
1 1

m y C CN
C C n

σµ
⎛ ⎞+
⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

2y %   

Ένα 100(1-q)% διάστηµα αξιοπιστίας για κάθε µία από τις παραµέτρους είναι 

το 2qm z σ ′±% , όπου m%  είναι ο εκ των υστέρων µέσος και σ ′  η εκ των υστέρων 

τυπική απόκλιση της αντίστοιχης παραµέτρου. 

 

Παράγοντας Bayes:  
Εφαρµόζοντας τον τύπο (2.2) υπολογίζεται ο παράγοντας Bayes του µοντέλου 

m0 έναντι του m1: 

( )
( )

0

1

|
|

f m
f m

y
y

 =  

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( )( ) ( )2 2 2 2 21 2 1 2 1 2
1 1 1 2 2 2 1 22

1 2 1 2 1 2 1 2

11 exp
2 1

n n n n CnnC y m y m y m y m y y
C n n n n n n n nσ

⎛ ⎞⎡ ⎤+
+ − − − − + − − − + −⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟+ + + + +⎣ ⎦⎝ ⎠% % % %

 

Από τη διερεύνηση του τύπου του παράγοντα Bayes προκύπτει ότι εξαρτάται 

από: 

• την τετραγωνική απόσταση της εκτίµησης µέγιστης πιθανοφάνειας κάθε 

δείγµατος από τον εκ των προτέρων µέσο κάθε υπόθεσης 

•  την τετραγωνική απόσταση των δειγµατικών µέσων 

Επιπλέον, παρατηρούµε ότι η τιµή του παράγοντα Bayes εξαρτάται από το µέγεθος 

των δείγµατων που έχουµε επιλέξει για την ανάλυση µας, καθώς και από την τιµή της 

σταθεράς C, δηλαδή τη διασπορά που επιλέξαµε για την εκ των προτέρων κατανοµή. 

Στην περίπτωση τα δείγµατα έχουν πολύ µεγάλο µέγεθος, τότε η τιµή του παράγοντα 

Bayes γίνεται πολύ µικρή, δηλαδή τείνει ασυµπτωτικά (όταν 1 2,n n →∞ ) στο µηδέν. 
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Στην περίπτωση που χρησιµοποιούµε µεγάλη τιµή για το C, δηλαδή µεγάλες 

εκ των προτέρων διασπορές για τις µέσες τιµές, τότε αυξάνεται η τιµή του παράγοντα 

Bayes, δηλαδή υποστηρίζεται πιο ισχυρά το µοντέλο της µηδενικής υπόθεση, (καθώς 

C BF→∞⇒ →∞ ). Αυτή ακριβώς ήταν η παρατήρηση του Shafer σχετικά µε το 

παράδοξο του Lindley όπου ανέφερε ότι όταν η εκ των προτέρων διασπορά είναι 

πολύ µεγαλύτερη της διασποράς του δείγµατος η Μπεϋζιανή ανάλυση οδηγεί σε 

ένδειξη υπέρ της µηδενικής υπόθεσης σε αντίθεση µε τα τεστ σηµαντικότητας που 

δείχνουν ένδειξη έναντι σε αυτή (Shafer, 1982). 

Όταν η τιµή της σταθεράς C γίνει πολύ µικρή ( )0C →  ο παράγοντας Bayes 

παίρνει την τιµή  

BF = ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }2 2 2 2
1 1 1 1 2 2 2 22

1exp
2

n y m y m n y m y m
σ

⎛ ⎞⎡ ⎤− − − − + − − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠% % % %
. 

Όπως θα δούµε στα επόµενα παραδείγµατα τις τιµές των εκ των προτέρων 

µέσων τις αντικαθιστούµε µε την τιµή µηδέν, οπότε σε αυτή την περίπτωση ο 

παράγοντας Bayes παίρνει τιµές πολύ κοντά στη µονάδα. Συνεπώς όταν επιλέγουµε 

πολύ µικρή εκ των προτέρων διασπορά (σχεδόν µηδενική) τότε δε µπορούµε να 

έχουµε σηµαντική ένδειξη υπέρ κάποιου µοντέλου. 

 
 
 
 
 
Παράδειγµα 4.2: Προσοµοιωµένα δεδοµένα (4) 

Προσοµοιώνουµε 300 παρατηρήσεις ( )1iy  κανονικής κατανοµής µε µέση τιµή 

5, τυπική απόκλιση 5 και 150 παρατηρήσεις ( )2iy  µε µέση τιµή 0, τυπική απόκλιση 

5. Θεωρούµε  2
1 1 1~ ( , )iy N µ σ , 2

2 2 2~ ( , )iy N µ σ  για τα σύνολα των δεδοµένων και θα 

ελέγξουµε την ισότητα των µέσων τους. Στο διάγραµµα 4.6 δίνονται τα διαγράµµατα 

πυκνότητας και τα ιστογράµµατα των µεταβλητών. 

Αρχικά, θα ελεγχθεί η ισότητα των διασπορών των δύο δειγµάτων.  

H0 : 2 2 2
1 2σ σ σ= =   έναντι H1 : 2 2

1 2σ σ≠  

Τα συγκρινόµενα µοντέλα του έλεγχου υποθέσεων δίνονται από τον τύπο 4.6. 

Για τις παραµέτρους του µοντέλου της αρχικής υπόθεσης επιλέγουµε τις εκ των 

προτέρων κατανοµές ( )2
1 ~ 0,1.5Nµ σ⋅ , ( )2

2 ~ 0,3Nµ σ⋅ , ( )2 ~ 1.01,0.51IGσ . Οι 
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αντίστοιχες κατανοµές για τις παραµέτρους του µοντέλο της εναλλακτικής υπόθεσης 

είναι οι ( )2
1 1~ 0,1.5Nµ σ⋅ , ( )2

2 2~ 0,3Nµ σ⋅ , ( )2
1 ~ 0.84,0.34IGσ , 

( )2
2 ~ 0.67,0.17IGσ . ∆ηλαδή, επιλέξαµε C=450 ως αρκετά µεγάλη τιµή, α=b=0.01 

ως αρκετά µικρές τιµές και θεωρήσαµε αυθαίρετα *2 *2
1 2 1S S= = . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∆ιάγραµµα 4.6: α) ∆ιαγράµµατα πυκνότητας β), γ) Ιστογράµµατα των y1 και y2 αντίστοιχα για το 
παράδειγµα 4.2 

 

Στον πίνακα 4.3 (σελ. 98), παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του ελέγχου, 

όπως υπολογίστηκαν από τη ρουτίνα bayesnormal.var στο S-Plus (βλ. παράρτηµα 
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σελ. 167). Ο παράγοντας Bayes είναι BF = ( )
( )

0

1

|
|

f m
f m

y
y

 = 75.43 > 1, αντίστοιχα η εκ 

των υστέρων πιθανότητα του µοντέλου m0 είναι 0.987, άρα υπάρχει ισχυρή ένδειξη 

υπέρ του µοντέλου της αρχικής υπόθεσης, δηλαδή οι διασπορές των δύο κατανοµών 

µπορούν να θεωρηθούν ίσες. 

Αναζητώντας µια µη πληροφοριακή εκ των προτέρων κατανοµή στον 

παραπάνω έλεγχο για τις παραµέτρους σ2, σ1
2 και σ2

2 επιλέξαµε τα α = b = 0.01 και 

µεγάλη τιµή για τη σταθερά C=450. Στη συνέχεια, εξετάζουµε την ευαισθησία του 

παράγοντα Bayes ως προς διάφορες τιµές των α, b, µε την εφαρµογή της ρουτίνας 

plotbf5.alpha (βλ. παράρτηµα σελ. 168). Στο διάγραµµα 4.7α, εµφανίζεται γραφικά ο 

λογάριθµος του παράγοντα Bayes για την περίπτωση α = b όταν παίρνουν τιµές από 

10-10 έως 2. Το εύρος των τιµών του λογαρίθµου είναι [4.31 , 7.55], εποµένως 

υποστηρίζεται το µοντέλο της µηδενικής υπόθεσης για όλες τις τιµές των α, b που 

εξετάσαµε. 

Στο διάγραµµα 4.7β, παρουσιάζεται η διακύµανση των τιµών του παράγοντα 

Bayes για τιµές του C από 1 ως 202500 (από 1 έως (n1+n2)2), όταν , 0a β →  και 
*2 *2
1 2 1S S= = . Παρατηρούµε, το εύρος των τιµών του είναι (4.53 ⋅10-3 , 1.37 ⋅103). Το 

διάστηµα των τιµών του C µε τιµές µεγαλύτερες του 2.81  είναι το διάστηµα µη 

απόρριψης της µηδενικής υπόθεσης. Τα γραφήµατα κατασκευάστηκαν µε τη βοήθεια 

της ρουτίνας plotbf5.C (βλ. παράρτηµα σελ. 169). 

Κάτω από την παραδοχή της ισότητας των διασπορών θα εφαρµοστεί ο 

έλεγχος της ισότητας των µέσων των δύο δειγµάτων, όµοια µε αυτόν της ενότητας 

4.1.2.  

H0 : 1 2µ µ µ= =   έναντι H1 : 1 2µ µ≠  

Τα µοντέλα που αντιστοιχούν σε κάθε υπόθεση καθώς και οι συναρτήσεις 

πιθανοφάνειας δίνονται από τους τύπους 4.6, 4.7, 4.8, αντίστοιχα. Για την άγνωστη 

παράµετρος µ, του µοντέλου της αρχικής υπόθεσης επιλέγουµε  για την εκ των 

προτέρων κατανοµή την ( )~ 0, 25Nµ . Οι αντίστοιχες κατανοµές των παραµέτρων 

µ1 και µ2, του µοντέλου της εναλλακτικής υπόθεσης είναι οι ακόλουθες 

( )1 ~ 0,37.5Nµ , ( )2 ~ 0,75Nµ . Θεωρήσαµε και στα δύο µοντέλα C= n1+n2 = 450 

ως αρκετά µεγάλη τιµή και 2 25σ = . 
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∆ιάγραµµα 4.7: ∆ιαγράµµατα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του (α) log-BF σε σχέση µε τα α,b (10-

10<α,b< 2)  και (β) του BF σε σχέση µε το C ( 1< C < 202500). 

 

 
Στον πίνακα 4.4 (σελ. 98) παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του ελέγχου, 

όπως υπολογίστηκαν µε την εφαρµογή της ρουτίνας bayesnormal.2sample.t1 στο S-

Plus (βλ παράρτηµα σελ. 160). Ο παράγοντας Bayes είναι Bf =  ( )
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1.45 ⋅10-19 < 1, υπάρχει κατηγορηµατική ένδειξη έναντι του αρχικού µοντέλου οπότε 

υποστηρίζεται το µοντέλο της εναλλακτικής υπόθεσης. Άρα οι µέσες τιµές των δύο 

κατανοµών δε θεωρούνται ίσες και οι εκ των υστέρων κατανοµές που δίνονται από το 

θεώρηµα του Bayes (βλ. πίνακα 4.5, σελ 98) είναι ( )1 | ~ 4.49,0.083Nµ y , µε 95% 

διάστηµα αξιοπιστίας [3.92 , 5.05] και ( )2 | ~ -0.33,0.166Nµ y  µε αντίστοιχο 

διάστηµα [-1.13 , 0.47]. Στο διάγραµµα 4.8 εµφανίζονται οι κατανοµές πυκνότητας 

πιθανότητας της εκ των προτέρων και της εκ των υστέρων πληροφορίας για κάθε 

παράµετρο. 

Στον παραπάνω έλεγχο, η σταθερά C αντικαταστάθηκε από το άθροισµα του 

µεγέθους των δυο δειγµάτων. Επιπλέον, εξετάσαµε την ευαισθησία των τιµών του 

λογάριθµου του παράγοντα Bayes για διάφορες τιµές του C µε την εφαρµογή της 

ρουτίνας plotbf3 στο S-PLUS (βλ. παράρτηµα σελ. 161). Στο διάγραµµα 4.9, 
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22.92) δηλαδή, όλες οι τιµές του λογάριθµου είναι µικρότερες του µηδενός οπότε 

υποστηρίζεται το µοντέλο της εναλλακτικής υπόθεσης για όλες τις τιµές του C που 

δοκιµάσαµε.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∆ιάγραµµα 4.8:  Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της εκ των προτέρων και εκ των υστέρων 
κατανοµής του µέσου α) µ1 και β) µ2, αντίστοιχα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

∆ιάγραµµα 4.9: ∆ιαγράµµατα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του log-BF σε σχέση µε το C 
(1<C<9 ⋅ 107). 
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Παράδειγµα 4.3: Προσοµοιωµένα δεδοµένα (5) 

Προσοµοιώνουµε 400 παρατηρήσεις ( )1iy  κανονικής κατανοµής µε µέση τιµή 

10, τυπική απόκλιση 17 και 600 παρατηρήσεις ( )2iy  µε µέση τιµή 8, τυπική 

απόκλιση 17. Για κάθε οµάδα παρατηρήσεων θεωρούµε 2
1 1 1~ ( , )iy N µ σ , 

2
2 2 2~ ( , )iy N µ σ  και θα γίνει ο έλεγχος της ισότητας των µέσων τιµών τους.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

 
 

 
 

 
∆ιάγραµµα 4.10: α) ∆ιαγράµµατα πυκνότητας β), γ) Ιστογράµµατα των y1 και y2 αντίστοιχα  για το 

παράδειγµα 4.3  
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Στο διάγραµµα 4.10, παρουσιάζονται τα διαγράµµατα πυκνότητας και τα 

ιστογράµµατα των µεταβλητών. Πριν γίνει ο έλεγχος της ισότητας των µέσων, θα 

εξετάσουµε την ισότητα των διασπορών των δύο κατανοµών. Για αυτόν τον έλεγχο 

στο µοντέλο της αρχικής υπόθεσης (βλέπε τύπο 4.2), επιλέγουµε τις παρακάτω 

κατανοµές να εκφράζουν τις εκ των προτέρων πληροφορίές κάθε ( )2
1 ~ 0,2.5Nµ σ⋅ , 

( )2
2 ~ 0,1.67Nµ σ⋅ , ( )2 ~ 1.01,0.51IGσ . Για το µοντέλο της εναλλακτικής 

υπόθεσης (βλέπε τύπο 4.2), επιλέγουµε για τις εκ των προτέρων πληροφορίες των 

παραµέτρων τις κατανοµές ( )2
1 1~ 0,2.5Nµ σ⋅ , ( )2

2 2~ 0,1.67Nµ σ⋅ , 

( )2
1 ~ 0.71,0.21IGσ , ( )2

2 ~ 0.81,0.31IGσ . ∆ηλαδή επιλέξαµε µια αρκετά µεγάλη 

τιµή για το C=1000, µικρές τιµές για τα α=b=0.01 και αυθαίρετα τιµές για τα 
*2 *2
1 2 1S S= = . 

Στον πίνακα 4.3 (σελ 98), παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του ελέγχου όπως 

υπολογίστηκαν από τη ρουτίνα bayesnormal.var στο S-Plus (βλ. παράρτηµα σελ. 167). 

Ο παράγοντας Bayes είναι BF = ( )
( )

0

1

|
|

f m
f m

y
y

 = 417.61 > 1, αντίστοιχα η εκ των 

υστέρων πιθανότητα του µοντέλου m0 είναι 0.997 άρα υπάρχει κατηγορηµατική 

ένδειξη υπέρ του µοντέλου της αρχικής υπόθεσης, δηλαδή οι διασπορές των δύο 

κατανοµών µπορούν να θεωρηθούν ίσες. 

Στο διάγραµµα 4.11.α, εµφανίζεται γραφικά ο λογάριθµος του παράγοντα 

Bayes για τιµές των α, b από 10-10 έως 2 και C=1000 όπως κατασκευάστηκαν από τη 

ρουτίνα plotbf5.alpha στο S-Plus (βλ. παράρτηµα σελ. 168). Το εύρος των τιµών του 

λογαρίθµου είναι [6.01 , 14.19], εποµένως υποστηρίζεται το µοντέλο της µηδενικής 

υπόθεσης για όλες τις τιµές των α, b που δοκιµάσαµε.  

Στο διάγραµµα 4.11.β, παριστάνεται γραφικά η ευαισθησία του παράγοντα 

Bayes για τιµές του C από 1 ως 106, όταν , 0a β →  και *2 *2
1 2 1S S= = . Παρατηρούµε, 

το εύρος των τιµών του είναι (6.19 , 10838.8). Όλες οι τιµές του είναι µεγαλύτερες 

της µονάδας οπότε, υποστηρίζεται το µοντέλο της αρχικής υπόθεσης για όλες τις 

τιµές του C που εξετάσαµε (ρουτίνα plotbf5.C, παράρτηµα σελ 169).   

Κάτω από την παραδοχή της ισότητας των διασπορών, θα ελεγχθεί η ισότητα 

των µέσων των δύο δειγµάτων, δεδοµένου ότι η διασπορά τους είναι ίση µε σ2=289.  

H0 : 1 2µ µ µ= =   έναντι H1 : 1 2µ µ≠  
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Τα µοντέλα που αντιστοιχούν σε κάθε υπόθεση που καθώς και οι συναρτήσεις 

πιθανοφάνειας δίνονται από τους τύπους 4.6, 4.7, 4.8, αντίστοιχα. Οι εκ των 

προτέρων κατανοµές που επιλέγουµε για τις παραµέτρους κάθε µοντέλου είναι 

( )~ 0, 289Nµ , ( )1 ~ 0,722.5Nµ , ( )2 ~ 0, 481.7Nµ . Θεωρήσαµε εκ των προτέρων 

µέσο για όλες τις κατανοµές το µηδέν, θέσαµε το C=n1+n2=1000 και σ2=289 

δεδοµένου ότι ισχύει η ισότητα των διασπορών.  

Στον πίνακα 4.4 (σελ. 98), παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του ελέγχου, 

όπως υπολογίστηκαν από τη ρουτίνα bayesnormal.2sample.t1 στο S-Plus (βλ 

παράρτηµα σελ. 160). Ο παράγοντας Bayes είναι Bf =  
( )
( )

0

1

|
|

f m
f m

y
y

 = 4.53 > 1, 

αντίστοιχα η εκ των υστέρων πιθανότητα του µοντέλου m0 0.82, οπότε υπάρχει 

θετική ένδειξη έναντι του µοντέλου της εναλλακτικής υπόθεσης. Άρα οι µέσες τιµές 

των δύο κατανοµών θεωρούνται ίσες, οι εκ των υστέρων κατανοµή της παραµέτρου µ 

που δίνεται από το θεώρηµα του Bayes (πίνακας 4.5, σελ 98) είναι 

( )| ~ 8.22,0.288Nµ y , 95% διάστηµα αξιοπιστίας [7.17 ,  9.28]. Στα διάγραµµα 

4.12, εµφανίζονται οι κατανοµές πυκνότητας πιθανότητας της εκ των προτέρων και 

της εκ των υστέρων κατανοµής, αντίστοιχα, της παραµέτρου µ. 

Εξετάσαµε την ευαισθησία του παράγοντα Bayes για διάφορες τιµές του C. 

Στο διάγραµµα 4.13, παρουσιάζεται η διακύµανση των τιµών του παράγοντα Bayes 

και του λογάριθµου του για τιµές του C από 1 ως 106. Το εύρος των τιµών του 

παράγοντα Bayes είναι (0.47 , 142.98) και του λογάριθµου είναι (-0.75 , 4.96). Οι 

τιµές του C από 1 έως 43 αντιστοιχούν σε τιµές του παράγοντα Bayes µικρότερες της 

µονάδας (υποστηρίζεται η εναλλακτική υπόθεση) ενώ οι τιµές του C µεγαλύτερες του 

44 καταδεικνύουν ένδειξη υπέρ της µηδενικής υπόθεσης. Παρατηρούµε ότι όσο οι 

τιµές του C αυξάνεται, δηλαδή αυξάνεται η διασπορά της εκ των προτέρων 

κατανοµής της παραµέτρου µ, τότε υποστηρίζεται πιο ισχυρά το µοντέλο της αρχικής 

υπόθεσης. 
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∆ιάγραµµα 4.11: ∆ιαγράµµατα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του (α) log-BF σε σχέση µε τα α,b       

(10-10<α,b< 2)  και (β) του BF σε σχέση µε το C ( 1< C < 106). 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

∆ιάγραµµα 4.12: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της εκ των προτέρων και της εκ των υστέρων 
κατανοµής του µέσου µ 
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∆ιάγραµµα 4.13: ∆ιαγράµµατα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του (α) BF και (β) του log-BF σε σχέση 
µε το C ( 1< C < 106). 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Παράδειγµα 4.4: Προσοµοιωµένα δεδοµένα (6) 

 
Προσοµοιώνουµε 500 παρατηρήσεις ( )1iy  κανονικής κατανοµής µε µέση τιµή 

12, τυπική απόκλιση 20 και 500 παρατηρήσεις ( )2iy  µε µέση τιµή 9, τυπική 

απόκλιση 20. Στο διάγραµµα 4.14, παρουσιάζονται τα διαγράµµατα πυκνότητας και 

τα ιστογράµµατα των µεταβλητών. 

Οι παρατηρήσεις προέρχονται από κανονικές κατανοµές µε ίσες διασπορές, 

οπότε θεωρούµε 2
1 1 1~ ( , )iy N µ σ , 2

2 2 2~ ( , )iy N µ σ  και θα ελέγξουµε την ισότητα των 

διασπορών των δύο δειγµάτων. 
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∆ιάγραµµα 4.14: α) ∆ιαγράµµατα πυκνότητας β), γ) Ιστογράµµατα των παρατηρήσεων y1 και y2 του 
παραδείγµατος 4.4. 

 
 

Για το µοντέλο της αρχικής υπόθεσης και τις άγνωστες υπό εκτίµηση 

παραµέτρους µ1, µ2, σ2, επιλέγουµε τις παρακάτω εκ των προτέρων κατανοµές 

( )2
1 ~ 0,2Nµ σ⋅ , ( )2

2 ~ 0,2Nµ σ⋅  και 2 ~ (1.01,0.51)IGσ . Στο µοντέλο της 

εναλλακτικής υπόθεσης για τις παραµέτρους µ1, µ2, σ1
2, σ2

2, επιλέγουµε τις εκ των 

προτέρων κατανοµές ( )2
1 1~ 0,2Nµ σ⋅ , ( )2

2 2~ 0,2Nµ σ⋅ , 2
1 ~ (0.76,0.26)IGσ , 
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2
2 ~ (0.76,0.26)IGσ . ∆ηλαδή επιλέξαµε C=1000 ως µια αρκετά µεγάλη τιµή για το, 

µικρές τιµές για τα α=b=0.01 και αυθαίρετα τιµές για τα *2 *2
1 2 1S S= = . 

Στον πίνακα 4.3 (σελ. 98), παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του ελέγχου, 

όπως υπολογίστηκαν από την αντίστοιχη ρουτίνα στο S-Plus (bayesnormal.var). Ο 

παράγοντας Bayes είναι Bf = 
( )
( )

0

1

|
|

f m
f m

y
y

 = 168.39 > 1, αντίστοιχα η εκ των υστέρων 

πιθανότητα του µοντέλου m0 0.994 άρα υπάρχει κατηγορηµατική ένδειξη υπέρ του 

µοντέλου της αρχικής υπόθεσης, δηλαδή οι διασπορές των δύο κατανοµών µπορούν να 

θεωρηθούν ίσες. 

Στο διάγραµµα 4.15.α, εµφανίζεται το γράφηµα της ευαισθησίας του 

λογάριθµου του παράγοντα Bayes όταν τα α, b παίρνουν τιµές από 10-10 έως 6, στην 

περίπτωση όπου α = b. Το εύρος των τιµών του λογαρίθµου είναι [17.99 , 44.59], 

εποµένως υποστηρίζεται το µοντέλο της µηδενικής υπόθεσης για όλες τις τιµές των α, 

b. 

Επιπλέον, θα εξετάσουµε την ευαισθησία των τιµών του παράγοντα Bayes ως 

προς τις τιµές του C. Στο διάγραµµα 4.15.β, παρουσιάζεται ο παράγοντας Bayes για 

τιµές του C από 1 ως 106 (1 έως (n1+n2)2), όταν 1010a β −= =  και *2 *2
1 2 1S S= = . 

Παρατηρούµε, το εύρος των τιµών του είναι (7.98 , 4332.91). Όλες οι τιµές του είναι 

µεγαλύτερες της µονάδας οπότε, υποστηρίζεται το µοντέλο της αρχικής υπόθεσης για 

όλες τις τιµές του C που εξετάσαµε. 

Στη συνέχεια θα εξετάσουµε την ισότητα των µέσων των δύο δειγµάτων. Για 

τις παραµέτρους µ, µ1 και µ2 επιλέγουµε τις εκ των προτέρων κατανοµές σύµφωνα µε 

την ενότητα 1.3.3, δηλαδή ( )~ 0, 400Nµ , ( )1 ~ 0,800Nµ , ( )2 ~ 0,800Nµ . 

Θεωρήσαµε εκ των προτέρων µέσο για όλες τις κατανοµές το µηδέν, θέσαµε το 

C=n1+n2=1000 και σ2=400 δεδοµένου ότι ισχύει η ισότητα των διασπορών.  

Στον πίνακα 4.4, παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του ελέγχου, όπως 

υπολογίστηκαν από την αντίστοιχη ρουτίνα στο S-Plus. Ο παράγοντας Bayes είναι  

BF= ( )
( )

0

1

|
|

f m
f m

y
y

 = 21.25 > 1, υπάρχει ισχυρή ένδειξη έναντι της εναλλακτικής 

υπόθεσης. Άρα οι µέσες τιµές των δύο κατανοµών θεωρούνται ίσες και οι εκ των 

υστέρων κατανοµή της παραµέτρου µ που δίνεται από το θεώρηµα του Bayes (βλ. 

πίνακα 4.5) είναι ( )| ~ 11.21,0.399Nµ y , µε 95% διάστηµα αξιοπιστίας [9.97 , 
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12.45]. Στο διάγραµµα 4.16, εµφανίζονται η κατανοµή πυκνότητας πιθανότητας της 

εκ των προτέρων και της εκ των υστέρων πληροφορίας, αντίστοιχα, για την 

παράµετρο µ. 

 

   

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 

 
 

 
 

∆ιάγραµµα 4.15: ∆ιαγράµµατα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του α) log-BF ως προς τις τιµές των α,b 
(10-10 <α,b <6) και β) του BF σε σχέση µε το C (1 < C < 106). 

 

 

 

 

Στο διάγραµµα 4.17, παρουσιάζεται η ευαισθησία του λογάριθµου του 

παράγοντα Bayes και της εκ των υστέρων πιθανότητας του µοντέλου m0 για τιµές του 

C πολύ µικρότερες έως πολύ µεγαλύτερες του n1+n2, συγκεκριµένα για τιµές του C 

από 1 έως 106. Παρατηρούµε, το εύρος των τιµών του λογάριθµου είναι (0.15 , 6.51) 

και της εκ των υστέρων πιθανότητας του m0 (0.54 , 0.99). Όλες οι τιµές του 

λογάριθµου είναι µεγαλύτερες του 0 (αντίστοιχα, για της εκ των υστέρων 

πιθανότητας του m0 µεγαλύτερες του 0.54) οπότε, υποστηρίζεται το µοντέλο της 

αρχικής υπόθεσης για όλες τις τιµές του C που εξετάσαµε.  
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∆ιάγραµµα 4.16: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της εκ των προτέρων και εκ των υστέρων 

κατανοµής του µέσου µ 
 
 
 

 
  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∆ιάγραµµα 4.17: ∆ιαγράµµατα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του (α) log-BF και (β) της εκ των 
υστέρων πιθανότητας µοντέλου m0  σε σχέση µε το C ( 1< C <106). 
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Πίνακες: 

 
     Ένδειξη έναντι της 
 BF01 log(BF01) 1/ BF01 f(m0|y) Η1 Η0 
Παρ. 4.2 75.43 4.32 0.013 0.987 Ισχυρή  
Παρ. 4.3 417.61 6.03 0.002 0.997 Κατηγορ  
Παρ. 4.4 168.39 5.13 0.006 0.994 Κατηγορ  

Πίνακας 4.3: Τα αποτελέσµατα του έλεγχου της ισότητας διασπορών των παρ. 4.2 - 4.4 
BF01: Παράγοντας Bayes, log(BF01): Λογάριθµος του παράγοντα Bayes, 1/ BF01: Αντίστροφος του 

παράγοντα Bayes, f(m0|y): Εκ των υστέρων πιθανότητα του µοντέλου m0, Ε.ε.Η1: Ένδειξη έναντι της Η1, 
Ε.ε.Η0: Ένδειξη έναντι της Η0. 

 
 
 
 
  Ένδειξη έναντι της 
 BF01 log(BF01) 1/ BF01 f(m0|y) Η1 Η0 
Παρ. 4.2 1.45 ⋅10-19 -43.34 6.9 ⋅1018 1.45 ⋅10-19  Κατηγορ.
Παρ. 4.3 4.53 1.51 0.221 0.82 Θετική  
Παρ. 4.4 21.25 3.06 0.047 0.95 Ισχυρή  

Πίνακας 4.4: Αποτελέσµατα των ελέγχών της ισότητας των µέσων των παρ. 4.2 - 4.4 
BF01: Παράγοντας Bayes, log(BF01): Λογάριθµος του παράγοντα Bayes, 1/ BF01: Αντίστροφος του 

παράγοντα Bayes, f(m0|y): Εκ των υστέρων πιθανότητα του µοντέλου m0, Ε.ε.Η1: Ένδειξη έναντι της Η1, 
Ε.ε.Η0: Ένδειξη έναντι της Η0. 

 
 
 
 

 Παρ. 4.2 Παρ 4.3 Παρ 4.4 
 m%  σ' m%  σ' m%  σ' 

µ 2.88 0.235 8.22 0.537 11.21 0.632 
µ1 4.49 0.288 9.52 0.849 11.78 0.894 
µ2 -0.33 0.408 7.36 0.694 10.65 0.894 

Πίνακας 4.5: Εκ των υστέρων εκτιµήσεις των παραµέτρων των παρ. 4.2 - 4.4 
m': Εκ των υστερών µέσος, σ': Εκ των υστερών σταθερή απόκλιση. 
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4.1.3 Έλεγχος υποθέσεων ισότητας των µέσων τιµών δύο πληθυσµών κανονικής 
κατανοµής µε ίσες άγνωστες διασπορές. 

 

Έστω δύο δείγµατα κανονικής κατανοµής 
11 11 12 1( , , , )T

ny y y=y L  και 

22 21 22 2( , , , )T
ny y y=y L  µε ίσες και άγνωστες διασπορές πλήθους 1n  και 2n  

αντίστοιχα. Θα γίνει ο έλεγχος της ισότητας των µέσων τιµών του δείγµατος, όπως 

στην ενότητα 4.1.2. Τα µοντέλα που αντιπροσωπεύουν τις υποθέσεις που θα 

ελεγχθούν είναι όµοια µε πριν (βλέπε τύπο 4.6) µε τη διαφορά ότι το σ2 είναι 

άγνωστη προς εκτίµηση παράµετρος. 

Για τις παραµέτρου κάθε µοντέλου θα χρησιµοποιήσουµε τις εκ των προτέρων 

κατανοµές που υπολογίσαµε στην ενότητα 1.3.4 µε τη βοήθεια των πλασµατικών 

δεδοµένων. Έτσι, στο µοντέλο m0 της µηδενικής υπόθεσης, η προηγούµενη γνώση 

της παραµέτρου µ θεωρούµε ότι εκφράζεται από την κατανοµή 
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, ενώ για την παράµετρο σ2 επιλέγουµε την αντίστροφη γάµµα 

κατανοµή µε παραµέτρους α,b ή ισοδύναµα επιλέγουµε για την παράµετρο της 

ακρίβειας τ=σ-2 γάµµα κατανοµή µε µέσο α/b, δηλαδή 2 ~ ( , )IG a bσ . Οι συναρτήσεις 
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Εναλλακτικά, µπορούµε να γράψουµε ( )1 2

2
2| ~ ,a n nt mµ σ+ +

′y %  και 

( )2 | ~ ,IG a bσ ′ ′y  οπότε ένα 100(1-q)% διάστηµα αξιοπιστίας της παραµέτρου µ 

είναι το 
1 22a n nm t σ+ + ′±% , όπου m%  είναι ο εκ των υστέρων µέσος και σ ′  η εκ των 
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υστέρων τυπική απόκλιση της παραµέτρου µ. Το αντίστοιχο διάστηµα αξιοπιστίας 

της παραµέτρου σ2 είναι το ( )2
1 2 1P k k qσ≤ ≤ = − , όπου για τα 1 2,k k  ισχύουν 

( )
1

1 ', ' 1
2k

qGamma a b = −  και ( )
2

1 ', '
2k

qGamma a b = , όπου ', 'a b  είναι οι εκ των 

υστέρων τιµές των α, b. 

Στο µοντέλο m1 της εναλλακτικής υπόθεσης, επιλέγουµε τις εκ των 

προετέρων κατανοµές 2
1 1

1

~ , CN m
n

µ σ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠%

, 2
2 2

2

~ , CN m
n

µ σ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠%

, 2 ~ ( , )IG a bσ  ή 

ισοδύναµα 2 ~ ( , )G a bτ σ −= , ενώ οι συναρτήσεις πιθανοφάνειας δίνονται από τον 

τύπο 4.8. Μέσω του θεωρήµατος του Bayes, 
2 2 2

1 2 1 2 1 2( , , | ) ( | , , ) ( , , )f f fµ µ σ µ µ σ µ µ σ∝y y  υπολογίζονται οι εκ των 

υστερών κατανοµές των παραµέτρων:   

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )1 2

2 2
2 21 1 1 2 2 2

1 1 2 2

2

1 2

2
1 1| ~ ,

11 2

i ij j
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( ) ( ) ( ) ( )
1 22 22 21 2

1 1 1 1 2 2 2 2
2 1 11 2

2
1 1| ~ ,

2 2

n n

i i
i i

n ny y y m y y y m b
n n C CIGσ α = =

⎛ ⎞
− + − + − + − +⎜ ⎟+ + +⎜ ⎟+

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑
y % %  

 

Εναλλακτικά, µπορούµε να γράψουµε ( )1 2

2
2| ~ ,j a n n j jt mµ σ+ +

′y % , j=1,2 και 

( )2 | ~ ,IG a bσ ′ ′y , οπότε ένα 100(1-q)% διάστηµα αξιοπιστίας των παραµέτρων µ1, 

µ2 είναι το 
1 22j a n n jm t σ+ +

′±% , όπου ,j jm σ ′%  είναι ο εκ των υστέρων µέσος και τυπική 

απόκλιση αντίστοιχα, κάθε παραµέτρου. Το αντίστοιχο διάστηµα της παραµέτρου σ2 

είναι το ( )2
1 2 1P k k qσ≤ ≤ = − , όπου για τα 1 2,k k  ισχύουν ( )

1
1 ', ' 1

2k

qGamma a b = −  

και ( )
2

1 ', '
2k

qGamma a b = , όπου ', 'a b  είναι οι εκ των υστέρων τιµές των α, b. 
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Παράγοντας Bayes 

Εφαρµόζοντας τον τύπο (2.2) υπολογίζεται ο παράγοντας Bayes για τη 

σύγκριση του µοντέλου m0 έναντι του m1: 

BF = ( )
( )

0

1

|
|

f m
f m

y
y

 = 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( )1 2
2

2 2
2 21 1 1 2 2 2

1 1 2 2

2 2 2
2 21 1 2 2 1 2 1 2

1 1 2 2
1 2

2
1 11

2
1 1 1

n n
a

i i

i i

n y m n y m
b y y y y

C CC
n y m n y m Cn n y y

b y y y y
C C C n n

+
+

⎛ ⎞− −⎜ ⎟+ − + + − +
⎜ ⎟+ ++ ⎜ ⎟− − −⎜ ⎟+ − + + − + +⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠

∑ ∑

∑ ∑

% %

% %

 
Ο παράγοντας Bayes εξαρτάται από: 

• την τετραγωνική απόσταση της εκτίµησης µέγιστης πιθανοφάνειας κάθε 

δείγµατος από τον εκ των προτέρων µέσο κάθε υπόθεσης 

• την τετραγωνική απόσταση των δεδοµένων από τον αντίστοιχο δειγµατικό µέσο 

• την τετραγωνική απόσταση των δειγµατικών µέσων. 

Επιπλέον, παρατηρούµε ότι η τιµή του παράγοντα Bayes εξαρτάται από το µέγεθος 

του δείγµατος που έχουµε επιλέξει για την ανάλυση µας, καθώς και από την τιµή της 

σταθεράς C, δηλαδή τη διασπορά που επιλέξαµε για την εκ των προτέρων κατανοµή 

της µέσης τιµής.  

Στην περίπτωση που χρησιµοποιούµε µεγάλη τιµή για το C, δηλαδή µεγάλη 

διασπορά για την εκ των προτέρων κατανοµή των µέσων τιµών, τότε αυξάνεται η 

τιµή του παράγοντα Bayes, υποστηρίζει πιο ισχυρά τη µηδενική υπόθεση, (καθώς 

C BF→∞⇒ →∞ ). Ο Shafer παρατήρησε σχετικά µε το παράδοξο του Lindley ότι 

όταν η εκ των προτέρων διασπορά είναι πολύ µεγαλύτερη της διασποράς του 

δείγµατος η Μπεϋζιανή ανάλυση οδηγεί σε ένδειξη υπέρ της µηδενικής υπόθεσης σε 

αντίθεση µε τα τεστ σηµαντικότητας που δείχνουν ένδειξη έναντι σε αυτή (Shafer, 

1982). 

Ενώ όταν δώσουµε στο C πολύ µικρή τιµή, 0C →  ο παράγοντας Bayes 

παίρνει την τιµή  

BF = 
( ) ( )
( ) ( )

( )1 2
2

2 2
1 1 2 2

2 2
1 2

2

2

n n
a

i i

i i

b y m y m

b y m y m

+
+
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Όπως θα δούµε στα επόµενα παραδείγµατα τις τιµές των εκ των προτέρων 

µέσων τις αντικαθιστούµε µε την τιµή µηδέν, οπότε σε αυτή την περίπτωση ο 

παράγοντας Bayes παίρνει τιµές πολύ κοντά στη µονάδα. Συνεπώς όταν επιλέγουµε 

πολύ µικρή εκ των προτέρων διασπορά (σχεδόν µηδενική) τότε δε µπορούµε να 

έχουµε σηµαντική ένδειξη υπέρ κάποιου µοντέλου. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Παράδειγµα 4.5: Πρόωρος τοκετός 

Ο σκοπός µίας κλινικής έρευνα που διεξήχθη στη γυναικολογική κλινική ενός 

µεγάλου νοσοκοµείου, ήταν να εξετάσει την επίδραση του φαρµάκου Α στον πρόωρο 

τοκετό. Στην έρευνα αυτή, συµµετείχαν 30 γυναίκες εκ των οποίων 15 συµµετείχαν 

στην οµάδα που λαµβάνουν το φάρµακο Α και οι υπόλοιπες 15 στην οµάδα που 

λάµβαναν placebo. Η δόση των φαρµάκων είναι καθορισµένη και δίνονται µεταξύ της 

24ης και 28ης εβδοµάδας εγκυµοσύνης και για τις δύο οµάδες γυναικών, ενώ οι 

γυναίκες δε γνώριζαν ποιο από τα δύο φάρµακα λάµβαναν. Η επιλογή των γυναικών 

σε κάθε οµάδα ήταν τυχαία, για κάθε 2 γυναίκες που ήταν επιθυµητές στην έρευνα, η 

µία τυχαία επιλεγόταν για την οµάδα των ασθενών κι η άλλη για την οµάδα των 

µαρτύρων, (Rosner, 1995). Το βάρος των µωρών που γεννά κάθε γυναίκα φαίνονται 

πίνακα 4.5. Στο διάγραµµα 4.18, παρουσιάζονται τα διαγράµµατα πυκνότητας, τα 

ιστογράµµατα, καθώς και τα q-q plot κάθε µεταβλητής. 

Σκοπός µας είναι να ελέγξουµε αν το µέσο βάρος των µωρών διαφέρει 

ανάµεσα στις γυναίκες των δύο οµάδων. Τα συγκρινόµενα µοντέλα του έλεγχου 

υποθέσεων δίνονται από τον τύπο 4.6. Από τα αντίστοιχα q-q plot, διάγραµµα 4.18 

µπορούµε να θεωρήσουµε ότι οι παρατηρήσεις 1iy  και 2iy  κατανέµονται κανονικά 

2
1 1 1~ ( , )iy N µ σ  και 2

2 2 2~ ( , )iy N µ σ . Πριν τον έλεγχο της ισότητας των µέσων, θα 

εξετάσουµε την ισότητα των διασπορών των δύο πληθυσµών. Ο έλεγχος υποθέσεων 

καθώς και τα συγκρινόµενα µοντέλα δίνονται από τους τύπους 4.1 και 4.2. 
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Ασθενής 
Βάρος των νεογνών 
των γυναικών που 

λάµβαναν φάρµακο Α 

Βάρος των νεογνών 
των γυναικών που 
λάµβαναν placebo 

1 6.9 6.4 

2 7.6 6.7 

3 7.3 5.4 

4 7.6 8.2 

5 6.8 5.3 

6 7.2 6.6 

7 8.0 5.8 

8 5.5 5.7 

9 5.8 6.2 

10 7.3 7.1 

11 8.2 7.0 

12 6.9 6.9 

13 6.8 5.6 

14 5.7 4.2 

15 8.6 6.8 

Πίνακας 4.6: Τα βάρη των µωρών που γεννούν οι γυναίκες κάθε οµάδας 

 

Για τις παραµέτρους του µοντέλου της αρχικής υπόθεσης επιλέγουµε τις εκ 

των προτέρων κατανοµές ( )2
1 ~ 0,2Nµ σ⋅ , ( )2

2 ~ 0,2Nµ σ⋅ , ( )2 ~ 1.01,0.51IGσ . 

Οι αντίστοιχες κατανοµές των παραµέτρων της εναλλακτικής υπόθεσης 

( )2
1 1~ 0,2Nµ σ⋅ , ( )2

2 2~ 0,2Nµ σ⋅ , ( )2
1 ~ 0.76,0.26IGσ , ( )2

2 ~ 0.76,0.26IGσ . 

Θεωρήσαµε C=30 ως αρκετά µεγάλη τιµή και α=b=0.01 ως αρκετά µικρές τιµές. 

Στον πίνακα 4.9 (σελ. 120), παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του ελέγχου, 

όπως υπολογίστηκαν από τη ρουτίνα bayesnormal.var στο S-Plus (βλ. παράρτηµα σελ. 

167). Ο παράγοντας Bayes είναι BF = 
( )
( )

0

1

|
|

f m
f m

y
y

 = 6.75 > 1 αντίστοιχα η εκ των 

υστέρων πιθανότητα του µοντέλου m0 είναι 0.87, άρα υπάρχει θετική ένδειξη υπέρ 

του µοντέλου της αρχικής υπόθεσης, δηλαδή οι διασπορές των δύο κατανοµών 

µπορούν να θεωρηθούν ίσες.  
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∆ιάγραµµα 4.18: α), β) Τα ιστογράµµατα γ), δ) τα normal q-q plots των παρατηρήσεων του 
παραδείγµατος 4.5 

 

 
Για την υλοποίηση του ελέγχου της ισότητας των διασπορών των δύο οµάδων 

παρατηρήσεων, επιλέξαµε για τις εκ των προτέρων πληροφορίες των διασπορών την 

αντίστροφη Γάµµα κατανοµή, µε .a b=  Εξετάσαµε στη συνέχεια, την ευαισθησία 

των τιµών του παράγοντα Bayes για διάφορες τιµές των α, b µε τη βοήθεια της 

ρουτίνας plotbf5.alpha (βλ. παράρτηµα σελ 168). Στο διάγραµµα 4.19.α, 

παριστάνεται γραφικά ο λογάριθµος του παράγοντα Bayes για τιµές των α, b από 10-
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10 έως 8. Το εύρος των τιµών του λογάριθµου είναι (1.142 , 1.931), οπότε 

υποστηρίζεται η µηδενική υπόθεση για όλες τις τιµές των α, b που δοκιµάσαµε. 

Επιπλέον µε τη βοήθεια της ρουτίνας plotbf5.C στο S-PLUS (βλ. παράρτηµα 

σελ. 169) εξετάσαµε την ευαισθησία των τιµών του παράγοντα Bayes για τιµές του C 

από 1 ως 1000 (1 έως n2) όταν 1010a β −= =  και *2 *2
1 2 1S S= = , διάγραµµα 4.19.β. 

Παρατηρούµε, το εύρος των τιµών του είναι (4.04 , 20.53). Όλες οι τιµές του είναι 

µεγαλύτερες της µονάδας οπότε, υποστηρίζεται το µοντέλο της αρχικής υπόθεσης για 

όλες τις τιµές του C που εξετάσαµε. 

Κάτω από την παραδοχή της ισότητας των διασπορών, θα ελέγξουµε την 

ισότητα των µέσων των δύο οµάδων παρατηρήσεων, όµοια µε αυτόν της ενότητας 

4.1.3. Τα µοντέλα που αντιστοιχούν σε κάθε υπόθεση καθώς και οι συναρτήσεις 

πιθανοφάνειας δίνονται από τους τύπους 4.6, 4.7, 4.8, αντίστοιχα. 

Θεωρούµε ότι η εκ των προτέρων πληροφορία των παραµέτρων του µοντέλου 

της µηδενικής υπόθεσης, εκφράζεται µε τις κατανοµές ( )2~ 0,Nµ σ  και 

2 ~ (0.01,0.01)IGσ . Οι αντίστοιχες κατανοµές για το µοντέλο που της εναλλακτικής 

υπόθεσης είναι οι ( )2
1 ~ 0,2Nµ σ⋅ , ( )2

2 ~ 0,2Nµ σ⋅  και 2 ~ (0.01,0.01)IGσ . 

Προφανώς, θεωρήσαµε C= n1+n2 = 30 και θέσαµε τα α=b=0.01 ώστε να 

εξασφαλίσουµε µη πληροφοριακές εκ των προτέρων κατανοµές. 

 

 

 

 

 

 
  
  
 

 
 

  
 

 
 

 
 
 

 
∆ιάγραµµα 4.19: ∆ιαγράµµατα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του α) log-BF ως προς τις τιµές των α,b 

(10-10 <α,b <8) και β) του BF σε σχέση µε το C (1 < C < 1000). 
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Στον πίνακα 4.10, παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του ελέγχου, όπως 

υπολογίστηκαν από τη ρουτίνα bayesnormal.2sample.t2 στο S-Plus (βλ. παράρτηµα 

σελ. 162). Ο παράγοντας Bayes είναι BF = ( )
( )

0

1

|
|

f m
f m

y
y

 = 1.95 > 1 αντίστοιχα η εκ των 

υστέρων πιθανότητα του µοντέλου m0 είναι 0.66 άρα υπάρχει µικρή ένδειξη υπέρ του 

µοντέλου της αρχικής υπόθεσης που δεν αξίζει παρά µια απλή αναφορά. Το µέσο 

βάρος των νεογνών των γυναικών που λάµβαναν το φάρµακο Α δεν διαφέρει 

σηµαντικά από το µέσο βάρος των νεογνών των γυναικών που έπαιρναν placebo. 

Συνεπώς, η λήψη του φάρµακου Α από έγκυες γυναίκες δεν προστατεύει από τον 

πρόωρο τοκετό. Οι εκ των υστέρων κατανοµές των παραµέτρων µ, σ2 όπως 

υπολογίστηκαν από το θεώρηµα του Bayes (βλ πίνακα 4.11) είναι 

( )30.02| ~ 6.45,0.078tµ y , µε 95% διάστηµα αξιοπιστίας [5.88 , 7.02] και 

( )2 | ~ 15.01,36.2IGσ y , µε 95% διάστηµα αξιοπιστίας [1.54 , 4.31].  

Η εκ των προτέρων κατανοµή που επιλέξαµε για την παράµετρο µ είναι 

δεσµευµένη ως προς σ2, έτσι ολοκληρώνοντας την από κοινού εκ των προτέρων 

κατανοµή των δύο παραµέτρων ως προς σ2 καταλήγουµε στην κατανοµή της µ που 

είναι ανεξάρτητη του σ2, 2
1 2

~ ,a
C bt m

n n a
µ

⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎝ ⎠

. Στο διάγραµµα 4.20.α, 

παρουσιάζεται η πυκνότητα πιθανότητας της εκ των προτέρων ( )0.02~ 0,1tµ  

(θέτουµε C=30, α=b=0.01) και της εκ των υστέρων κατανοµής της µ, 

( )30.02| ~ 6.45,0.078tµ y  και στο διάγραµµα 4.20.β οι αντίστοιχες κατανοµές της 

παραµέτρου σ2. Εναλλακτικά, παρουσιάζουµε το διάγραµµα 4.21, όπου φαίνεται το 

γράφηµα της από κοινού εκ των προτέρων κατανοµής των παραµέτρων µ και σ2.  

Τέλος, εξετάσαµε τη διακύµανση των τιµών του παράγοντα Bayes για 

διάφορες τιµές των C. Στο διάγραµµα 4.22, παριστάνεται ο λογάριθµος του 

παράγοντα Bayes και της εκ των υστέρων πιθανότητας του µοντέλου m0 για C από 1 

ως 30000 (1 έως n3). Παρατηρούµε, το εύρος των τιµών του λογάριθµου είναι (0.29 , 

2.32) και της εκ των υστέρων πιθανότητας του m0 (0.57 , 0.91). Όλες οι τιµές του 

λογάριθµου είναι µεγαλύτερες του µηδενός (αντίστοιχα, της εκ των υστέρων 

πιθανότητας του µοντέλου m0 µεγαλύτερες του 0.5) οπότε, υποστηρίζεται το µοντέλο 

της αρχικής υπόθεσης για όλες τις τιµές του C που εξετάσαµε (ρουτίνα plotbf4, βλ. 

παράρτηµα σελ. 163). 
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∆ιάγραµµα 4.20: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της εκ των προτέρων και εκ των υστέρων 
κατανοµής α) του µέσου µ και β) της διασποράς σ2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∆ιάγραµµα 4.21: Από κοινού εκ των προτέρων κατανοµές των παραµέτρων µ, σ2 
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∆ιάγραµµα 4.22: ∆ιαγράµµατα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του (α) log-BF και (β) της εκ των 
υστέρων πιθανότητας µοντέλου m0  σε σχέση µε το C (1< C < 30000). 

 

 
 
 
 
 
Παράδειγµα 4.6: Σύγκριση βάρους ποντικών 

 

Σε δύο οµάδες ποντικών χορηγήθηκε για δύο µήνες διαφορετικό είδος τροφής. 

Οι δύο οµάδες επιλέχθηκαν τυχαία, ενώ τα ποντίκια και των δύο οµάδων είναι ίδιας 

ηλικίας και φύλου. Στην οµάδα Α χορηγήθηκε διατροφή υψηλής περιεκτικότητας σε 

πρωτεΐνες, ενώ στην οµάδα Β χαµηλής, (Τζώνου και Κατσουγιάννη, 1997). Στον 

πίνακα 4.7, δίνεται το βάρος (σε γραµµάρια) που κέρδισαν τα ποντίκια στο διάστηµα 

αυτό και στο διάγραµµα 4.17, παρουσιάζονται τα διαγράµµατα πυκνότητας, τα 

ιστογράµµατα και το q-q plot κάθε µεταβλητής. 
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6 150 105 

7 107 140 

8 90 95 

9 110  

10 125  

11 92  

12 130  

Πίνακας 4.7: Το βάρος που κέρδισαν τα ποντίκια 

 
 
 

  

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

 
 

∆ιάγραµµα 4.23: α), β) Τα ιστογράµµατα γ), δ) τα normal q-q plots των παρατηρήσεων του 
παραδείγµατος 4.6 
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Θα ελεγχθεί αν το µέσο βάρος που κέρδισαν τα ποντίκια διαφέρει ανάµεσα 

στις δύο οµάδες. Από τα αντίστοιχα q-q plot, µπορούµε να θεωρήσουµε ότι οι 

παρατηρήσεις 1iy  και 2iy  κατανέµονται κανονικά 2
1 1 1~ ( , )iy N µ σ  και 

2
2 2 2~ ( , )iy N µ σ . Πριν τον έλεγχο της ισότητας των µέσων, θα εξετάσουµε την 

ισότητα των διασπορών των δύο κατανοµών. Ο έλεγχος υποθέσεων καθώς και τα 

συγκρινόµενα µοντέλα δίνονται από τους τύπους 4.1 και 4.2. 

Για τις παραµέτρους του µοντέλου της αρχικής υπόθεσης επιλέγουµε τις εκ 

των προτέρων κατανοµές ( )2
1 ~ 0,1.67Nµ σ⋅ , ( )2

2 ~ 0,2.5Nµ σ⋅ , 

( )2 ~ 1.01,0.51IGσ . Στο µοντέλο της εναλλακτικής υπόθεσης, επιλέγουµε τις εκ των 

προτέρων κατανοµές για τις παραµέτρους ( )2
1 1~ 0,1.67Nµ σ⋅ , ( )2

2 2~ 0,2.5Nµ σ⋅ , 

( )2
1 ~ 0.81,0.31IGσ , ( )2

2 ~ 0.71,0.21IGσ . ∆ηλαδή και για τις παραµέτρους και των 

δύο µοντέλων θεωρήσαµε C=20 ως αρκετά µεγάλη τιµή, α=b=0.01 ως πολύ µικρές 

τιµές και αυθαίρετες τιµές για τα *2 *2
1 2 1S S= = .  

Στον πίνακα 4.9 (σελ. 120) παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του ελέγχου, 

όπως υπολογίστηκαν από τη ρουτίνα bayesnormal.var στο S-Plus (βλ. παράρτηµα σελ. 

167). Ο παράγοντας Bayes είναι Bf = ( )
( )

0

1

|
|

f m
f m

y
y

 = 126.33 > 1 αντίστοιχα η εκ των 

υστέρων πιθανότητα του µοντέλου m0 είναι 0.99, άρα υπάρχει ισχυρή ένδειξη υπέρ 

του µοντέλου της αρχικής υπόθεσης, δηλαδή οι διασπορές των δύο κατανοµών 

µπορούν να θεωρηθούν ίσες.  

Κάτω από την παραδοχή της ισότητας των διασπορών, θα ελεγχθεί η ισότητα 

των µέσων βαρών ανάµεσα στις δύο οµάδες ποντικών, όµοια µε αυτόν της ενότητας 

4.1.3. Τα µοντέλα που αντιστοιχούν σε κάθε υπόθεση που καθώς και οι συναρτήσεις 

πιθανοφάνειας δίνονται από τους τύπους 4.6, 4.7, 4.8, αντίστοιχα. Για τις 

παραµέτρους του µοντέλου της µηδενικής υπόθεσης επιλέγουµε τις εκ των προτέρων 

κατανοµές ( )2~ 0,Nµ σ ,  2 ~ (0.01,0.01)IGσ , ενώ οι  αντίστοιχες κατανοµές για τις  

παραµέτρους του µοντέλου της εναλλακτικής υπόθεσης είναι 2
1

5~ 0,
3

Nµ σ⎛ ⎞⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

2
2

5~ 0,
2

Nµ σ⎛ ⎞⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 2 ~ (0.01,0.01)IGσ . Όπως και στο προηγούµενο παράδειγµα 
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επιλέξαµε µια αρκετά µεγάλη τιµή για το C= n1+n2 = 20 για να εκφράσουµε την 

αβεβαιότητα µας προς τα πλασµατικά δεδοµένα και µικρές τιµές για τα α=b=0.01 

ώστε να εξασφαλίσουµε µη πληροφοριακές εκ των προτέρων κατανοµές. 

Στον πίνακα 4.10, παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του ελέγχου, όπως 

υπολογίστηκαν από τη ρουτίνα bayesnormal.2sample.t2 στο S-Plus (βλ. παράρτηµα 

σελ. 162). Ο παράγοντας Bayes είναι BF = ( )
( )

0

1

|
|

f m
f m

y
y

 = 2.46 > 1 αντίστοιχα η εκ των 

υστέρων πιθανότητα του µοντέλου m0 είναι 0.71 άρα υπάρχει µικρή ένδειξη υπέρ του 

µοντέλου της αρχικής υπόθεσης που δεν αξίζει παρά µια απλή αναφορά. Στο σηµείο 

αυτό θα εξετάσουµε την ευαισθησία του παράγοντα Bayes για τιµές του C µικρότερες 

του 20 έως πολύ µεγαλύτερές του. Στο διάγραµµα 4.25, παριστάνεται γραφικά ο 

λογάριθµος του παράγοντα Bayes και η εκ των υστέρων πιθανότητα του µοντέλου m0 

για C από 1 ως 8000 (1 έως n3). Παρατηρούµε, το εύρος των τιµών του παράγοντα 

Bayes είναι (1.35 , 19.57) και της εκ των υστέρων πιθανότητας του m0 (0.57 , 0.95). 

Όλες οι τιµές του λογάριθµου είναι µεγαλύτερες του µηδενός (αντίστοιχα, της εκ των 

υστέρων πιθανότητας του µοντέλου m0 µεγαλύτερες του 0.5) οπότε, υποστηρίζεται το 

µοντέλο της αρχικής υπόθεσης για όλες τις τιµές του C. 

 

 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 

 
∆ιάγραµµα 4.24: ∆ιαγράµµατα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του (α) log-BF σε σχέση µε το α=b            

(10-10 < α,b < 2) και β) BF σε σχέση µε το C ( 1< C < 400). 
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Εποµένως, το µέσο βάρος που απέκτησαν τα ποντίκια που λάµβαναν τη 

διατροφή Α δε διαφέρει σηµαντικά από το µέσο βάρος που απέκτησαν τα ποντίκια µε 

διατροφή Β. Συνεπώς, η λήψη διατροφής υψηλής περιεκτικότητας σε πρωτεΐνες για 

δυο µήνες δε δρα σηµαντικά στη αύξηση του βάρους των ποντικών. Οι εκ των 

υστέρων κατανοµές των παραµέτρων, όπως υπολογίστηκαν από το θεώρηµα του 

Bayes (βλ. πίνακα 4.11) είναι ( )20.02| ~ 107.4,52.1tµ y , µε 95% διάστηµα αξιοπιστίας 

[92.4 , 122.5] και ( )2 | ~ 10.01,10943.6IGσ y , µε αντίστοιχο διάστηµα [640.1 , 2278.8].  

Στο διάγραµµα 4.26.α, παρουσιάζεται η πυκνότητα πιθανότητας της εκ των 

προτέρων κατανοµής της µέσης τιµής που είναι ανεξάρτητη της διασποράς σ2 

( )0.02~ 0,1tµ  και της εκ των υστέρων κατανοµής της µ, ( )20.02| ~ 107.4,52.1tµ y  και 

στο διάγραµµα 4.26.β οι αντίστοιχες κατανοµές της παραµέτρου σ2. Εναλλακτικά, 

παρουσιάζουµε το διάγραµµα 4.27, της από κοινού εκ των προτέρων κατανοµής των 

παραµέτρων µ και σ2.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

∆ιάγραµµα 4.25: ∆ιαγράµµατα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του (α) BF και (β) της εκ των υστέρων 
πιθανότητας µοντέλου m0  σε σχέση µε το C (1 < C < 8000). 
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∆ιάγραµµα 4.26: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της εκ των προτέρων και εκ των υστέρων 
κατανοµής α) του µέσου µ και β) της διασποράς σ2 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

∆ιάγραµµα 4.27: Από κοινού εκ των προτέρων κατανοµή των µ, σ2. 
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Παράδειγµα 4.7: ∆είκτης πνευµονικής λειτουργίας (FEV) 

 
Σε µία έρευνα που διεξήχθη το 1980 στην ανατολική Βοστόνη της 

Μασαχουσέτης, σε δείγµα 654 παιδιών ηλικίας 2-19 που έπασχαν από παιδικά 

αναπνευστικά νοσήµατα, καταγράφηκε ο δείκτης FEV (Rosner, 1995). Ο δείκτης 

πνευµονικής λειτουργίας FEV, είναι ένας δείκτης που µετρά την ένταση του αέρα που 

εκπνέεται µετά από ένα δευτερόλεπτο σταθερής προσπάθειας. Στον πίνακα 4.8, 

βλέπουµε την περιγραφή των µεταβλητών του δείγµατος, (fev.sav). 

 

Όνοµα Εξήγηση µεταβλητής             
Ασθενής Κωδικός ασθενή 
Ηλικία Ηλικία (χρόνια) 
FEV FEV (λίτρα)             
Ύψος Ύψος (cm)         
Φύλο Φύλο   ( 0=κορίτσι/1=αγόρι) 
Κάπνισµα Καπνιστική συνήθεια  (0=µη καπνιστές/1=καπνιστές) 

Πίνακας 4.8: Στοιχεία των µεταβλητών των δεδοµένων FEV 

 

Σκοπός µας είναι να διερευνήσουµε τη σχέση ανάµεσα στα επίπεδα του δείκτη 

FEV και το κάπνισµα. Στο διάγραµµα 4.28, παρουσιάζονται τα ιστογράµµατα, καθώς 

και τα q-q plot του δείκτη FEV, για τους καπνιστές και τους µη καπνιστές. 

Από τα αντίστοιχα q-q plot, µπορούµε να θεωρήσουµε ότι η µεταβλητή του 

δείκτη FEV κατανέµεται κανονικά στους καπνιστές και τους µη καπνιστές. 

Εποµένως, θεωρούµε δύο οµάδες παρατηρήσεων τους µη καπνιστές 2
1 1 1~ ( , )iy N µ σ  

πλήθους n1=589 και τους καπνιστές 2
2 2 2~ ( , )iy N µ σ  µε n2=65, για τις οποίες θα 

εξετάσουµε αν τα µέσα επίπεδα του δείκτη FEV διαφέρουν. Πριν προχωρήσουµε 

στον έλεγχο της ισότητας ων µέσων, θα ελεγχθεί η ισότητα των διασπορών των δύο 

κατανοµών (βλ. τύπους 4.1 και 4.2). 

Για τις παραµέτρους του µοντέλου της µηδενική υπόθεσης, επιλέγουµε τις εκ 

των προτέρων κατανοµές για κάθε άγνωστη προς εκτίµηση παράµετρο 

( )2
1 ~ 0,1.11Nµ σ⋅ , ( )2

2 ~ 0,10.06Nµ σ⋅ , ( )2 ~ 1.01,0.51IGσ . Οι αντίστοιχες 

κατανοµές για τις παραµέτρους του µοντέλου που αντιστοιχεί στην εναλλακτική 

υπόθεση είναι: ( )2
1 1~ 0,1.11Nµ σ⋅ , ( )2

2 2~ 0,10.06Nµ σ⋅ , ( )2
1 ~ 0.96,0.46IGσ , 

( )2
2 ~ 0.56,0.06IGσ , δηλαδή πήραµε το C=654, τα α=b=0.01 και αυθαίρετες τιµές 

για τα *2 *2
1 2 1S S= = . 
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Normal Q-Q Plot of FEV
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∆ιάγραµµα 4.28: α), β) Τα ιστογράµµατα γ), δ) τα normal q-q plots των παρατηρήσεων του 
παραδείγµατος 4.7 

 
 
Στον πίνακα 4.9, παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του ελέγχου, όπως 

υπολογίστηκαν από τη ρουτίνα bayesnormal.var στο S-Plus (βλ. παράρτηµα σελ. 167). 

Ο παράγοντας Bayes είναι Bf = ( )
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πιθανότητα του µοντέλου m0 είναι 0.86, άρα υπάρχει θετική ένδειξη υπέρ του 

µοντέλου της αρχικής υπόθεσης, δηλαδή οι διασπορές των δύο κατανοµών µπορούν να 

θεωρηθούν ίσες.  

1 2 3 4 5 6

0
20

40
60

80
10

0
12

0
14

0

(α)
∆είκτης FEV για µη καπνιστές

Fr
eq

ue
nc

y

2 3 4 5

0
5

10
15

20
25

(β)
∆είκτης FEV για καπνιστές

Fr
eq

ue
nc

y

Normal Q-Q Plot of FEV

SMOKING:         0   No smoking

Observed Value

6543210-1

Ex
pe

ct
ed

 N
or

m
al

 V
al

ue

6

5

4

3

2

1

0

-1



 116

Στη συνέχεια µε τη βοήθεια της plotbf5.alpha (βλ. παράρτηµα σελ. 168) 

εξετάσαµε την ευαισθησία του λογάριθµου του παράγοντα Bayes για τιµές των a b=  

από 10-10 έως 10, διάγραµµα 4.29.α. Παρατηρούµε, ότι για αυτές τις τιµές των α, b το 

εύρος των τιµών του λογάριθµου είναι [0.56 , 1.88] και όσο παίρνουν τιµές πάνω από 

4 αυξάνεται και ο λογάριθµος, οπότε υποστηρίζεται η µηδενική υπόθεση για όλες τις 

τιµές των α, b. Στο διάγραµµα 4.29.β παριστάνεται το γράφηµα του παράγοντα Bayes 

που κατασκευάζεται µε την εφαρµογή της ρουτίνας plotbf5.C (βλ. παράρτηµα σελ. 

169) για τιµές του C από 1 ως 430000 όταν 1010a β −= =  και *2 *2
1 2 1S S= = . 

Παρατηρούµε ότι για τιµές του C µικρότερες του 4.14 απορρίπτεται η µηδενική 

υπόθεση ενώ το διάστηµα τιµών του C µεγαλύτερο αυτής της τιµής είναι το διάστηµα 

µη απόρριψης της µηδενική υπόθεσης. ∆εδοµένου ότι επιλέγουµε πάντοτε µεγάλες 

τιµές για το C ώστε να εκφράζουµε την αβεβαιότητα µας για τα πλασµατικά 

δεδοµένα, θεωρούµε τις διασπορές των δύο δειγµάτων ίσες. 

Κάτω από την παραδοχή της ισότητας των διασπορών των δύο οµάδων 

παρατηρήσεων, θα ελέγξουµε αν η µέση τιµή του δείκτη FEV διαφέρει ανάµεσα 

στους καπνιστές και τους µη καπνιστές. Τα µοντέλα που αντιστοιχούν σε κάθε 

υπόθεση καθώς και οι συναρτήσεις πιθανοφάνειας δίνονται από τους τύπους 4.6, 4.7, 

4.8, αντίστοιχα. Επιλέγουµε τις εκ των προτέρων κατανοµές για τις παραµέτρους του 

µοντέλου της µηδενικής υπόθεσης ( )2~ 0,Nµ σ , 2 ~ (0.01,0.01)IGσ  και για το 

µοντέλο της εναλλακτικής υπόθεσης ( )2
1 ~ 0,1.1Nµ σ⋅ , ( )2

2 ~ 0,10.1Nµ σ⋅ , 

2 ~ (0.01,0.01)IGσ . Όπως προηγούµενα επιλέξαµε C=n1+n2=654, α=b=0.01 και 

αυθαίρετες τιµές για τα *2 *2
1 2 1S S= = . 

Στον πίνακα 4.10, παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του ελέγχου, όπως 

υπολογίστηκαν από τη ρουτίνα bayesnormal.2sample.t2 (βλ. παράρτηµα σελ. 162). Ο 

παράγοντας Bayes είναι Bf = 
( )
( )

0

1

|
|

f m
f m

y
y

 = 5.33*10-8 <1 άρα υπάρχει κατηγορηµατική 

ένδειξη ότι υποστηρίζεται το µοντέλο της εναλλακτικής υπόθεσης. Η µέση τιµή του 

δείκτη FEV διαφέρει ανάµεσα στους καπνιστές και τους µη καπνιστές. Οι εκ των 

υστέρων κατανοµές των παραµέτρων, όπως υπολογίστηκαν από το θεώρηµα του 

Bayes (βλ. πίνακα 4.11) είναι ( )1 654.02| ~ 2.56,0.0012tµ y , ( )2 654.02| ~ 3.27,0.011tµ y , 
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( )2 | ~ 327.01,234.2IGσ y , µε αντίστοιχα 95% διαστήµατα αξιοπιστίας [2.49 , 2.63],  

[3.06 , 3.48], [0.64 , 0.8].  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
∆ιάγραµµα 4.29: ∆ιαγράµµατα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του (α) log-BF σε σχέση µε το α=b  

 (10-10 < α,b < 10) και του β) BF σε σχέση µε το C ( 1< C < 4.3*105). 
 

 

Οι εκ των προτέρων κατανοµές που έχουµε επιλέξει για τις µέσες τιµές είναι 

δεσµευµένες µε τις αντίστοιχες διασπορές των δειγµάτων 
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. Έτσι αφού πρώτα υπολογίσουµε τις εκ των 

προτέρων κατανοµές των µέσων τιµών που είναι ανεξάρτητες των διασπορών, 

θέτοντας ως C=654 και α=b=0.01 καταλήγουµε στις κατανοµές ( )1 0.02~ 0,1.1tµ , 

( )2 0.02~ 0,10.1tµ . Στο διάγραµµα 4.30 εµφανίζονται οι κατανοµές που µόλις 

υπολογίσαµε και οι εκ των υστέρων κατανοµές των παραµέτρων µ1, µ2, αντίστοιχα 

καθώς και οι κατανοµές πυκνότητας πιθανότητας της εκ των προτέρων και εκ των 

υστέρων πληροφορίας της παραµέτρου σ2. Εναλλακτικά, παρουσιάζουµε την από 

κοινού εκ των προτέρων κατανοµή των παραµέτρων µ1, σ2 και µ2, σ2, στο διάγραµµα 

4.31. 

Τέλος, εξετάσαµε την ευαισθησία του παράγοντα Bayes για τιµές του C από 1 

έως (n1+n2)2 µε τη βοήθεια της ρουτίνας plotbf4 (βλ. παράρτηµα σελ. 163). Έτσι, στο 
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διάγραµµα 4.32, παριστάνεται γραφικά ο λογάριθµος του παράγοντα Bayes για τιµες 

C από 1 ως 4.3*105. Παρατηρούµε, το εύρος των τιµών του λογάριθµου είναι            

(-16.79 , -1.41). Όλες οι τιµές του λογάριθµου είναι µικρότερες του µηδενός οπότε, 

υποστηρίζεται το µοντέλο της εναλλακτικής υπόθεσης για όλες τις τιµές του C που 

δοκιµάσαµε 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

∆ιάγραµµα 4.30: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της εκ των προτέρων και εκ των υστέρων 
κατανοµής α) του µέσου µ1, β) του µέσου µ2 και γ) της διασποράς σ2. 
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.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∆ιάγραµµα 4.31: Από κοινού εκ των προτέρων κατανοµή των α) µ1, σ2 και β) µ2, σ2. 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 
 

∆ιάγραµµα 4.32: ∆ιαγράµµατα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του log-BF σε σχέση µε το C 
 (1<C<4.3*105). 
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Πίνακες 
 
 

     Ένδειξη έναντι της 
 BF01 log(BF01) 1/ BF01 f(m0|y) Η1 Η0 
Παρ. 4.5 6.75 1.909 0.148 0.87 Θετική  
Παρ. 4.6 126.33 4.839 0.008 0.99 Ισχυρή  
Παρ. 4.7 6.03 1.797 0.166 0.86 Θετική  

Πίνακας 4.9: Τα αποτελέσµατα του έλεγχου της ισότητας διασπορών των παρ. 4.5 - 4.7 
BF01: Παράγοντας Bayes, log(BF01): Λογάριθµος του παράγοντα Bayes, 1/ BF01: Αντίστροφος του 

παράγοντα Bayes, f(m0|y): Εκ των υστέρων πιθανότητα του µοντέλου m0, Ε.ε.Η1: Ένδειξη έναντι της Η1, 
Ε.ε.Η0: Ένδειξη έναντι της Η0. 

 
 
 
 

     Ένδειξη έναντι της 
 BF01 log(BF01) 1/ BF01 f(m0|y) Η1 Η0 
Παρ. 4.5 1.95 0.67 0.512 0.66 Μικρή  
Παρ. 4.6 2.46 0.902 0.406 0.71 Μικρή  
Παρ. 4.7 5.33*10-8 -16.75 1.88*107 5.33*10-8  Κατηγορ.

Πίνακας 4.10: Αποτελέσµατα των ελέγχών της ισότητας των µέσων των παρ. 4.5 - 4.7 
BF01: Παράγοντας Bayes, log(BF01): Λογάριθµος του παράγοντα Bayes, 1/ BF01: Αντίστροφος του 

παράγοντα Bayes, f(m0|y): Εκ των υστέρων πιθανότητα του µοντέλου m0, Ε.ε.Η1: Ένδειξη έναντι της Η1, 
Ε.ε.Η0: Ένδειξη έναντι της Η0. 

 
 
 

 Παρ. 4.5 Παρ. 4.6 Παρ. 4.7 
 m' σ' m' σ' m' σ' 

µ 6.45 0.279 107.4 7.22 2.63 0.034 
µ1 6.85 0.381 113.89 9.03 2.56 0.035 
µ2 6.06 0.381 97.74 11.06 3.27 0.105 
 α' b' α' b' α' b' 

σ2|m0 15.01 35.2 10.01 10943.6 327.01 248.9 
σ2|m1 15.01 33.7 10.01 10286.2 327.01 234.2 
Πίνακας 4.11: Εκ των υστέρων εκτιµήσεις των παραµέτρων των παρ. 4.5 - 4.7 

m': Εκ των υστερών µέσος, σ': Εκ των υστερών σταθερή απόκλιση. 
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4.1.4 Έλεγχος υποθέσεων ισότητας των µέσων τιµών δύο πληθυσµών κανονικής 
κατανοµής µε άνισες γνωστές διασπορές. 

Θεωρούµε τα τυχαία δείγµατα 
11 11 12 1( , , , )T

ny y y=y L  και 

22 21 22 2( , , , )T
ny y y=y L  κανονικής κατανοµής µε άνισες και γνωστές διασπορές 

µεγέθους 1n  και 2n . Καλούµαστε να ελέγξουµε την ισότητα των µέσων τιµών των 

δύο πληθυσµών. 

 H0 : 1 2µ µ µ= =   έναντι H1 : 1 2µ µ≠  

Τα αντίστοιχα µοντέλα που αντιπροσωπεύουν οι παραπάνω υποθέσεις είναι: 

 m0: 
2

1 1
2

2 2

~ ( , )

~ ( , )
i

i

y N

y N

µ σ

µ σ
  έναντι της m1: 

( )2
1 1 1

2
2 2 2

~ ,

~ ( , )
i

i

y N

y N

µ σ

µ σ
 

 
Θεωρούµε ότι η προηγούµενη γνώση της παραµέτρου µ, του µοντέλου της 

µηδενικής υπόθεσης και των παραµέτρων µ1, µ2 του µοντέλου της εναλλακτικής 

υπόθεσης, ακολουθούν την κανονική κατανοµή, σύµφωνα µε την ενότητα 1.3.4. 
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Οι συναρτήσεις πιθανοφάνειας για το µοντέλο της µηδενικής υπόθεσης 

δίνονται από τον τύπο 4.9, ενώ του µοντέλου της εναλλακτικής υπόθεσης από τον 

τύπο 4.4 (παρ. 4.1.1), µε τη διαφορά ότι εδώ οι διασπορές 2
1σ , 2

2σ  είναι γνωστές 

παράµετροι. 
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  (4.9) 

Μέσω του θεωρήµατος του Bayes υπολογίζονται η εκ των υστερών 

πληροφορίες για κάθε παράµετρο 
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2
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Ένα 100(1-q)% διάστηµα αξιοπιστίας για κάθε µία από τις παραµέτρους είναι 

το 2qm z σ ′±% , όπου m%  είναι ο εκ των υστέρων µέσος και σ ′  η εκ των υστέρων 

τυπική απόκλιση της αντίστοιχης παραµέτρου . 

Παράγοντας Bayes:  
Εφαρµόζοντας τον τύπο (2.2) υπολογίζεται ο παράγοντας Bayes του µοντέλου 

m0 έναντι του m1: 
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Ο παράγοντας Bayes εξαρτάται από 

• την τετραγωνική απόσταση της εκτίµησης µέγιστης πιθανοφάνειας κάθε 

δείγµατος από τον εκ των προτέρων µέσο κάθε υπόθεσης 

• την τετραγωνική απόσταση των δειγµατικών µέσων. 

Επιπλέον, παρατηρούµε ότι η τιµή του παράγοντα Bayes εξαρτάται από το µέγεθος 

του δείγµατος που έχουµε επιλέξει για την ανάλυση µας, καθώς και από την τιµή της 

σταθεράς C.  

Στην περίπτωση που χρησιµοποιούµε µεγάλη τιµή για το C, δηλαδή µεγάλη 

διασπορά για την εκ των προτέρων κατανοµή, τότε αυξάνεται εκ των υστέρων 

πιθανότητα του µοντέλου m0 (όταν C BF→∞⇒ →∞ ), (Bartlett, 1982). 

Ενώ αν θεωρήσουµε πολύ µικρές τιµές για το 0C → , ο παράγοντας Bayes 

παίρνει την τιµή  

BF = ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 2 21 2
1 1 1 2 2 22 2

1 2

1exp
2

n ny m y m y m y m
σ σ

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪− − − − + − − −⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭% % % %

 

Όπως θα δούµε στα επόµενα παραδείγµατα τις τιµές των εκ των προτέρων 

µέσων τις αντικαθιστούµε µε την τιµή µηδέν, οπότε σε αυτή την περίπτωση ο 
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παράγοντας Bayes παίρνει τιµές πολύ κοντά στη µονάδα. Συνεπώς όταν επιλέγουµε 

πολύ µικρή εκ των προτέρων διασπορά (σχεδόν µηδενική) τότε δε µπορούµε να 

έχουµε σηµαντική ένδειξη υπέρ κάποιου µοντέλου. 

 

 

 

 

Παράδειγµα 4.8: Προσοµοιωµένα δεδοµένα (7) 

Προσοµοιώνουµε 200 παρατηρήσεις ( )1iy  κανονικής κατανοµής µε µέση τιµή 

5, τυπική απόκλιση 7 και 100 παρατηρήσεις ( )2iy  µε µέση τιµή 0, τυπική απόκλιση 

17. Στο διάγραµµα 4.33, εµφανίζεται τα γραφήµατα πυκνότητας και τα ιστογράµµατα 

των µεταβλητών.  

Τα δύο δείγµατα προέρχονται από κατανοµές µε άνισες διασπορές και 

θεωρούµε  2
1 1 1~ ( , )iy N µ σ , 2

2 2 2~ ( , )iy N µ σ . Πριν προχωρήσουµε στον έλεγχο της 

ισότητας των µέσων των δύο δειγµάτων, θα εξετάσουµε την ισότητα των διασπορών 

των δύο κατανοµών. Για τις παραµέτρους του µοντέλου της µηδενικής υπόθεσης 

(τύπος 4.3) επιλέγουµε τις εκ των προτέρων ( )2
1 ~ 0,1.5Nµ σ⋅ , ( )2

2 ~ 0,3Nµ σ⋅ , 

( )2 ~ 1.01,0.51IGσ , ενώ για το µοντέλο της εναλλακτικής υπόθεσης (τύπος 4.4) 

επιλέγουµε τις κατανοµές ( )2
1 1~ 0,1.5Nµ σ⋅ , ( )2

2 2~ 0,3Nµ σ⋅  

( )2
1 ~ 0.84,0.34IGσ , ( )2

2 ~ 0.68,0.18IGσ , δηλαδή C=300, *2 *2
1 2 1S S= =  και 

α=b=0.01 

Στον πίνακα 4.12, παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του ελέγχου, όπως 

υπολογίστηκαν από τη ρουτίνα bayesnormal.var στο S-Plus (βλ. παράρτηµα σελ 167). 

Ο παράγοντας Bayes είναι Bf = 
( )
( )

0

1

|
|

f m
f m

y
y

 = 2.61 ⋅10-20 < 1 άρα υπάρχει 

κατηγορηµατική ένδειξη υπέρ του µοντέλου της εναλλακτικής υπόθεσης, δηλαδή οι 

διασπορές των δύο κατανοµών δε µπορούν να θεωρηθούν ίσες. 

Για τον έλεγχο της ισότητας των διασπορών, θεωρήσαµε την περίπτωση 

0.01a b= = , ας δούµε τώρα την ευαισθησία του παράγοντα Bayes ως προς τις τιµές 

των α, b µε τη βοήθεια της ρουτίνας plotbf5.alpha (βλ. παράρτηµα σελ. 168). Στο 
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διάγραµµα 4.34.α, παριστάνεται ο λογάριθµος του παράγοντα Bayes, για τιµές των α, 

b από 10-10 έως 2. Το εύρος των τιµών του λογάριθµου είναι (-45.1 , -38.9) οπότε για 

όλες τιµές των α,b που δοκιµάσαµε απορρίπτουµε τη µηδενική υπόθεση.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∆ιάγραµµα 4.33: α) ∆ιαγράµµατα πυκνότητας β), γ) Ιστογράµµατα των παρατηρήσεων του 
παραδείγµατος 4.8 

 
Επιπλέον, εξετάσαµε την ευαισθησία των τιµών του παράγοντα Bayes σε 

σχέση µε τις τιµές του C (ρουτίνα plotbf5.C, παράρτηµα σελ. 169). Στο διάγραµµα 

4.34.β, παρουσιάζεται ο παράγοντας Bayes για τιµές του C από 1 ως 9 ⋅104, όταν 
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, 0a β →  και *2 *2
1 2 1S S= = . Παρατηρούµε, το εύρος των τιµών του είναι (3.61 ⋅10-30 , 

3. 59 ⋅10-19). Όλες οι τιµές του είναι µεγαλύτερες της µονάδας οπότε, υποστηρίζεται 

το µοντέλο της αρχικής υπόθεσης για όλες τις τιµές του C. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∆ιάγραµµα 4.34: ∆ιαγράµµατα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του (α) log-BF σε σχέση µε το α=b     
(10-10 < α,b < 2) και του β) BF σε σχέση µε το C ( 1< C < 9 ⋅ 104). 

 
 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω αποτελέσµατα, θεωρούµε ότι οι διασπορές των 

δειγµάτων είναι γνωστές εκ των προτέρων, δηλαδή 2
1 49σ =  και 2

2 289σ = . Για τον 

έλεγχο της ισότητας των µέσων, θεωρούµε ότι η εκ των προτέρων πληροφορία για 

την παράµετρο µ, µ1, µ2 εκφράζεται µε τις κατανοµές ~µ ( )0,67.76N , 

( )1 ~ 0,73.5Nµ , ( )2 ~ 0,867Nµ , δηλαδή C = n1+n2 =300.  

Στον πίνακα 4.13, παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του ελέγχου, όπως 

υπολογίστηκαν από την αντίστοιχη ρουτίνα στο S-Plus. Ο παράγοντας Bayes είναι Bf 
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 = 0.02 <1 αντίστοιχα η εκ των υστέρων πιθανότητα του µοντέλου m0 

0.022, άρα υπάρχει ισχυρή ένδειξη ότι απορρίπτουµε τη µηδενική υπόθεση. Άρα οι 

µέσες τιµές των δύο κατανοµών δε θεωρούνται ίσες και οι εκ των υστέρων κατανοµές 

που δίνονται από το θεώρηµα του Bayes (βλ. πίνακα 4.14) είναι 

a, b

 N
at

ur
al

 lo
g 

of
 B

ay
es

 fa
ct

or

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

-4
5

-4
4

-4
3

-4
2

-4
1

-4
0

-3
9

(α)
C

Ba
ye

s 
fa

ct
or

0 20000 40000 60000 80000

0
10

^-
19

2*
10

^-
19

3*
10

^-
19

4*
10

^-
19

(β)



 126

( )1 | ~ 5.66,0.244Nµ y , µε 95% διάστηµα αξιοπιστίας [4.69 , 6.63]  

( )2 | ~ -0.78, 2.880Nµ y , αντίστοιχο διάστηµα [-4.102 , 2.55]. Στο διάγραµµα 4.35, 

εµφανίζονται οι κατανοµές πυκνότητας πιθανότητας της εκ των προτέρων και της εκ 

των υστέρων πληροφορίας, για κάθε άγνωστη παράµετρο.  

Στη συνέχεια, εξετάσαµε την ευαισθησία των τιµών του παράγοντα Bayes για 

τιµές του C πολύ µικρότερες έως µεγαλύτερες του µεγέθους των δειγµάτων. Στο 

διάγραµµα 4.361, παρουσιάζονται τα γραφήµατα του λογάριθµου του παράγοντα 

Bayes και της εκ των υστέρων πιθανότητας του µοντέλου m0 για τιµές C από 1 ως 

27 ⋅105 (από 1 έως n3). Το εύρος των τιµών του λογάριθµου είναι   (-4.27 , 0.75) και 

της εκ των υστέρων πιθανότητας του m0 (0.014 , 0.68). Οι τιµές της σταθεράς C 

µεγαλύτερες από 602143 είναι αυτές που αντιστοιχούν σε θετικές τιµές του 

λογάριθµου (αντίστοιχα µεγαλύτερες του 0.5 για την εκ των υστέρων πιθανότητα του 

µοντέλου m0) δηλαδή είναι το διάστηµα µη απόρριψης της µηδενικής υπόθεσης.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

∆ιάγραµµα 4.35:  Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της εκ των προτέρων και εκ των υστέρων 
κατανοµής α) του µέσου µ1 και β) του µ2. 
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∆ιάγραµµα 4.36: ∆ιαγράµµατα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του (α) log-BF και (β) της εκ των 
υστέρων πιθανότητας µοντέλου m0  σε σχέση µε το C ( 1< C < 27 ⋅ 105). 

 
 
 
 
 
 
Παράδειγµα 4.9: Προσοµοιωµένα δεδοµένα (8) 

 
Προσοµοιώνουµε 500 παρατηρήσεις ( )1iy  κανονικής κατανοµής µε µέση τιµή 

0, τυπική απόκλιση 20 και 700 παρατηρήσεις ( )2iy  µε µέση τιµή 2, τυπική απόκλιση 

30. Στο διάγραµµα 4.42, εµφανίζονται τα αντίστοιχα διαγράµµατα πυκνότητας και τα 

ιστογράµµατα των µεταβλητών. Τα δύο δείγµατα προέρχονται από κατανοµές µε 

άνισες διασπορές και θεωρούµε  2
1 1 1~ ( , )iy N µ σ , 2

2 2 2~ ( , )iy N µ σ . Πριν τον έλεγχο 

της ισότητας των µέσων των δύο δειγµάτων, θα εξετάσουµε την ισότητα των 

διασπορών τους. 

Για τις παραµέτρους του µοντέλου της µηδενικής υπόθεσης (τύπος 4.3) 

επιλέγουµε τις εκ των προτέρων κατανοµές ( )2
1 ~ 0,2.4Nµ σ⋅ , ( )2

2 ~ 0,1.71Nµ σ⋅ , 

( )2 ~ 1.01,0.51IGσ , ενώ για το µοντέλο της εναλλακτικής υπόθεσης (τύπος 4.4) 

επιλέγουµε τις κατανοµές ( )2
1 1~ 0,2.4Nµ σ⋅ , ( )2

2 2~ 0,1.71Nµ σ⋅ , 
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( )2
1 ~ 0.72,0.22IGσ , ( )2

2 ~ 0.80,0.30IGσ . ∆ηλαδή θεωρήσαµε C=1200 ως αρκετά 

µεγάλη τιµή, α=b=0.01 και *2 *2
1 2 1S S= = . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

∆ιάγραµµα 4.37: α) ∆ιαγράµµατα πυκνότητας β), γ) ιστογράµµατα των παρατηρήσεων του 
παραδείγµατος 4.9 

 

 

Στον πίνακα 4.12, παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του ελέγχου, όπως 

υπολογίστηκαν από τη ρουτίνα bayesnormal.var στο S-Plus (βλ. παράρτηµα σελ. 167). 
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Ο παράγοντας Bayes είναι BF= ( )
( )

0

1

|
|

f m
f m

y
y

 = 6.94 ⋅10-16 < 1 άρα υπάρχει 

κατηγορηµατική ένδειξη υπέρ του µοντέλου της εναλλακτικής υπόθεσης, δηλαδή οι 

διασπορές των δύο κατανοµών δε µπορούν να θεωρηθούν ίσες.  

Επιπλέον εξετάσαµε την ευαισθησία του παράγοντα Bayes σε σχέση µε τα α,b 

και µε τη τιµή της σταθεράς C. Στο διάγραµµα 4.38.α, παριστάνεται ο λογάριθµος του 

παράγοντα Bayes, για τιµές των α = b από 10-10 έως 8 και C=1200. Το διάστηµα [10-

10 , 7.09] είναι αυτό που αντιστοιχεί σε αρνητικές τιµές του λογάριθµου, δηλαδή είναι 

το διάστηµα απόρριψης της µηδενικής υπόθεσης. Με άλλα λόγια για τιµές των α, b 

εκτός του διαστήµατος αυτού δεν απορρίπτουµε τη µηδενική υπόθεση. 

Στο διάγραµµα 4.38.β, παρουσιάζεται ο παράγοντας Bayes για τιµές του C 

από 1 ως 1.5 ⋅106 (από 1 έως n2) όταν 1010a β −= =  και *2 *2
1 2 1S S= = . Παρατηρούµε, 

το εύρος των τιµών του είναι (2.02 ⋅10-35 , 2.07 ⋅10-14). Όλες οι τιµές του είναι 

µικρότερες της µονάδας οπότε, υποστηρίζεται το µοντέλο της αρχικής υπόθεσης για 

όλες τις τιµές του C που µελετήσαµε. Για τα παραπάνω γραφήµατα εφαρµόστηκαν οι 

ρουτίνες plotbf5.alpha και plotbf5.C (βλ. παράρτηµα σελ. 168, 169) αντίστοιχα. 

Θεωρώντας τις διασπορές των δειγµάτων γνωστές 2
1 400σ =  και 2

2 900σ =  θα 

ελέγξουµε την ισότητα των µέσων. Για τις παραµέτρους µ, µ1, µ2 επιλέγουµε την εκ 

των προτέρων πληροφορία να εκφράζεται µε τις κατανοµές ~µ ( )0,591.78N , 

( )1 ~ 0,960Nµ , ( )2 ~ 0,1542.86Nµ , δηλαδή πήραµε το C= n1+n2 =1200. 

Στον πίνακα 4.13, παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του ελέγχου της ισότητας 

των µέσων, όπως υπολογίστηκαν από τη ρουτίνα bayesnormal.2sample.t3 στο S-Plus 

(βλ. παράρτηµα σελ. 164). Ο παράγοντας Bayes είναι BF =  ( )
( )

0

1

|
|

f m
f m

y
y

 = 0.08 < 1 

αντίστοιχα η εκ ων υστέρων πιθανότητα του µοντέλου m0 είναι 0.08 άρα υπάρχει 

θετική ένδειξη ότι απορρίπτουµε το µοντέλο της µηδενικής υπόθεσης.  
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∆ιάγραµµα 4.38: ∆ιαγράµµατα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του (α) log-BF σε σχέση µε το α=b     
(10-10 < α,b < 8) και του β) BF σε σχέση µε το C ( 1< C < 1.5 ⋅ 106). 

 
 
 
Εποµένως, οι µέσες τιµές των δύο κατανοµών δε µπορούν να θεωρηθούν ίσες 

και οι εκ των υστέρων κατανοµή που δίνεται από το θεώρηµα του Bayes (βλ. πίνακα 

4.14) είναι ( )1 | ~ -1.72,0.799Nµ y  και ( )2 | ~ 3.29,1.285Nµ y  µε 95% διάστηµα 

αξιοπιστίας [-3.47 , 0.03] και [1.07 , 5.51] αντιστοίχως. Στα διαγράµµατα 4.39, 

εµφανίζονται οι κατανοµές πυκνότητας πιθανότητας της εκ των προτέρων και εκ των 

υστέρων κατανοµής κάθε παραµέτρου.  

Στη συνέχεια, εξετάσαµε την ευαισθησία των τιµών του παράγοντα Bayes ως 

προς τις τιµές του C όταν αυτές είναι πολύ µικρότερες ή πολύ µεγαλύτερες του 

µεγέθους του δείγµατος, µε την εφαρµογή της ρουτίνας plotbf8 στο S-PLUS (βλ. 

παράρτηµα σελ. 166). Στο διάγραµµα 4.40, παρουσιάζονται τα γραφήµατα του 

λογάριθµου του παράγοντα Bayes και της εκ των υστέρων πιθανότητας του µοντέλου 

m0 για τιµές C από 1 ως 1.5 ⋅106. Παρατηρούµε ότι το εύρος των τιµών του 

λογάριθµου είναι (-3.65 , 1.08) και της εκ των υστέρων πιθανότητας του m0 (0.03 , 

0.75). Η τιµή του C = 171621, είναι οριακή τιµή πάνω από την οποία δεν 

απορρίπτουµε τη µηδενική υπόθεση. 
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∆ιάγραµµα 4.39: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της εκ των προτέρων και εκ των υστέρων 
κατανοµής α) του µέσου µ1 και β) του µ2. 

  
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
∆ιάγραµµα 4.40: ∆ιαγράµµατα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του (α) log-BF και (β) της εκ των 

υστέρων πιθανότητας µοντέλου m0  σε σχέση µε το C ( 1< C < 1.5 ⋅ 106). 
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Παράδειγµα 4.10: Προσοµοιωµένα δεδοµένα (9) 

Προσοµοιώνουµε 1000 παρατηρήσεις ( )1iy  κανονικής κατανοµής µε µέση 

τιµή 100, τυπική απόκλιση 25 και 2000 παρατηρήσεις ( )2iy  µε µέση τιµή 150, τυπική 

απόκλιση 30. Τα αντίστοιχα διαγράµµατα πυκνότητας των µεταβλητών δίνονται στο 

διάγραµµα 4.41: 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

 
 

 
 

∆ιάγραµµα 4.41: α) ∆ιαγράµµατα πυκνότητας β), γ) ιστογράµµατα των παρατηρήσεων του 
παραδείγµατος 4.10 
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Τα δύο δείγµατα προέρχονται από κατανοµές και θεωρούµε  2
1 1 1~ ( , )iy N µ σ , 

2
2 2 2~ ( , )iy N µ σ . Αρχικά θα ελεγχθεί η ισότητα των διασπορών των δύο κατανοµών. 

Για τις παραµέτρους του µοντέλου της µηδενικής υπόθεσης επιλέγουµε τις εκ των 

προτέρων κατανοµές ( )2
1 ~ 0,3Nµ σ⋅ , ( )2

2 ~ 0,1.5Nµ σ⋅ , ( )2 ~ 1.01,0.51IGσ , ενώ 

για το µοντέλο της εναλλακτικής υπόθεσης (τύπος 4.4) επιλέγουµε τις κατανοµές 

( )2
1 1~ 0,3Nµ σ⋅ , ( )2

2 2~ 0,1.5Nµ σ⋅  ( )2
1 ~  0.68,0.18IGσ , ( )2

2 ~ 0.84,0.34IGσ . 

Όµοια µε τα προηγούµενα παραδείγµατα επιλέξαµε C=n1+n2=3000, α=b=0.01 και 
*2 *2
1 2 1S S= = . 

Στον πίνακα 4.12, παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του ελέγχου, όπως 

υπολογίστηκαν από τη ρουτίνα bayesnormal.var στο S-Plus (βλ. παράρτηµα σελ. 167). 

Ο παράγοντας Bayes είναι BF = 
( )
( )

0

1

|
|

f m
f m

y
y

 = 1.15 ⋅10-4 < 1 άρα υπάρχει 

κατηγορηµατική ένδειξη ότι απορρίπτεται η µηδενική υπόθεση, δηλαδή οι διασπορές 

των δύο κατανοµών δε µπορούν να θεωρηθούν ίσες.  

Με την εφαρµογή της ρουτίνας plotbf5.alpha θα εξετάσουµε την ευαισθησία 

του λογάριθµος του παράγοντα Bayes, για τιµές των α, b από 10-10 έως 3, διάγραµµα 

4.42.α. Για τιµές των α,b µεγαλύτερες του 1.84 υπολογίζεται αρνητικός λογάριθµου, 

δηλαδή είναι το διάστηµα απόρριψης της µηδενικής υπόθεσης. Επιπλέον, εξετάσαµε 

την ευαισθησία των τιµών του παράγοντα Bayes για διάφορες τιµές του C (ρουτίνα 

plotbf5.C, παράρτηµα σελ. 169). Στο διάγραµµα 4.42.β, παρουσιάζεται ο παράγοντας 

Bayes για τιµές του C από 1 ως 9 ⋅106, όταν 1010a β −= =  και *2 *2
1 2 1S S= = . 

Παρατηρούµε, το εύρος των τιµών του είναι (1.17 ⋅10-71 , 6.96 ⋅10-3). Όλες οι τιµές 

του είναι µικρότερες της µονάδας οπότε, υποστηρίζεται το µοντέλο της εναλλακτικής 

υπόθεσης για όλες τις τιµές του C που δοκιµάσαµε. 
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∆ιάγραµµα 4.42: ∆ιαγράµµατα για τον έλεγχο της ευαισθησίας του (α) log-BF σε σχέση µε το α=b     
(10-10 < α,b < 3) και του β) BF σε σχέση µε το C ( 1< C < 9*106). 

 
 

Θεωρώντας τις διασπορές των δειγµάτων γνωστές, 2
1 625σ =  και 2

2 900σ = , 

θα ελέγξουµε την ισότητα των µέσων. Επιλέγουµε τις εξής εκ των προτέρων 

κατανοµές για τις παραµέτρους κάθε µοντέλου ~µ ( )0,784.9N , ( )1 ~ 0,1875Nµ , 

( )2 ~ 0,1350Nµ , δηλαδή C=3000.  

Ο παράγοντας Bayes του µοντέλου m0 έναντι του m1, που υπολογίστηκε από 

τη ρουτίνα bayesnormal.2sample.t3 στο S-Plus, (πίνακας 4.13) είναι πολύ µικρός 

αριθµός (logBF<-500) άρα υπάρχει κατηγορηµατική ένδειξη έναντι του µοντέλου της 

µηδενικής υπόθεσης. Εποµένως, οι µέσες τιµές των δύο κατανοµών δε θεωρούνται 

ίσες και οι εκ των υστέρων κατανοµές που δίνονται από το θεώρηµα του Bayes, 

(πίνακας 4.14) είναι ( )1 | ~ 99.9,0.625Nµ y  µε 95% διάστηµα αξιοπιστίας [98.32 , 

101.42], ( )2 | ~ 148.4,0.45Nµ y  µε αντίστοιχο διάστηµα [147.08 , 149.71]. Στα 

διαγράµµατα 4.43 εµφανίζονται οι κατανοµές πυκνότητας πιθανότητας της εκ των 

προτέρων και εκ των υστέρων κατανοµής για κάθε παράµετρο. 
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∆ιάγραµµα 4.43: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της εκ των προτέρων και εκ των υστέρων 
κατανοµής α) του µέσου µ1 και β) του µ2. 

 
 
 
Πίνακες 
 

     Ένδειξη έναντι της 
 BF01 log(BF01) 1/ BF01 f(m0|y) Η1 Η0 
Παρ. 4.8 2.61 ⋅10-20 -45.09 3.83 ⋅1019 2.61 ⋅10-

20
 Κατηγορ.

Παρ. 4.9 6.94 ⋅10-16 -34.90 1.44 ⋅1015 6.94 ⋅10-

16
 Κατηγορ.

Παρ. 4.10 1.15 ⋅10-4 -9.07 8.70 ⋅103 1.15 ⋅10-4  Κατηγορ 
Πίνακας 4.12: Τα αποτελέσµατα του έλεγχου της ισότητας διασπορών των παρ. 4.8 - 4.10 

BF01: Παράγοντας Bayes, log(BF01): Λογάριθµος του παράγοντα Bayes, 1/ BF01: Αντίστροφος του 
παράγοντα Bayes, f(m0|y): Εκ των υστέρων πιθανότητα του µοντέλου m0, Ε.ε.Η1: Ένδειξη έναντι της Η1, 

Ε.ε.Η0: Ένδειξη έναντι της Η0. 
 
 
     Ένδειξη έναντι της 
 BF01 log(BF01) 1/ BF01 f(m0|y) Η1 Η0 
Παρ. 4.8 0.02 -3.78 43.75 0.02  Ισχυρή 
Παρ. 4.9 0.08 -2.48 11.89 0.08  Θετική 
Παρ. 4.10 <7.12 ⋅10-218 -1091.6  <7.12 ⋅10-218  Κατηγορ.

Πίνακας 4.13: Αποτελέσµατα των ελέγχών της ισότητας των µέσων των παρ. 4.8 - 4.10 
BF01: Παράγοντας Bayes, log(BF01): Λογάριθµος του παράγοντα Bayes, 1/ BF01: Αντίστροφος του 

παράγοντα Bayes, f(m0|y): Εκ των υστέρων πιθανότητα του µοντέλου m0, Ε.ε.Η1: Ένδειξη έναντι της Η1, 
Ε.ε.Η0: Ένδειξη έναντι της Η0. 
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 Παρ. 4.8 Παρ 4.9 Παρ 4.10 
 m%  σ' m% σ' m%  σ' 

µ 5.16 0.474  0.19 0.702 128.08 0.511 
µ1 5.66 0.494 -1.72 0.894 99.87 0.790 
µ2 -0.78 1.697   3.29 1.134 148.39 0.671 

Πίνακας 4.14: Εκ των υστέρων εκτιµήσεις των παραµέτρων των παρ. 4.8 - 4.10 
m': Εκ των υστερών µέσος, σ': Εκ των υστερών σταθερή απόκλιση. 

 
 
 
 
 

4.1.5 Έλεγχος υποθέσεων ισότητας των µέσων τιµών δύο πληθυσµών κανονικής 
κατανοµής µε άνισες άγνωστες διασπορές. 
 

Στην περίπτωση του ελέγχου των µέσων τιµών δύο κανονικών πληθυσµών µε 

άνισες άγνωστες διασπορές µπορούµε να θεωρήσουµε τις εκ των προτέρων 

κατανοµές για τις µέσες που υπολογίσαµε µε τη βοήθεια των πλασµατικών 

δεδοµένων στην αντίστοιχη περίπτωση των γνωστών διασπορών (παράγραφος 4.1.4). 

Για τις παραµέτρους των διασπορών µπορούµε να επιλέξουµε για τη εκ των 

προτέρων κατανοµή την αντίστροφη Γάµµα µε παραµέτρους α, b αφού οι παράµετροι 

αυτοί δε βρίσκονται στις υποθέσεις ελέγχου. Παρατηρούµε ότι κατά τον υπολογισµό 

της εκ των υστέρων πιθανότητας του µοντέλου της µηδενική υπόθεσης εµφανίζονται 

ολοκληρώµατα που δε µπορούν να υπολογιστούν αναλυτικά. ∆ηλαδή δε µπορούµε να 

χρησιµοποιήσουµε συζυγή εκ των προτέρων κατανοµή για τη µέση τιµή αυτού του 

µοντέλου, ώστε να υπολογιστεί η εκ των υστέρων κατανοµή. Συνεπώς δε µπορεί να 

γίνει ο έλεγχος υποθέσεων στην περίπτωση αυτή όπως στις προηγούµενες 

περιπτώσεις που παρουσιάσαµε. Προτείνουµε να χρησιµοποιηθούν µέθοδοι Markov 

Chain Monte Carlo και εφαρµογή του WINBUGS. 

 
 
 
 
4.2 Σύγκριση αποτελεσµάτων τεστ σηµαντικότητας και Μπεϋζιανών 
 

Θέλοντας να γίνει µια σύγκριση µεταξύ αποτελεσµάτων των τεστ 

σηµαντικότητας και των εκ των υστέρων πιθανοτήτων για τον έλεγχο υποθέσεων 

παρουσιάζεται ο πίνακας 4.15. Στον πίνακα αυτό συνοψίζονται οι τιµές του 
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παράγοντα Bayes που υπολογίσαµε στα προηγούµενα παραδείγµατα για τον έλεγχο 

της ισότητας διασπορών και µέσων. Στη διπλανή στήλη βλέπουµε τα αποτελέσµατα 

που θα είχαµε αν είχαµε εργαστεί µε τα αντίστοιχα τεστ σηµαντικότητας. 

Παρατηρούµε ότι υπάρχει µια συµφωνία µεταξύ των αποτελεσµάτων των δύο τεστ 

αφού υποστηρίζουν τις ίδιες υποθέσεις. Υπάρχει µια διαφωνία στα αποτελέσµατα, 

του έλεγχου της ισότητας των µέσων του παραδείγµατος 4.5, υπολογίστηκε 

παράγοντας Bayes 1.95 ο οποίος καταδεικνύει πολύ µικρή ένδειξη υπέρ του µοντέλου 

της µηδενικής υπόθεσης. Από το αντίστοιχο τεστ σηµαντικότητας υπολογίζεται p-

value = 0.023 σύµφωνα µε το οποίο απορρίπτουµε τη µηδενική υπόθεση. 

 
 
 
 

 Έλεγχος ισότητας διασπορών Έλεγχος ισότητας µέσων 
 BF p-value BF p-value 
Παρ. 4.1 7.68 ⋅10-8 <0.001 - - 
Παρ. 4.2 75.43 0.599 1.45 ⋅10-19 <0.001 
Παρ. 4.3 417.61 0.595 4.53 0.055 
Παρ. 4.4 168.39 0.128 21.25 0.362 
Παρ. 4.5 6.75 0.809 1.95 0.023 
Παρ. 4.6 126.33 0.521 2.46 0.102 
Παρ. 4.7 6.03 0.209 5.33 ⋅10-8 <0.0001 
Παρ. 4.8 2.61 ⋅10-20 <0.0001 0.02 0.0004 
Παρ. 4.9 6.94 ⋅10-16 <0.0001 0.08 0.0004 
Παρ. 4.10 1.15 ⋅10-4 <0.0001 <7.12 ⋅10-218 <0.0001 

Πίνακας 4.15: Τα αποτελέσµατα των τεστ σηµαντικότητας και Μπεϋζιανών ελέγχων. 

 
 

 


