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Στόχος µαθήµατος:

Πως µπορούµε να συσχετίσουµε µία συνεχή 
µεταβλητή απόκρισης (Υ) που ακολουθεί την 
κανονική κατανοµή, µε µία (ή περισσότερες)
επεξηγηµατική µεταβλητή (Χ) (είτε συνεχή είτε 
κατηγορική)  

Στο συγκεκριµένο παράδειγµα που ακολουθεί θα 
ασχοληθούµε µε την απλή παλινδρόµηση 
(δηλαδή µία µόνο Χ), όταν η επεξηγηµατική 
µεταβλητή είναι συνεχής. 
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1. Απλή γραµµική παλινδρόµηση
Παράδειγµα 6: Χρόνος παράδοσης φορτίουΠαράδειγµα 6: Χρόνος παράδοσης φορτίου

Ο υπεύθυνος των logistics µιας εταιρείας, ενδιαφέρεται να 
διερευνήσει τη σχέση του χρόνου παράδοσης (άρα και το 
αντίστοιχο κόστος) φορτίων µε την απόσταση µεταξύ της 
αποθήκης και του τόπου προορισµού . 

Για το λόγο αυτό πήρε ένα τυχαίο δείγµα 10 φορτωτικών και 
κατέγραψε την απόσταση σε µίλια και τον αριθµό των 
ηµερών που χρειάστηκε για να παραδοθούν. 

Ερώτηση: Μπορεί να υπολογιστεί ένα µοντέλο που θα 
βοηθήσει τον υπεύθυνο της εταιρείας να ποσοτικοποιήσει
τη σχέση αυτή;

Ακολουθούν οι µετρήσεις...
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1.2 Παράδειγµα 6 (συνέχεια)

5.03.01.54.53.01.02.04.01.03.5Χρόνος 
παράδοσης 
σε ηµέρες

12156703251350924805501070214825Απόσταση 
σε µίλια

10987654321Φορτωτική 
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Μονάδα µελέτης: φορτωτική
Μέγεθος δείγµατος: n=10 φορτωτικές
Χαρακτηριστικά (µεταβλητές):
Κωδικός (ή αύξων) αριθµός φορτωτικής
Απόσταση (µίλια)
Χρόνος παράδοσης (µέρες)

Ποια είναι Χ & ποια Υ;

1.3 ∆εδοµένα
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1.4  Εισαγωγή δεδοµένων στο SPSS

Αριθµός µεταβλητών: 
3 ή 2?

Κωδικοποίηση έχουµε?

Φτιάξιµο µεταβλητών 
(όνοµα, «ετικέτα», 
επεξήγηση 
κατηγοριών)

Εισαγωγή στοιχείων
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1.5 Ανάλυση

∆ιαγραµµατική απεικόνιση (Scatter-plot)

∆είκτες συσχέτισης

Μοντέλο Παλινδρόµησης

Έλεγχος Προϋποθέσεων (Ανάλυση καταλοίπων)
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1.5.1 ∆ιαγραµµατική απεικόνιση

Graphs>Scatter: simple

Y: χρόνος παράδοσης

Χ: απόσταση
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1.5.1 ∆ιαγραµµατική απεικόνιση

∆ιαφαίνεται 
γραµµική σχέση
µεταξύ της 
απόστασης και 
του χρόνου 
παράδοσης. 
Πως µπορεί να 
ποσοτικοποι-
ηθεί η σχέση 
αυτή?
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1.5.2 ∆ιαγραµµατική απεικόνιση & γραµµή 
παλινδρόµησης

Graphs>Interactive>Scatterplot
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1.5.3 Σύντοµοι προκαταρκτικοί έλεγχοι: 
α/Έλεγχος κανονικότητας: QQ Plots

Graphs>QQ
Οι παρατηρούµενες τιµές της µεταβλητής που δίνουµε απεικονίζονται 

διαγραµµατικά σε σχέση µε τις αναµενόµενες τιµές αν το δείγµα προερχόταν 
από την κανονική κατανοµή. Αν το δείγµα προέρχεται από κανονική κατανοµή 
τότε τα σηµεία θα συνοψίζονται γύρω από την ευθεία γραµµή. 

12

1.5.3 Σύντοµοι προκαταρκτικοί έλεγχοι: 
α/κανονικότητα: QQ Plots (συνέχεια)

Αποτελέσµατα
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1.5.3 Σύντοµοι προκαταρκτικοί έλεγχοι: 
β/κανονικότητα: έλεγχοι υποθέσεων

Εναλλακτικά ακολουθούµε από το µενού: 

Analyze> Descriptive Statistics> Explore, και εν 
συνεχεία από την δυνατότητα «Plots» επιλέγουµε 
“Normality plots with tests”

14

1.5.3 Σύντοµοι προκαταρκτικοί έλεγχοι: 
β/κανονικότητα: έλεγχοι υποθέσεων

(συνέχεια)

Εκτός από τα QQ Plots που ξανα-εµφανίζονται και µε αυτό 
τον τρόπο, έχουµε επιπλέον τους ελέγχους υποθέσεων 
κανονικότητας των Kolmogorov-Smirnov (µε correction)
& Shapiro - Wilk

∆εν απορρίπτουµε την υπόθεση της 
ακολουθίας κανονικής κατανοµής 
για καµία από τις δύο µεταβλητές

Για µεγάλα δείγµατα

Για µικρά δείγµατα

8

15

1.5.3 Σύντοµοι προκαταρκτικοί έλεγχοι: 
γ/συσχέτιση: δείκτης γραµµικής συσχέτισης 

Pearson

Analyze> Correlate> Bivariate
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1.5.3 Σύντοµοι προκαταρκτικοί έλεγχοι: 
γ/συσχέτιση: δείκτης γραµµικής συσχέτισης 

Pearson (συνέχεια)

r=0.949, δηλαδή ο συντελεστής συσχέτισης είναι πολύ υψηλός (όσο πιο 
µεγάλος ο δείκτης αυτός, τόσο ισχυρότερη είναι η συσχέτιση των δύο 
µεταβλητών (θετική ή αρνητική)

Στατιστικά σηµαντικός ο έλεγχος απορρίπτουµε την Η0:ρ=0, δηλαδή 
παρατηρείται ισχυρή (θετική) γραµµική συσχέτισηισχυρή (θετική) γραµµική συσχέτιση µεταξύ των δύο 
µεταβλητών

= r
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1.5.3 Σύντοµοι προκαταρκτικοί έλεγχοι: 
γ/συσχέτιση: µη παραµετρικοί δείκτες 

γραµµικής συσχέτισης

Υψηλές τιµές δεικτών
Απορρίπτουµε την υπόθεση της µη-συσχέτισης
συνάγουµε υψηλή γραµµική (θετική) συσχέτιση
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1.5.4 Απλή γραµµική παλινδρόµηση

Analyze>Regression>Linear
Y

X
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1.5.4 Απλή γραµµική παλινδρόµηση: 
συνοπτικός πίνακας µοντέλου

Model Summary

.949a .900 .888 .4800
Model
1

R R Square
Adjusted
R Square

Std. Error of
the Estimate

Predictors: (Constant), distancea. 

R=Multiple Correlation Coefficient
R2 (coefficient of determination)= % διακύµανσης της Υ που εξηγείται από 
το µοντέλο
Radj

2= % διακύµανσης της Υ που εξηγείται από το µοντέλο διορθωµένο για 
τον αριθµό των µεταβλητών
Ο τελευταίος αυτός δείκτης: 
Λαµβάνει υπόψη του τις µεταβλητές
Χρησιµοποιείται ως µέτρο καλής προσαρµογής ή πρόβλεψης
ΜΠΟΡΕΙ να χρησιµοποιηθεί ως κριτήριο επιλογής µοντέλου (ΓΕΝΙΚΑ)
Στην απλής γραµµικής παλινδρόµησης δε διαφέρει πολύ από το R2.
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1.5.4 Απλή γραµµική παλινδρόµηση: 
συνοπτικός πίνακας µοντέλου

Model Summary

.949a .900 .888 .4800
Model
1

R R Square
Adjusted
R Square

Std. Error of
the Estimate

Predictors: (Constant), distancea. 

R2 (coefficient of determination)= 0.90, δηλαδή η ‘απόσταση’ εξηγεί το 
90% της συνολικής διακύµανσης των ‘ηµερών παράδοσης’. Το υπόλοιπο 
10% της διακύµανσης είναι ανεξήγητο και πρέπει να οφείλεται σε άλλους 
παράγοντες που δεν λαµβάνονται υπ’ όψη στην παρούσα µελέτη
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1.5.4 Απλή γραµµική παλινδρόµηση: 
συνοπτικός πίνακας µοντέλου (συνέχεια)

Στο συγκεκριµένο παράδειγµα παρατηρούµε πολύ 
καλή προσαρµογή του µοντέλου (σταθερά + 
απόσταση(Χ)), λόγω του υψηλού Radj

2

Model Summary

.949a .900 .888 .4800
Model
1

R R Square
Adjusted
R Square

Std. Error of
the Estimate

Predictors: (Constant), distancea. 
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1.5.4 Απλή γραµµική παλινδρόµηση: 
πίνακας ανάλυσης διακύµανσης

Στο συγκεκριµένο πίνακα (απλή παλινδρόµηση) ελέγχουµε την υπόθεση: 
Η0: β1=0 έναντι της εναλλακτικής Η1: β1 ≠ 0, δηλαδή ελέγχουµε αν το
τρέχων µοντέλο διαφέρει από το σταθερό (δηλαδή το µοντέλο y=β0+ε)

Στο παράδειγµά µας απορρίπτουµε την Η0: β1=0, γεγονός που σηµαίνει
ότι η επίδραση της ανεξάρτητης µεταβλητής είναι σηµαντική και
επηρεάζει / καθορίζει τις τιµές της εξαρτηµένης
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1.5.4 Απλή γραµµική παλινδρόµηση: 
πίνακας εκτίµησης παραµέτρων µοντέλου

Από τον παρακάτω πίνακα προκύπτει η εκτιµώµενη 
γραµµή παλινδρόµησης:

ΗΜΕΡΕΣ ΠΑΡΑ∆ΟΣΗΣ = 0.118 + 0.00359 ΜΙΛΙΑ + ε, ε~NORMAL(0, 0.482)
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1.5.4 Απλή γραµµική παλινδρόµηση: 
πίνακας εκτίµησης παραµέτρων µοντέλου 

(συνέχεια)

Από την τιµή του p-value που αναφέρεται στον έλεγχο της υπόθεσης 
Η0: β1=0, συνάγουµε ότι απορρίπτουµε την Η0, εποµένως η 
απόσταση είναι στατιστικά σηµαντικός παράγοντας για την εκτίµηση 
των ηµερών παράδοσης (έχουν σηµαντική, γραµµικά θετική, σχέση -
αφού β1>0)

Για το αλλο p-value της σταθεράς 
σχόλιο?????
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1.5.4 Απλή γραµµική παλινδρόµηση: 
πίνακας εκτίµησης παραµέτρων µοντέλου 

(συνέχεια)

Αν θελήσουµε να ποσοτικοποιήσουµε την σχέση των ηµερών παράδοσης και 
µιλίων µπορούµε να πούµε το εξής:

Οι αναµενόµενες ηµέρες παράδοσης αυξάνονται κατά 0.0036 µέρες για κάθε 
αύξηση της απόστασης κατά 1 µίλι, ή

Με κάθε επιπλέον 100 µίλια, ο αναµενόµενος χρόνος παράδοσης αυξάνεται 
κατά 0.36 µέρες (περίπου 8.6 ώρες)
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1.5.4 Απλή γραµµική παλινδρόµηση: 
πίνακας εκτίµησης παραµέτρων µοντέλου 

(συνέχεια)

Επιπλέον, αν θέσουµε την τιµή 0 για την απόσταση στην εξίσωση που 
εκτιµήσαµε, τότε έχουµε αναµενόµενη τιµή για την παράδοση: 0.118
ηµέρες (περ 3 ώρες). Αυτό δεν µπορεί να ισχύει µε βάση τη λογική. Η 
εξίσωση παλινδρόµησης προκύπτει από τις παρατηρούµενες τιµές των 
δύο µεταβλητών και ισχύει µόνο µεταξύ του εύρους των τιµών που 
παρατηρήθηκαν. Το να συνάγουµε συµπεράσµατα για τιµές πέραν 
αυτού του εύρους, µπορεί να αποβεί παραπλανητικό. 
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1.5.5 Προϋποθέσεις µοντέλου

Κανονικότητα σφαλµάτων 

Ανεξαρτησία σφαλµάτων

Οµοσκεδαστικότητα σφαλµάτων 

Γραµµικότητα Χ και Υ: για οποιαδήποτε 
τιµή του x, η αντίστοιχη τιµή του y έχει 
αναµενόµενη τιµή α+βx, που είναι γραµµική 
συνάρτηση του x
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1.5.6 Έλεγχοι προϋποθέσεων 
µοντέλου: α) κανονικότητα

Προκειµένου να ελέγξουµε την κανονικότητα των καταλοίπων 
ακολουθούµε τα εξής:  1. Αποθηκεύουµε τα τυποποιηµένα 
κατάλοιπα
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1.5.6 Έλεγχοι προϋποθέσεων µοντέλου: α) 
κανονικότητα: 1. αποθήκευση καταλοίπων

Το πρόγραµµα υπολογίζει και αποθηκεύει µε 
ένα δικό του όνοµα (και label) την νέα 
µεταβλητή
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1.5.6 Έλεγχοι προϋποθέσεων µοντέλου: α) 
κανονικότητα: 2.Έλεγχος Shapiro-Wilk

Προκειµένου να ελέγξουµε την κανονικότητα των καταλοίπων 
ακολουθούµε τα εξής:

2. Πραγµατοποιούµε έλεγχο της κανονικότητάς τους µε 
Shapiro-Wilk (Analyze> Descriptive Statistics> Explore|Plots: 
Normality plots with tests)
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1.5.6 Έλεγχοι προϋποθέσεων µοντέλου: α) 
κανονικότητα: 2.Έλεγχος Shapiro-Wilk

(συνέχεια)

∆εν απορρίπτουµε υπόθεση κανονικότητας
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ΝΑ ΤΟ ΒΑΛΩ? ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ?
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1.5.6 Έλεγχοι προϋποθέσεων µοντέλου: β) 
Ανεξαρτησία καταλοίπων

∆εν είναι εύκολα ελεγχόµενη
Υπολογίζουµε τον δείκτη Durbin-Watson (από επιλογή linear 

regression, αφού ξε-επιλέξουµε την αποθήκευση residuals)

Οι µεταβλητές (ανεξάρτητη & εξαρτηµένη) 
παραµένουν ως έχουν
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1.5.6 Έλεγχοι προϋποθέσεων µοντέλου: β) 
Ανεξαρτησία καταλοίπων (συνέχεια)

Αν D-W =2 δεν υπάρχει «αυτοσυσχέτιση» µεταξύ 
των καταλοίπων

Στην προκειµένη περίπτωση η τιµή είναι πολύ χαµηλή 
και πιθανόν να υπάρχει συσχέτιση 
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1.5.6 Έλεγχοι προϋποθέσεων µοντέλου: γ) 
Οµοσκεδαστικότητα καταλοίπων

∆ΙΑΓΡΑΜΜΑ RESIDUALS ΑΝΑ Ŷ

Τυποποιηµένα κατάλοιπα

Τυποποιηµένα 
προβλεπόµενα Υ
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1.5.6 Έλεγχοι προϋποθέσεων µοντέλου: 
γ) Οµοσκεδαστικότητα καταλοίπων (συνέχεια)

Επιθυµητό: τα σηµεία να βρίσκονται σε µία οριζόντια ζώνη µεταξύ 
(-2, 2), και να είναι οµοιογενώς διασπαρµένα σε αυτήν.

Έτσι ελέγχονται:
1. Γραµµικότητα
2. Οµοσκεδαστικότητα
3. Ύπαρξη ακραίων τιµών


